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1. Введение

Смешанные методы конечных элементов, в которых два пространства используют-
ся для аппроксимации двух различных переменных, широко используются для реше-
ния уравнений в частных производных. Обычно вторая переменная вводится, поскольку
она представляет интерес с физической точки зрения и обычно связана с некоторыми
производными исходной переменной. Математический анализ и применения смешанных
методов конечных элементов получили широкое развитие начиная с 1970-х годов. Об-
щий анализ этого типа методов был впервые разработан Брецци [1]. Мы также отсылаем
читателя к книге [3].

С развитием метода конечных элементов были предложены некоторые новые сме-
шанные методы конечных элементов. Пани и Гейрвезер [15] представили H1-смешанный
метод конечных элементов Галеркина для линейных параболических и параболических
интегро-дифференциальных уравнений. Пехливанов с соавторами [16] разработали сме-
шанный метод конечных элементов наименьших квадратов для решения эллиптических
задач и обсудили априорные оценки ошибки. Чен и Чен [6] разработали P 2

0 –P1 сме-
шанный метод конечных элементов для решения эллиптических задач. По сравнению с
классическим смешанным методом конечных элементов Равьяра–Тома, скорость P 2

0 –P1

смешанного метода конечных элементов не только принадлежит пространству функций,
интегрируемых с квадратом вместо классического H(div; Ω) пространства, но также тре-
бует меньшей регулярности и меньших степеней свободы. Оба метода имеют одинаковую
скорость сходимости в L2-норме. Однако скорость сходимости L2-нормы давления P 2

0 –
P1 смешанного метода конечных элементов на порядок выше, чем у смешанного метода
конечных элементов Равьяра–Тома самого низкого порядка. Венг с соавторами [25] рас-
сматривали P 2

0 –P1 смешанные конечно-элементные аппроксимации Кранка–Николсон
линейных параболических задач. Ши с соавторами [19–21] применили P 2

0 –P1 смешан-
ный метод конечных элементов для решения нелинейных параболических уравнений и
нелинейных уравнений Шредингера.

В последние годы было разработано множество численных методов решения нели-
нейных параболических уравнений (см., например, [5, 9, 11, 12, 14]). Кэннон и Линь
[5] исследовали априорные оценки ошибки полудискретных и конечно-элементных ап-
проксимаций Кранка–Николсон решений нелинейных уравнений диффузии с памятью.
Эрикссон и Джонсон [9] обсудили применение адаптивных методов конечных элементов
для параболических задач к классу нелинейных скалярных задач. Гарсия [11] получил
оценки L2-ошибки полудискретных смешанных методов Равьяра–Тома для квазилиней-
ных параболических уравнений второго порядка. Затем Гарсия [12] проанализировал
полностью дискретную схему. Ни и Томе [14] рассмотрели конечно-элементную аппрок-
симацию с сосредоточенными массами к нелинейной параболической задаче второго по-
рядка и обсудили априорные оценки ошибки. Также имеются работы по двухсеточному
методу в сочетании с различными численными методами для нелинейных параболиче-
ских уравнений (см., например, [4, 8, 24]). Доусон с соавторами [8] представили двух-
сеточную конечно-разностную схему для нелинейных параболических уравнений. Ву и
Аллен [24] разработали двухшаговый алгоритм с использованием идеи двух сеток для
полулинейных уравнений реакции-диффузии с расширенным смешанным методом ко-
нечных элементов. Чен и Чен [4] рассмотрели двухсеточный метод для смешанных ме-
тодов конечных элементов для полностью нелинейных уравнений реакции-диффузии.
Хоу с соавторами [13] представили двухсеточную дискретную схему P 2

0 –P1 смешанных
методов конечных элементов вместе со схемой Кранка–Николсон для нелинейных пара-
болических уравнений.
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Мы используем стандартное обозначение Wm,p(Ω) для пространств Соболева в об-
ласти Ω и обозначаем через Ls(J ;Wm,p(Ω)) Банахово пространство всех Ls интегри-

руемых функций из J в Wm,p(Ω) с нормой ‖v‖Ls(J ;Wm,p(Ω)) =
( ∫ T

0 ‖v(t)‖sWm,p(Ω)dt
) 1

s

для s ∈ [1,∞) и стандартной модификацией для s = ∞. Для простоты представле-
ния ‖v‖Ls(J ;Wm,p(Ω)) обозначим как ‖v‖Ls(Wm,p). Аналогичным образом можно опреде-
лить пространства H1(J ;Wm,p(Ω)) и Ck(J ;Wm,p(Ω)). Кроме того, C обозначает общую
положительную постоянную, не зависящую от h и ∆t, где h — пространственный размер
сетки и ∆t — шаг по времени.

Рассмотрим следующие нелинейные параболические уравнения:

yt − div(a(y)∇y) = f(y), x ∈ Ω, t ∈ J, (1.1)

y(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ J, (1.2)

y(x, 0) = y0(x), x ∈ Ω, (1.3)

где Ω ⊂ R2 — выпуклая многоугольная область с границей ∂Ω, J = (0, T ], f(y) =
f(y, x, t), a(y) = a(y, x) и y0(x) ∈ H2(Ω) — три заданные действительные функции на Ω.
Сделаем следующие предположения:

(K1) имеются две постоянные: c1 и c2 > 0, удовлетворяющие c1 ≤ a(y, x) ≤ c2 для
любого вектора x ∈ Ω;

(K2) существует положительная постоянная M такая, что

|a′(y)|+ |a′′(y)|+ |(a−1)′(y)|+ |(a−1)′′(y)|+ |f ′(y)| ≤M, y ∈ R.

В данной статье мы будем рассматривать априорные оценки ошибки P 2
0 –P1 смешан-

ных методов конечных элементов [6] вместе с неявной схемой Эйлера для нелинейной
параболической задачи (1.1)–(1.3). В качестве эллиптической проекции, представленной
в [23], мы введем новую смешанную эллиптическую проекцию, которая играет важную
роль в восстановлении оптимальных априорных оценок ошибки.

Статья построена следующим образом. В пункте 2 будет построена полностью дис-
кретизированная смешанная конечно-элементная аппроксимация задачи (1.1)–(1.3). В
п. 3 мы определим новую смешанную эллиптическую проекцию и обсудим априорные
оценки ошибок всех переменных. В п. 4 мы приведем численный пример для проверки
теоретических результатов. В заключение, в последнем пункте, мы подведем итоги и
представим возможное развитие.

2. Полностью дискретизированная смешанная
конечно-элементная схема

В данном пункте мы дадим полностью дискретизированную P 2
0 –P1 смешанную ко-

нечно-элементную аппроксимацию задачи (1.1)–(1.3).
Пусть VVV = (L2(Ω))2 и W = H1

0 (Ω). Положим ppp = a(y)∇y как в [6]. Тогда мы получим
смешанную вариационную форму (1.1):

(a−1(y) ppp,vvv)− (∇y,vvv) = 0 ∀ vvv ∈ VVV , (2.1)

(yt, w) + (ppp,∇w) = (f(y), w) ∀ w ∈W, (2.2)

где (·, ·) — скалярное произведение в L2(Ω).
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Пусть Th обозначает регулярную триангуляцию многоугольной области Ω, hτ — диа-
метр элемента τ (τ ∈ Th) и h = max hτ . Пусть VVV h×Wh ⊂ VVV ×W определяется следующей
парой конечных элементов P 2

0 –P1 [6, 22]:

VVV h = {vvvh = (v1h, v2h) ∈ VVV : (v1h, v2h) |τ∈ P0(τ)2 ∀ τ ∈ Th},

Wh =
{
wh ∈ C0(Ω̄)

⋂
W : wh |τ∈ P1(τ) ∀ τ ∈ Th

}
.

Прежде чем представить P 2
0 –P1 смешанную конечно-элементную схему, введем три

проекционных оператора. Сначала определим стандартную эллиптическую проекцию [7]
Ph : W →Wh, которая удовлетворяет для любого φ ∈W :

(∇(φ− Phφ),∇wh) = 0 ∀ wh ∈Wh, (2.3)

‖φ− Phφ‖s ≤ Ch2−s‖φ‖2, s = 0, 1 ∀ φ ∈ H2(Ω). (2.4)

Затем определим стандартную L2 проекцию [2] Πh : VVV → VVV h, которая удовлетворяет
для любого qqq ∈ VVV :

(qqq −Πhqqq,vvvh) = 0 ∀ vvvh ∈ VVV h, (2.5)

‖Πh qqq‖0,s ≤ C‖qqq‖0,s, 2 ≤ s ≤ +∞, (2.6)

‖qqq −Πh qqq‖0,s ≤ Ch‖qqq‖1,s ∀ qqq ∈ (W 1,s(Ω))2, 2 ≤ s ≤ +∞. (2.7)

Наконец, определим новую смешанную эллиптическую проекцию (PPP , Y ) ∈ VVV h ×Wh

следующим образом:

(a−1(y)(ppp−PPP ), vvvh)− (∇(y − Y ), vvvh) = 0 ∀ vvvh ∈ VVV h, (2.8)

(ppp−PPP ,∇wh) = 0 ∀ wh ∈Wh. (2.9)

Для доказательства существования и единственности смешанной эллиптической про-
екции см. ссылку [3].

Теперь рассмотрим полностью дискретную смешанную конечно-элементную схему.
Пусть ∆t > 0, N = T/∆t ∈ Z и tn = n∆t, n ∈ Z. Также пусть

ψn = ψn(x) = ψ(x, tn), ∂ψn =
ψn − ψn−1

∆t
.

Тогда полностью дискретная схема аппроксимации заключается в нахождении (pppnh, y
n
h) ∈

VVV h ×Wh, n = 1, 2, . . . , N, так что

(a−1(ynh)pppnh, vvvh)− (∇ynh , vvvh) = 0 ∀ vvvh ∈ VVV h, (2.10)

(∂ynh , wh) + (pppnh,∇wh) = (f(ynh), wh) ∀ wh ∈Wh, (2.11)

y0
h = Y 0(x), (2.12)

где Y 0 — эллиптическая проекция y0(x).
Для доказательства существования и единственности решения нелинейной алгебра-

ической системы (2.10)–(2.12) см. ссылку [2].

3. Оптимальные априорные оценки ошибки

Получим оптимальные априорные оценки ошибки задачи (1.1)–(1.3). Сначала напом-
ним результат Грисварда [10].
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Лемма 3.1 [10]. Для каждой функции F ∈ L2(Ω) решение φ для

−div(a(yn)∇φ) = F в Ω, φ|∂Ω = 0, (3.1)

принадлежит H1
0 (Ω)∩H2(Ω). Кроме того, существует положительная постоянная C

такая, что

‖φ‖2 ≤ C‖F‖. (3.2)

Далее обсудим априорные оценки ошибки между точными решениями и их смешан-
ными эллиптическими проекциями в следующих двух леммах.

Лемма 3.2. Пусть (PPP , Y ) — новая смешанная эллиптическая проекция, определенная в
(2.8), (2.9), а (ppp, y) — решение (2.1), (2.2) соответственно. Тогда для каждого 1 ≤ n ≤ N
мы имеем

‖pppn −PPPn‖+ ‖∇(yn − Y n)‖ ≤ Ch(‖yn‖2 + ‖pppn‖1), (3.3)

‖yn − Y n‖ ≤ Ch2(‖yn‖2 + ‖pppn‖1). (3.4)

Доказательство. Возьмем t = tn в (2.8), (2.9). Тогда мы имеем

(a−1(yn)(pppn −PPPn), vvvh)− (∇(yn − Y n), vvvh) = 0 ∀ vvvh ∈ VVV h, (3.5)

(pppn −PPPn,∇wh) = 0 ∀ wh ∈Wh. (3.6)

Заметим, что∇Wh ⊂ VVV h. Используя (2.5), перепишем (3.5), (3.6) следующим образом:

(a−1(yn)(Πh ppp
n −PPPn), vvvh)− (∇(Phy

n − Y n), vvvh)

= (∇(yn − Phyn), vvvh)− (a−1(yn)(pppn −Πh ppp
n), vvvh) ∀ vvvh ∈ VVV h, (3.7)

(Πh ppp
n −PPPn,∇wh) = 0 ∀ wh ∈Wh. (3.8)

Выберем vvvh = Πh ppp
n − PPPn и wh = Phy

n − Y n в (3.7) и (3.8) соответственно. Затем
сложим два полученных уравнения и получим

‖a−
1
2 (yn)(Πh ppp

n −PPPn)‖2 = (∇(yn − Y n)− a−1(yn)(pppn −Πh ppp
n),Πh ppp

n −PPPn). (3.9)

В силу (3.9), неравенства Коши, предположения относительно a−1, (2.4) и (2.7) мы
имеем

‖Πh ppp
n −PPPn‖ ≤ Ch(‖pppn‖1 + ‖yn‖2). (3.10)

Положим vvvh = ∇(Phy
n−Y n) в (3.7). Тогда, с использованием (2.4), (2.7), неравенства

Коши и предположения по a, найдем, что

‖∇(Phy
n − Y n)‖ ≤ Ch(‖pppn‖1 + ‖yn‖2) + C‖Πh ppp

n −PPPn‖. (3.11)

Пусть φ — решение (3.1) при F = yn − Y n. Используя (3.1), формулу Грина, (2.4),
(2.7), (3.5), (3.6), неравенство Коши и предположение относительно a, мы видим, что
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‖yn − Y n‖2 =
(
yn − Y n,−div(a(yn)∇φ)

)
=
(
a(yn)∇φ,∇(yn − Y n)

)
=
(
∇(yn − Y n), a(yn)∇φ−Πh(a(yn)∇φ)

)
+
(
pppn −PPPn,∇(φ− Phφ)

)
+(

a−1(yn)(pppn −PPPn),Πh(a(yn)∇φ)− a(yn)∇φ
)

≤Ch‖∇(yn − Y n)‖ · ‖a‖1,∞‖φ‖2 + Ch‖pppn −PPPn‖ · ‖φ‖2
≤Ch(‖∇(yn − Y n)‖+ ‖pppn −PPPn‖)‖φ‖2. (3.12)

Объединив (2.4), (2.7), (3.2), (3.10)–(3.12) с неравенством треугольника, мы завершаем
доказательство леммы.

Лемма 3.3. Пусть (PPP , Y ) — новая смешанная эллиптическая проекция, определенная
в (2.8), (2.9), и пусть (ppp, y) — решение (2.1), (2.2) соответственно. Тогда для каждого
1 ≤ n ≤ N мы имеем

‖∂(pppn −PPPn)‖+ ‖∇∂(yn − Y n)‖ ≤ C‖∇∂(yn − Phyn)‖+ C‖∂(pppn −Πh ppp
n)‖+

Ch(‖pppn−1‖1 + ‖yn−1‖2), (3.13)

‖∂(yn−Y n)‖ ≤ Ch(‖∇∂(yn−Phyn)‖+‖∂(pppn−Πh ppp
n)‖)+Ch2(‖pppn−1‖1+‖yn−1‖2). (3.14)

Доказательство. Возьмем разность по времени (3.5), (3.6) для получения(
a−1(yn)(pppn−PPPn)−a−1(yn−1)(pppn−1−PPPn−1)

∆t
, vvvh

)
−(∇∂(yn−Y n), vvvh) = 0 ∀ vvvh ∈ VVV h, (3.15)(

∂(pppn −PPPn),∇wh
)

= 0 ∀ wh ∈Wh. (3.16)

Используя (2.5), перепишем (3.15), (3.16) следующим образом:(
a−1(yn)∂(Πh ppp

n −PPPn), vvvh
)
−
(
∇∂(Phy

n − Y n), vvvh
)

=
(
∇∂(yn − Phyn), vvvh

)
−
(
a−1(yn)∂(pppn −Πh ppp

n), vvvh
)
−(

a−1(yn)− a−1(yn−1)

∆t
(pppn−1 −PPPn−1), vvvh

)
∀ vvvh ∈ VVV h, (3.17)(

∂(Πh ppp
n −PPPn),∇wh

)
= 0 ∀ wh ∈Wh. (3.18)

Возьмем vvvh = ∂(Πh ppp
n − PPPn) в (3.17) и wh = ∂(Phy

n − Y n) в (3.18) соответствен-
но. Сложив два полученных уравнения, используя неравенство Коши и предположение
относительно a, получим

‖∂(Πh ppp
n −PPPn)‖ ≤ C‖∇∂(yn − Phyn)‖+ C‖a−1‖0,∞‖∂(pppn −Πh ppp

n)‖+

C‖a−1‖1,∞‖yt‖L∞(H2)‖pppn−1 −PPPn−1‖, (3.19)

где мы использовали

|a−1(yn)− a−1(yn−1)| = |(a−1)′(yn
∗
)yt(β

n)∆t| ≤ ∆t‖a−1‖1,∞‖yt‖L∞(L∞), (3.20)

где yn∗ расположено между yn и yn−1, βn расположено между tn и tn−1.
Аналогичным образом возьмем vvvh = ∇∂(Phy

n − Y n) в (3.17). Тогда мы получим

‖∇∂(Phy
n − Y n)‖ ≤ C‖a−1‖1,∞‖yt‖L∞(L∞)‖pppn−1 −PPPn−1‖+ C‖a−1‖0,∞‖∂(pppn −Πh ppp

n)‖+
C‖∇∂(yn − Phyn)‖+ C‖a−1‖0,∞‖∂(Πh ppp

n −PPPn)‖. (3.21)

Пусть φ — решение (3.1) при F = ∂(yn − Y n). Используя (3.1), формулу Грина и
(3.15), (3.16), найдем, что
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‖∂(yn − Y n)‖2 = (∇∂(yn − Y n), a(yn)∇φ) = (∇∂(yn − Y n), a(yn)∇φ−Πh(a(yn)∇φ))+(
a−1(yn)(pppn −PPPn)− a−1(yn−1)(pppn−1 −PPPn−1)

∆t
,Πh(a(yn)∇φ)

)
= (a−1(yn)∂(pppn −PPPn),Πh(a(yn)∇φ)− a(yn)∇φ)+

(∂(pppn −PPPn),∇(φ− Phφ)) + (∇∂(yn − Y n), a(yn)∇φ−Πh(a(yn)∇φ))+(
a−1(yn)− a−1(yn−1)

∆t
(pppn−1 −PPPn−1),Πh(a(yn)∇φ)− a(yn)∇φ

)
+(

a−1(yn)− a−1(yn−1)

∆t
(pppn−1 −PPPn−1), a(yn)∇φ

)
. (3.22)

В силу (3.5) и формулы Грина разложим последний член (3.22) следующим образом:(
a−1(yn)− a−1(yn−1)

∆t
(pppn−1 −PPPn−1), a(yn)∇φ

)
=

(
a−1(yn−1)(pppn−1−PPPn−1),

a(yn−1)−a(yn)

∆t
∇φ−Πh

(
a(yn−1)−a(yn)

∆t
∇φ
))

+(
∇(yn−1 − Y n−1),Πh

(
a(yn−1)− a(yn)

∆t
∇φ
)
− a(yn−1)− a(yn)

∆t
∇φ
)
−(

yn−1 − Y n−1, div
(
a(yn−1)− a(yn)

∆t
∇φ
))

. (3.23)

Аналогично (3.20) мы видим, что

a(yn)− a(yn−1) = a′(ẏn)(yn − yn−1) = a′(ẏn)yt(β
n)∆t, (3.24)

где ẏn расположено между yn и yn−1.
Теперь используя неравенство Коши, (2.7), (3.20) и (3.22)–(3.24), найдем, что

‖∂(yn − Y n)‖2 ≤ Ch‖a−1‖0,∞‖∂(pppn−PPPn)‖·‖a‖1,∞‖φ‖2+Ch‖a‖1,∞‖∇∂(yn−Y n)‖ · ‖φ‖2+

Ch‖∂(pppn−PPPn)‖·‖φ‖2+Ch‖a−1‖1,∞‖yt‖L∞(L∞)‖pppn−1−PPPn−1‖·‖a‖1,∞‖φ‖2+

Ch‖a−1‖0,∞‖pppn−1 −PPPn−1‖ · ‖a‖2,∞‖yt‖L∞(W 1,∞)‖φ‖2+

Ch‖∇(yn−1 − Y n−1)‖ · ‖a‖2,∞‖yt‖L∞(W 1,∞)‖φ‖2+

C‖yn−1 − Y n−1‖ · ‖a‖2,∞‖yt‖L∞(W 1,∞)‖φ‖2. (3.25)

Используя (2.4), (2.7), (3.2)–(3.4), (3.25), (3.19), (3.21) и неравенства треугольника,
мы завершаем доказательство леммы.

Для удобства пусть

ξnppp = PPPn − pppnh, ξny = Y n − ynh , ηnppp = pppn −PPPn, ηny = yn − Y n

для n = 0, 1, 2, . . . , N .
Перед проверкой сходимости полностью дискритизированной схемы (2.10)–(2.12)

представим дискретное неравенство Гронуолла.

Лемма 3.4 [17]. Предположим, что {kn} и {αn} — неотрицательные последователь-
ности и последовательность φn удовлетворяют:
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φ0 ≤ g0, φn ≤ g0 +

n−1∑
l=0

αl +

n−1∑
l=0

klφl, n ≥ 1,

где g0 ≥ 0. Тогда последовательность {φn} удовлетворяет:

φn ≤

(
g0 +

n−1∑
l=0

αl

)
exp

(
n−1∑
l=0

kl

)
, n ≥ 1.

Теорема 3.1. Пусть y и ynh — решения (2.1), (2.2) и (2.10)–(2.12) соответственно.
Предположим, что y ∈ L∞(H2), yt ∈ L2(H2) ∩ L∞(W 1,∞), ytt ∈ L2(L2), ppp ∈ L∞(H1),
pppt ∈ L∞(H1) ∩ L∞(L∞). Тогда для достаточно малого ∆t и 1 ≤ n ≤ N мы имеем

‖yn − ynh‖ ≤ C(∆t+ h2). (3.26)

Доказательство. С использованием (2.1), (2.2) и (2.8)–(2.11), имеем следующие урав-
нения для ошибки:

(a−1(ynh)ξnppp, vvvh)− (∇ξny , vvvh) = −((a−1(yn)− a−1(ynh))PPPn, vvvh) ∀ vvvh ∈ VVV h, (3.27)

(∂ξny , wh) + (ξnppp,∇wh) = (f(yn)− f(ynh) + ∂yn − ynt − ∂ηny , wh) ∀ wh ∈Wh. (3.28)

Возьмем vvvh = ξnppp в (3.27) и wh = ξny в (3.28) соответственно. Сложив два полученных
уравнения, получим

(∂ξny , ξ
n
y ) + (a−1(ynh)ξnppp, ξ

n
ppp) = (f(yn)− f(ynh), ξny ) + (∂yn − ynt , ξny )− (∂ηny , ξ

n
y )−

((a−1(yn)− a−1(ynh))PPPn, ξnppp). (3.29)

Легко убедиться в том, что

(∂ξny , ξ
n
y ) ≥ 1

2∆t
(‖ξny ‖2 − ‖ξn−1

y ‖2). (3.30)

Умножив ∆t и суммируя по n от 1 до l (1 ≤ l ≤ N) в обеих частях (3.29), используя
(3.30), предположение относительно a и ξ0

y = 0, мы имеем

‖ξly‖2 +
l∑

n=1

‖ξnppp‖2∆t ≤ C
l∑

n=1

∆t(f(yn)− f(ynh), ξny ) + C
l∑

n=1

∆t(∂yn − ynt , ξny )−

C
l∑

n=1

∆t(∂ηny , ξ
n
y )− C

l∑
n=1

∆t((a−1(yn)− a−1(ynh))PPPn, ξnppp) =:

4∑
i=1

Ii. (3.31)

Теперь оценим члены в правой части (3.31) для I1, с использованием неравенства
Коши, неравенства Юнга и предположения относительно f , мы заключаем, что

|I1| =

∣∣∣∣∣C
l∑

n=1

∆t(f ′(ŷn)(yn − ynh), ξny )

∣∣∣∣∣ ≤ C
l∑

n=1

‖ηny ‖2∆t+ C
l∑

n=1

‖ξny ‖2∆t, (3.32)

где ŷn расположено между yn и ynh .
Для I2 из результатов, представленных в [18], мы имеем
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|I2| ≤ C
l∑

n=1

(∫ tn

tn−1

‖ytt‖dt

)2

∆t+C

l∑
n=1

‖ξny ‖2∆t ≤ C(∆t)2‖ytt‖2L2(L2)+C

l∑
n=1

‖ξny ‖2∆t. (3.33)

Для I3 из неравенства Коши и неравенства Юнга следует, что

|I3| ≤ C
l∑

n=1

‖∂ηny ‖2∆t+ C
l∑

n=1

‖ξny ‖2∆t. (3.34)

Из (2.6), (3.10), обратного неравенства и неравенства треугольника следует, что

‖PPPn‖0,∞ ≤ ‖Πh ppp
n‖0,∞ + ‖Πh ppp

n −PPPn‖0,∞ ≤ C‖pppn‖0,∞ + Ch−1‖Πh ppp
n −PPPn‖

≤ C(‖ppp‖L∞(L∞) + ‖ppp‖L∞(H1) + ‖y‖L∞(H2)) ≤ C. (3.35)

Наконец, с использованием неравенства Коши, неравенства Юнга, (3.35) и предполо-
жения относительно a, оценим I4 следующим образом:

|I4| =

∣∣∣∣∣C
l∑

n=1

∆t
((
a−1(yn)− a−1(Y n)

)
PPPn +

(
a−1(Y n)− a−1(ynh)

)
PPPn, ξnppp

)∣∣∣∣∣
≤ C‖a−1‖21,∞

l∑
n=1

‖PPPn‖20,∞
(
‖ηny ‖2 + ‖ξny ‖2

)
∆t+

1

2

l∑
n=1

‖ξnppp‖2∆t

≤ C
l∑

n=1

(
‖ηny ‖2 + ‖ξny ‖2

)
∆t+

1

2

l∑
n=1

‖ξnppp‖2∆t. (3.36)

Теперь для достаточно малого ∆t, объединив (3.31)–(3.34), (3.36) с дискретным нера-
венством Гронуолла (см. лемму 3.4), мы заключаем, что

‖ξly‖2 +

l∑
n=1

‖ξnppp‖2∆t ≤ C(∆t)2‖ytt‖2L2(L2) + C

l∑
n=1

(
‖ηny ‖2 + ‖∂ηny ‖2

)
∆t. (3.37)

Используя (3.4), (3.14), (3.37) и неравенство треугольника, завершим доказательство
теоремы.

Теорема 3.2. Пусть (ppp, y) и (pppnh, y
n
h) — решения (2.1), (2.2) и (2.10)–(2.12) соответ-

ственно. Предположим, что y ∈ L∞(H2), yt ∈ L2(H2) ∩ L∞(W 1,∞), ytt ∈ L2(L2),
ppp ∈ L∞(H1), pppt ∈ L∞(H1)∩L∞(L∞). Тогда для достаточно малого ∆t и 1 ≤ n ≤ N мы
имеем

‖∇(yn − ynh)‖+ ‖pppn − pppnh‖ ≤ C(∆t+ h). (3.38)

Доказательство. Возьмем разность по времени (3.27) для получения

(a−1(ynh)∂ξnppp, vvvh)− (∇∂ξny , vvvh)

= −

((
a−1(yn)− a−1(ynh)

)
PPPn −

(
a−1(yn−1)− a−1(yn−1

h )
)
PPPn−1

∆t
, vvvh

)
−(

a−1(ynh)− a−1(yn−1
h )

∆t
ξn−1
ppp , vvvh

)
∀ vvvh ∈ VVV h. (3.39)

Выберем vvvh = ξnppp в (3.39) и wh = ∂ξny в (3.28) соответственно. Сложим два полученных
уравнения и получим
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‖∂ξny ‖2 +
(
a−1(ynh)∂ξnppp, ξ

n
ppp

)
=−

((
a−1(yn)− a−1(ynh)

)
PPPn −

(
a−1(yn−1)− a−1(yn−1

h )
)
PPPn−1

∆t
, ξnppp

)
−

(∂ηny , ∂ξ
n
y )−

(
a−1(ynh)− a−1(yn−1

h )

∆t
ξn−1
ppp , ξnppp

)
+

(f(yn)− f(ynh), ∂ξny ) + (∂yn − ynt , ∂ξny ). (3.40)

Поскольку y0
h = Y 0, взяв n = 0 и vvvh = ξ0

ppp в (3.27), мы получим(
a−1(y0

h)ξ0
ppp, ξ

0
ppp

)
= −

(
(a−1(y0)− a−1(y0

h))PPP 0, ξ0
ppp

)
. (3.41)

Используем неравенство Коши, предположение относительно a, (3.35) и (3.4). Мы
видим, что

‖ξ0
ppp‖≤C‖(a−1)′(ỹ)(y0−Y 0)PPP 0‖≤C‖a−1‖1,∞‖PPP 0‖0,∞‖y0−Y 0‖≤Ch2(‖y0‖2+‖ppp0‖1). (3.42)

Умножив ∆t и суммируя по n от 1 до l (1 ≤ l ≤ N) в обеих частях (3.40), используя
неравенство

(a−1(ynh) ∂ξnppp, ξ
n
ppp) =

1

∆t

(
a−1(ynh)ξnppp − a−1(ynh)ξn−1

ppp , ξnppp
)

≥ 1

∆t

(
a−1(ynh)ξnppp, ξ

n
ppp

)
− 1

2∆t

(
‖a−

1
2 (ynh)ξnppp‖2 + ‖a−

1
2 (ynh)ξn−1

ppp ‖2
)

=
1

2∆t

(
‖a−

1
2 (ynh)ξnppp‖2−‖a−

1
2 (yn−1

h )ξn−1
ppp ‖2

)
+

1

2

(
a−1(yn−1

h )−a−1(ynh)

∆t
ξn−1
ppp , ξn−1

ppp

)
, (3.43)

получим
l∑

n=1

‖∂ξny ‖2∆t+
1

2
‖a−

1
2 (ylh)ξlppp‖2 ≤

1

2
‖a−

1
2 (y0

h)ξ0
ppp‖2+

l∑
n=1

∆t(f(yn)− f(ynh), ∂ξny ) +

l∑
n=1

∆t(∂yn − ynt , ∂ξny )−
l∑

n=1

∆t(∂ηny , ∂ξ
n
y )−

l∑
n=1

∆t

(
a−1(ynh)− a−1(yn−1

h )

∆t
ξn−1
ppp , ξnppp

)
+

1

2

l∑
n=1

∆t

(
a−1(ynh)− a−1(yn−1

h )

∆t
ξn−1
ppp , ξn−1

ppp

)
−

l∑
n=1

∆t

(
(a−1(yn)− a−1(ynh))PPPn − (a−1(yn−1)− a−1(yn−1

h ))PPPn−1

∆t
, ξnppp

)
=:

7∑
i=1

Qi. (3.44)

Аналогично (3.32)–(3.34) оценим Q2, Q3, Q4 следующим образом:

Q2 ≤ C
l∑

n=1

(‖ξny ‖2 + ‖ηny ‖2)∆t+
1

8

l∑
n=1

‖∂ξny ‖2∆t, (3.45)

Q3 ≤ C(∆t)2‖ytt‖2L2(L2) +
1

8

l∑
n=1

‖∂ξny ‖2∆t, (3.46)

Q4 ≤ C
l∑

n=1

‖∂ηny ‖2∆t+
1

8

l∑
n=1

‖∂ξny ‖2∆t. (3.47)

Заметим, что



Ч. Лиу, Т. Хоу, Ж. Венг 419

a−1(ynh)− a−1(yn−1
h ) = (a−1)′(yn

∗
h )(ynh − yn−1

h ), (3.48)

где yn∗h расположено между ynh и yn−1
h .

Для Q5 из (3.48) и неравенства Коши следует, что

Q5 =−
l∑

n=1

∆t
(
(a−1)′

(
yn
∗
h )∂ynhξ

n−1
ppp , ξnppp

)
=

l∑
n=1

∆t
(
(a−1)′(yn

∗
h

)
∂ξny ξ

n−1
ppp , ξnppp

)
+

l∑
n=1

∆t
(
(a−1)′(yn

∗
h )∂ηny ξ

n−1
ppp , ξnppp

)
−

l∑
n=1

∆t
(
(a−1)′(yn

∗
h )∂ynξn−1

ppp , ξnppp
)

≤C
l∑

n=1

∆t‖a−1‖1,∞(‖∂ξny ‖+ ‖∂ηny ‖)‖ξn−1
ppp ‖0,∞‖ξnppp‖+

C
l∑

n=1

∆t‖a−1‖1,∞‖∂yn‖0,∞‖ξn−1
ppp ‖ · ‖ξnppp‖

≤C
l∑

n=1

∆t‖a−1‖1,∞(‖∂ξny ‖+ ‖∂ηny ‖)(‖PPPn‖0,∞ + ‖pppnh‖0,∞)‖ξnppp‖+

C
l∑

n=1

∆t‖a−1‖1,∞‖yt‖L∞(L∞)‖ξn−1
ppp ‖ · ‖ξnppp‖. (3.49)

Используя (3.49), неравенство Юнга, (2.4), (2.7), (3.13), (3.14), (3.35), (3.37) и (3.42),
заключаем, что

Q5 ≤C
l∑

n=0

(‖PPPn‖20,∞ + ‖pppnh‖20,∞ + ‖yt‖L∞(L∞))‖ξnppp‖2∆t ≤ C
l∑

n=1

‖∂ηny ‖2∆t+
1

8

l∑
n=1

‖∂ξny ‖2∆t

≤ 1

8

l∑
n=1

‖∂ξny ‖2∆t+ C(∆t+ h2)2. (3.50)

Аналогичным образом для Q6 имеем:

Q6 ≤
1

8

l∑
n=1

‖∂ξny ‖2∆t+ C(∆t+ h2)2. (3.51)

Наконец, для Q7 мы видим, что:

Q7 =−
l∑

n=1

∆t
(

(a−1(yn)− a−1(ynh))∂PPPn, ξnppp

)
−

l∑
n=1

∆t

(
[(a−1)′(yn

∗
)(yn − yn−1)− (a−1)′(yn

∗
h )(yn − yn−1)]PPPn−1

∆t
, ξnppp

)
−

l∑
n=1

∆t
(

(a−1)′(yn
∗
h )(∂ηny + ∂ξny )PPPn−1, ξnppp

)
=:

3∑
i=1

Ji, (3.52)

где мы использовали (3.48) и (3.20).
Теперь оценим J1, J2, J3 соответственно. Для J1, используя предположение относи-

тельно a, (3.26), неравенство Коши и неравенство Юнга, мы имеем:
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J1 ≤ C
l∑

n=1

∆t‖a−1‖1,∞‖yn − ynh‖ · ‖∂PPPn‖0,∞‖ξnppp‖

≤ C
l∑

n=1

‖yn − ynh‖2∆t+ C

l∑
n=1

‖ξnppp‖2∆t ≤ C(∆t+ h2)2 + C

l∑
n=1

‖ξnppp‖2∆t, (3.53)

где

‖∂PPPn‖0,∞ ≤ ‖∂(Πh ppp
n −PPPn)‖0,∞ + ‖∂(Πh ppp

n)‖0,∞
≤ Ch−1‖∂(Πh ppp

n −PPPn)‖+ C‖∂ pppn‖0,∞
≤ Ch−1(‖∂(Πh ppp

n − pppn)‖+ ‖∂(pppn −PPPn)‖) + C‖pppt‖L∞(L∞)

≤ C
(
‖pppt‖L∞(H1) + ‖pppt‖L∞(L∞) + ‖ppp‖L∞(H1) + ‖y‖L∞(H2) + ‖yt‖L∞(H2)

)
≤ C,

где мы использовали неравенство треугольника, обратное неравенство, (2.4), (2.6), (2.7),
(3.3) и (3.19).

Для J2 имеем:

J2 = −
l∑

n=1

∆t
(

(a−1)′′(ỹn
∗
)(yn

∗ − yn∗h )∂ynPPPn−1, ξnppp

)
≤ C

l∑
n=1

∆t(∆t+ ‖yn − ynh‖+ ‖yn−1 − yn−1
h ‖)‖ξnppp‖

≤ C(∆t+ h2)2 + C

l∑
n=1

‖ξnppp‖2∆t, (3.54)

где мы использовали предположение относительно a, неравенство Коши, неравенство
Юнга, (3.35), (3.26),

(a−1)′(yn
∗
)− (a−1)′(yn

∗
h ) = (a−1)′′(ỹn

∗
)(yn

∗ − yn∗h )

и

|yn∗ − yn∗h | = |yn
∗ − yn + yn − ynh + ynh − yn

∗
h |

≤ |yn−1 − yn|+ |yn − ynh |+ |ynh − yn|+ |yn − yn−1|+ |yn−1 − yn−1
h |

= 2|yn−1 − yn|+ 2|yn − ynh |+ |yn−1 − yn−1
h |.

Для J3 из неравенства Коши, неравенства Юнга, предположения относительно a,
(3.14) и (3.35) следует, что:

J3 ≤ C
l∑

n=1

∆t‖a−1‖1,∞(‖∂ηny ‖+ ‖∂ξny ‖)‖PPPn−1‖0,∞‖ξnppp‖

≤ C
l∑

n=1

‖∂ηny ‖2∆t+
1

8

l∑
n=1

‖∂ξny ‖2∆t+ C
l∑

n=1

‖ξnppp‖2∆t

≤ C(∆t+ h2)2 +
1

8

l∑
n=1

‖∂ξny ‖2∆t+ C

l∑
n=1

‖ξnppp‖2∆t. (3.55)

Таким образом, из (3.52)–(3.55) и (3.37) видно, что
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Q7 ≤ C(∆t+ h2)2 +
1

8

l∑
n=1

‖∂ξny ‖2∆t. (3.56)

Взяв vvvh = ∇ξny в (3.27), легко получим

‖∇ξny ‖ ≤ C‖ξnppp‖+ C‖yn − ynh‖. (3.57)

Теперь, объединив (2.4), (2.7), (3.14), (3.44)–(3.47), (3.50), (3.51), (3.56), (3.57), нера-
венство Пуанкаре с неравенством треугольника, завершим доказательство теоремы.

Замечание. Мы использовали ограничение ‖pppnh‖0,∞ ≤ C без доказательства в (3.50).
Обычно это доказывается анализом устойчивости. Аналогичные приложения
можно найти в [4, 8].

4. Численные эксперименты

Представим один численный пример для проверки априорных оценок ошибки, по-
лученных в пункте 3 численно. В следующем примере мы используем область Ω =
(0, 1)× (0, 1) и T = 1.

Пример. Пусть a(y) = ey. Выберем g(x, t) таким образом, что точное решение имеет
следующий вид:

y(x, t) = sin(πt) sin(πx1) sin(πx2).

Тогда f(y) = y3 + g(x, t) и явная формулировка g(x, t) такая:

g(x, t) =π cos(πt) sin(πx1) sin(πx2)−
π2 sin(πt)esin(πt) sin(πx1) sin(πx2)(sin(πt)(cos2(πx1) sin2(πx2)+

sin2(πx1) cos2(πx2))− 2 sin(πx1) sin(πx2))− (sin(πt) sin(πx1) sin(πx2))3.

В таблице 1 сначала пусть ∆t = h2; покажем ошибки ‖yN/2 − yN/2h ‖. Затем возьмем
∆t = h и представим ошибки ‖∇(yN/2−yN/2h )‖ и ‖pppN/2− pppN/2h ‖ в табл. 2. Табл. 1 и 2 также
показывают порядок сходимости этих ошибок. Теоретические результаты представлены
в табл. 1 и 2. Наконец, на рисунке 1 показаны профили точного решения y и численного
решения на 64× 64 сетке при t = 0.5. Кроме того, профиль ошибки |yN/2− yN/2h | показан
во всех вершинах 64× 64 треугольной сетки на рис. 2.

Таблица 1. Ошибки и порядки сходимости
∥∥yN/2 − yN/2

h

∥∥ при ∆t = h2

h ∆t
∥∥yN/2 − yN/2

h

∥∥ Rate

1/4 1/16 6.8756e–2 –
1/6 1/36 3.2673e–2 1.83
1/8 1/64 1.9060e–2 1.87
1/10 1/100 1.2382e–2 1.93
1/12 1/144 8.6341e–3 1.98
1/14 1/196 6.3379e–3 2.01
1/16 1/256 4.8383e–3 2.02



422 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2021. Т. 24, N◦-- 4

Таблица 2. Ошибки и порядки сходимости
∥∥∇(yN/2 − yN/2

h

)∥∥ и
∥∥pppN/2 − ppp

N/2
h

∥∥ при ∆t = h

h = ∆t
∥∥∇(yN/2 − yN/2

h

)∥∥ Rate
∥∥pppN/2 − ppp

N/2
h

∥∥ Rate

1/8 4.3348e–1 – 6.8311e–1 –
1/16 2.1969e–1 0.98 3.4581e–1 0.98
1/32 1.1116e–1 0.98 1.7350e–1 1.00
1/64 5.6137e–2 0.99 8.6859e–2 1.00

Рис. 1. Профили точного решения y (слева) и численного решения (справа) на 64×64 треуголь-
ной сетке при t = 0.5 (∆t = 1/64)

Рис. 2. Профиль ошибки |yN/2−yN/2
h | во всех вершинах на 64×64 треугольной сетке (∆t = 1/64)

5. Выводы

В данной статье получены оптимальные априорные оценки ошибки P 2
0 –P1 смешан-

ного метода конечных элементов для нелинейного параболического уравнения. Пред-
ставляется, что теоретические и численные результаты для этого класса задач являются
новыми в литературе. В нашей следующей работе мы рассмотрим апостериорные оцен-
ки ошибки и построим адаптивные смешанные конечно-элементные алгоритмы. Кроме
того, мы обсудим двухсеточный алгоритм для задачи (1.1)–(1.3).
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