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Описаны методы оценки надежности прогнозирования пиковой скорости колебаний при про-
мышленных массовых взрывах с применением статистического анализа остатков регрессии. 
Приведен пример регрессионного анализа экспериментальных данных с последующим стати-
стическим анализом остатков регрессии.  
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Применение регрессионного анализа экспериментальных данных на основе метода наи-
меньших квадратов в сочетании с построением верхней границы доверительного интервала яв-
ляется основным подходом для прогнозирования пиковой скорости колебаний. Однако в боль-
шинстве случаев оценка возможности использования полученной линии регрессии для целей 
прогнозирования сводится только к вычислению коэффициента детерминации, который не дол-
жен быть ниже 0.7. Реже приводятся значения стандартных отклонений и крайне редко — ре-
зультаты статистического анализа остатков регрессии. Так как регрессия строится по ограничен-
ной выборке точек, то можно говорить лишь о некоторой оценке параметров регрессии. В случае 
линейной парной регрессии эти оценки будут несмещенными, статистически состоятельными и 
эффективными только при выполнении условий, изложенных в теореме Гаусса – Маркова. Для 
этого нужно, чтобы дисперсия остатков была постоянной на всем интервале регрессии и не зави-
села от объясняющей переменной и чтобы отсутствовала корреляция остатков в соседних точ-
ках. Но эти требования выполняются не всегда и не в полной мере, что должно быть учтено при 
назначении верхней границы доверительного интервала регрессии. 

Проектирование взрывов на открытых горных работах должно осуществляться с учетом 
требований по сейсмической безопасности: limvv ≤ , где v — прогнозируемая пиковая скорость 
колебаний под зданием или сооружением, а limv  — ее предельно допустимое значение. С уче-
том многообразия горно-геологических и гидрологических условий как на месте взрыва, так и 
по пути распространения сейсмических волн, а также большого числа разновидностей техно-
логий взрывания прогнозирование v в заданной точке должно выполняться преимущественно 
на основе экспериментальных данных. Такой подход налагает определенные требования к сбо-
ру и анализу экспериментальных данных. Например, для получения прогноза с 95 % обеспе-
ченностью количество точек должно быть не менее 80 – 90 по каждому направлению распро-
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странения сейсмических волн. При использовании на горном предприятии разных технологий 
взрывания прогноз должен делаться для каждой технологии отдельно. Таких дополнительных 
требований достаточно много, и они, конечно, важны. Но наиболее ответственным этапом при 
прогнозировании v является выбор математической модели для регрессионного анализа. Наи-
более часто в практике горного дела используется линейная парная регрессия на основе метода 
наименьших квадратов, позволяющая связать логарифм пиковой скорости колебаний с лога-
рифмом приведенного расстояния. При этом для оценки качества регрессии в большинстве 
случаев вычисляются только коэффициент детерминации и стандартное отклонение. При этом 
упускается из вида, что регрессионный анализ выполняется на ограниченной выборке. Соот-
ветственно, можно говорить лишь о некоторых оценках параметров регрессии. А эти оценки 
параметров будут несмещенными состоятельными и эффективными только при выполнении 
ряда условий, изложенных в теореме Гаусса – Маркова. Эти условия связаны со статистиче-
ским анализом остатков регрессии. От того, насколько “качественными” являются остатки, за-
висит “качество” самой регрессии. Например, если оценки коэффициентов регрессии окажутся 
несостоятельными, то увеличение количества экспериментальных точек не приведет к повыше-
нию точности прогноза пиковой скорости колебаний. Анализ литературных источников как 
классических [1 – 6], так и более современных [7 – 18] показал, что практически не встречаются 
исследования, связанные с анализом остатков регрессий, выполненных для условий горных 
взрывов. Настоящая статья позволяет восполнить этот пробел. 

Материалы и методы. Предложен подход для оценки достоверности регрессий, исполь-
зуемых для прогноза пиковой скорости колебаний. Для оценки “качества” линейной регрессии, 
построенной методом наименьших квадратов, используется статистический анализ остатков. 
Набор статистических тестов позволяет оценить достоверность регрессионной модели и воз-
можность ее применения для прогнозирования пиковой скорости колебаний. Кроме того, такой 
подход позволяет выбрать метод вычисления приведенного расстояния, наиболее подходящий 
для условий конкретного горного предприятия. 

Результаты и обсуждение. Прогнозирование пиковой скорости колебаний грунта v, вы-
званных массовыми промышленными взрывами при ведении открытых горных работ, может вы-
полняться на основе различных подходов. На величину v оказывают влияние много факторов, и 
по этой причине прогнозирование может осуществляться только на основе экспериментальных 
данных. В большинстве случаев следующим шагом после сбора экспериментальных данных яв-
ляется выполнение регрессионного анализа. Цель регрессионного анализа — определение пара-
метров K и b в выражении 

 bRKv пр= , (1) 

где v — прогнозируемая скорость колебаний; K и b — коэффициенты, полученные эксперимен-
тально для горно-геологических и технологический условий конкретного разреза; 3

пр / QRR =  — 
приведенное расстояние, учитывающее фактическое расстояние до взрываемого блока R и об-
щий максимальный вес взрывчатых веществ в группе зарядов, взрываемых условно одновре-
менно Q. Максимальный вес взрывчатого вещества в серии Q при короткозамедленном взры-
вании может быть подсчитан по скользящему 20-мс временному окну. Необходимо отметить, 
что подобные выражения используются при вычислении приведенного расстояния в норматив-
ных документах Великобритании, США [19, 20] и некоторых других стран. Однако эти норма-
тивные документы используют в знаменателе выражения квадратный корень вместо кубиче-
ского: QRR /пр = , а максимальный вес взрывчатого вещества в серии может быть определен 
при использовании скользящего 8-мс окна. 
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По ряду причин выражение (1) для расчета пиковой скорости колебаний неудобно для ста-
тистических оценок, поэтому оно линеаризуется к следующему виду: 

 εβα ++=+= xRbKv прlogloglog ,  (2) 
где α и β — неизвестные теоретические коэффициенты регрессии для общей выборки; x — ло-
гарифм приведенного расстояния, определенного одним из способов; ε — случайный член, 
учитывающий разброс пиковой скорости колебаний относительно линии регрессии. На прак-
тике мы имеем дело с ограниченным набором экспериментальных данных, поэтому можем вы-
числить лишь некоторую оценку коэффициентов регрессии. В большинстве случаев для оценки 
коэффициентов регрессии используется обычный метод наименьших квадратов (МНК). В этом 
случае оценка регрессии может быть представлена в виде 

 ε++= прloglog Rbav , (3) 
где a и b — оценки, полученные из эксперимента, например с помощью МНК; ε — корень 
квадратный из оценки дисперсии. 

Оценки коэффициентов регрессии a и b представляют собой точечные оценки случайной 
величины (а пиковая скорость колебаний является именно случайной величиной, так как содер-
жит случайный член ε). Для использования пиковой скорости колебаний в практических целях 
необходимо определить верхнюю границу доверительного интервала так, чтобы 95 % точек на-
ходились ниже этой границы. 

Точное выражение для верхней границы доверительного интервала с 95 % обеспеченно-
стью может быть записано в виде 
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где iR ,пр  — приведенное расстояние, вычисленное для i-го экспериментального значения пико-
вой скорости колебаний; cр,прR  — среднее приведенное расстояние, вычисленное для выборки; 

0,прR  — приведенное расстояние для точки, в которой делается прогноз скорости колебаний; 
SE — стандартная ошибка регрессии (корень квадратный из оценки дисперсии); t — квантиль 
уровня 0.95 распределения Стьюдента с n – 2 степенями свободы; n — размер выборки (коли-
чество сейсмограмм в выборке). 

На практике, учитывая слабую нелинейность выражения (4), используют его упрощенную 
форму: 

 SEtRbav ++= прloglog . (5) 
Прогнозирование пиковой скорости колебаний на основе МНК и определение верхней гра-

ницы доверительного интервала не является чем-то новым в горном деле. Такой подход при-
меняется в некоторых зарубежных нормативных документах [19, 20]. Однако при использова-
нии регрессионного анализа упускается из вида очень важный момент — статистическая оцен-
ка надежности регрессии. Правильно ли использовать линейные уравнения в каждом конкрет-
ном случае? Может быть, надо применять регрессии более высоких порядков? Все ли значи-
мые факторы учтены в уравнении регрессии? Какое математическое выражение должно ис-
пользоваться при вычислении приведенного расстояния — с кубическим или с квадратным 
корнем в знаменателе? И какая ширина временного скользящего окна должна быть взята при 
вычислении максимального веса взрывчатого вещества в серии — 20 или 8 мс? Можно ли при-
менять такой подход для электронных систем инициирования и тогда использовать в качестве 
расчетной массы Q максимальную массу взрывчатого вещества в одной скважине? Для ответа на 
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эти и другие вопросы мы провели статистический анализ остаточного члена ε в выражении (3). 
Так как уравнение регрессии включает в себя случайную величину, то точность прогноза будет 
зависеть от того, насколько “качественным” будет этот остаточный член. Рассматриваемый ме-
тод включает в себя анализ “качества” остатка, что позволяет либо подтвердить допустимость 
использования данной регрессии в определении сейсмобезопасных расстояний, либо отказаться 
от данной модели в пользу другой, более сложной регрессионной модели. Кроме того, в обсуж-
даемом методе сравнительный статистический анализ “качества” остатка использован для обос-
нования предпочтительности того или иного способа вычисления приведенного расстояния прR . 
Сравнительный анализ остатков для различных регрессий с разными способами определения 
приведенного расстояния прR  включает в себя определенные статистические процедуры, на ко-
торых стоит остановиться подробнее. 

В соответствии с теоремой Гаусса – Маркова для парной регрессии оценки коэффициентов 
регрессии, полученные с помощью метода наименьших квадратов, будут состоятельными, не-
смещенными и эффективными только при выполнении ряда условий: 

— математическое ожидание остатка iε  должно быть равно нулю, т. е. 0)( =iM ε ; 
— дисперсия случайного члена должна быть постоянной, т. е. 2)()( σεε == ji DD  для любо-

го i и j; 
— между остатками iε  и jε  (i ≠ j) не должно быть корреляции; 
— остатки iε  не должны зависеть от объясняющей переменной (в нашем случае от прR ); 
— модель должна быть линейной относительно параметров a и b. 
Первое условие (математическое ожидание остатка должно быть равно нулю) можно считать 

выполнимым для всех регрессионных моделей, имеющих свободный член (коэффициент в (3)). 
Постоянство дисперсии остатков (гомоскедастичность) и независимость остатков от объяс-

няющей переменной (второе и четвертое условие соответственно) проверялись с помощью ко-
эффициента ранговой корреляции Спирмена и визуального анализа графика остатков соответст-
венно. Важность этих условий заключается в том, что при наличии статистической зависимости 
между остатками и объясняющей переменной оценки коэффициентов регрессии, полученные 
методом наименьших квадратов, перестают быть состоятельными. Это означает, что даже при 
очень большом объеме экспериментальных данных оценки коэффициентов регрессии могут 
быть далеки от теоретических значений. При наличии гетероскедастичности оценки коэффици-
ентов регрессии хотя и остаются несмещенными и состоятельными, но перестают быть эффек-
тивными. В свою очередь оценка дисперсии регрессии (а следовательно, и стандартная ошибка) 
становится смещенной, что может привести к ошибке в определении верхней границы довери-
тельного интервала в (5). При анализе на гетероскедастичность нулевая гипотеза 0H  записывалась 
в виде отсутствия корреляции между абсолютными значениями остатков и объясняющей перемен-
ной, альтернативная гипотеза — в виде наличия корреляции. Нулевая гипотеза не отвергалась при 
выполнении условия сrtt ≤ , где t — статистика Спирмена на базе коэффициента ранговой корре-
ляции, а сrt  — критическая точка распределения Стьюдента при уровне значимости критерия 0.05 
и данном числе степеней свободы. Соответственно отклонение 0H  происходило, если сrtt > . 

Отсутствие взаимной корреляции остатков (третье условие применимости МНК) проверя-
лось критерием Дарбина – Уотсона. Наличие автокорреляции свидетельствовало о возможных 
систематических ошибках в модели, при этом оценки коэффициентов регрессии переставали 
быть эффективными. Нулевая гипотеза 0H  записывалась в виде отсутствия корреляции остат-
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ков, альтернативная гипотеза — в виде наличия положительной или отрицательной корреляции 
между соседними остатками. Нулевая гипотеза отвергалась при условии ldDW <  или  
4- ldDW < , нулевая гипотеза не отвергалась при условии udDW <  и 4- udDW > . В остальных 
случаях проверка не позволяла сделать никакого вывода. Здесь DW — статистика Дарбина –
Уотсона; ld  и ud  — нижнее и верхнее критические значения статистики на уровне значимости 
критерия 2.5 % при данном числе степеней свободы. 

Кроме описанных выше условий, в классическом регрессионном анализе могут исследо-
ваться также дополнительные условия, например отсутствие ошибок спецификации модели 
или проверка распределение остатков на соответствие нормальному закону. 

Под ошибками спецификации в нашем случае подразумевалось использование линейной 
регрессии, в то время как облако экспериментальных точек должно описываться моделями 
более высокого порядка. В этом случае линейная модель считалась неадекватной эксперимен-
тальным данным. В качестве критерия адекватности регрессионной модели использовалось 
отношение среднего квадрата неадекватности LMS  к среднему квадрату, обусловленному 
“чистой” ошибкой, 2/ eL sMS  [21]. Чрезмерно большая величина этого отношения указывает 
на возможное присутствие в регрессии систематической ошибки, связанной с неверной спе-
цификацией модели. Для оценки статистической значимости критерия использовалось срав-
нение полученного отношения с 95 % точкой распределения Фишера при en  и Ln  степенях 
свободы, где en  — суммарное число степеней свободы для квадратов остатков, характери-
зующих “чистую” ошибку, Ln  — число степеней свободы для неадекватности модели. В ка-
честве нулевой гипотезы принималась статистическая незначимость упомянутой статистики. 
Гипотеза отвергалась (т. е. имела место высокая вероятность неадекватности модели) при вы-
полнении условия кр

2/ FsMS eL >  (0.95, Ln , en ). 
Также проверялась нулевая гипотеза 0H  о нормальном распределении остатков. Для про-

верки использовались визуальный контроль распределения остатков на вероятностной бумаге, 
а также критерий χ2. При проверке соответствия нормальному распределению с помощью кри-
терия χ2 определялся уровень значимости статистики. За нулевую гипотезу принималось соот-
ветствие экспериментального распределения остатков нормальному закону с нулевым средним 
значением и наблюденной оценкой дисперсии. Уровень значимости наблюденного значения 
статистики выше 0.1 позволял судить о высокой достоверности 0H . 

Наконец, вычислялись такие показатели, как коэффициент детерминации (квадрат коэффи-
циента корреляции Пирсона) и стандартная ошибка регрессии. Высокое значение коэффициен-
та детерминации не может служить единственным показателем качества регрессионной моде-
ли, так же как и значение этого коэффициента ниже 0.7 не является поводом для пересмотра 
регрессионной модели. Однако этот статистический показатель служит хорошей предваритель-
ной оценкой надежности регрессии. Стандартная ошибка регрессии является мерой разброса экс-
периментальных точек относительно средней линии регрессии, поэтому также принималась во 
внимание при анализе достоверности регрессионной модели. 

Приведем практический пример статистической оценки достоверности прогноза пиковой 
скорости колебаний. В период с мая по декабрь 2014 г. проводились работы по регистрации 
сейсмических колебаний на Талдинском угольном разрезе (ОАО “УК “Кузбассразрезуголь”).  

На рис. 1 показана схема расположения сейсмических регистраторов в направлении распро-
странения сейсмических волн на д. Ерунаково для одного из взрывов. Записано достаточно боль-
шое число сейсмограмм от 11 взрывов. Сейсмограммы от 9 взрывов использовались в регресси-
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онном анализе (выборка состояла из 126 точек), а записи двух взрывов — для проверки регрессии. 
Размер выборки позволял выполнить прогноз пиковой скорости колебаний с обеспеченностью 
95 %. На рис. 2 представлены линии регрессии. Приведенное расстояние определялось по форму-
ле 3

пр / QRR = , а масса взрывчатого вещества в серии вычислялась по 20-мс скользящему окну. 

 
Рис. 1. Схема расстановки сейсмоприемников для одного из взрывов (14.05.2014) на Ерунаков-
ском участке Талдинского разреза 

 
Рис. 2. Регрессия для Талдинского угольного разреза (ОАО “УК “Кузбассразрезуголь”) 

Статистический анализ остатков показал следующие результаты. Проверка постоянства дис-
персии с использованием критерия ранговой корреляции Спирмена выявила наличие слабой 
корреляции между остатками и приведенным расстоянием. Коэффициент корреляции Спирмена 
составил 1.799 при допустимом значении 1.657. Таким образом, в модели присутствовало не-
значительное непостоянство дисперсии. 

Проведена также проверка на наличие автокорреляции между остатками с использованием 
критерия Дарбина – Уотсона. Значение статистики Дарбина – Уотсона равно 1.05 при мини-
мально допустимом уровне 59.1=ld  (значение этого уровня позволяло не отвергнуть нулевую 
гипотезу об отсутствии автокорреляции между остатками). 
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Проверка на отсутствие корреляции между остатками и приведенным расстояниями вы-
полнялась визуально (рис. 3). Корреляция между остатками и объясняющей переменной не 
установлена.  

 
Рис. 3. Зависимость остатков от логарифмов приведенных расстояний 

Осуществлена проверка регрессионной модели на адекватность по [21]. Вычисленная статисти-
ка составила 0.974, критическое значение статистики F-критерия на уровне значимости 0.05 оказа-
лось равным 1.557. Регрессионная модель признана адекватной. Коэффициент детерминации 0.782. 

Проведена также проверка на соответствие экспериментального распределения нормальному 
закону. Результаты проверки приведены на рис. 4. Анализ показал, что нулевая гипотеза о соот-
ветствии экспериментального распределения нормальному закону почти наверняка верна (уро-
вень значимости наблюденного значения статистики на основе χ2-критерия равен 0.58). 

Таким образом, статистическая надежность прогнозирования пиковой скорости колебаний 
оказалась достаточно высокой. Однако, учитывая незначительное непостоянство дисперсии, а так-
же наличие автокорреляции остатков, доверительный интервал был увеличен (см. рис. 1). Некото-
рые другие примеры оценки надежности регрессии на основе анализа остатков приведены в [22, 23]. 

 
Рис. 4. Проверка экспериментального распределения на соответствие нормальному закону 

ВЫВОДЫ 

Если для прогноза пиковой скорости колебаний используется линейная регрессионная 
модель на основе МНК, то недостаточно определить только коэффициент детерминации и 
стандартное отклонение. Статистический анализ остатков — необходимая часть линейного 
регрессионного анализа на основе МНК. Именно анализ остатков позволяет сделать вывод 
насколько “качественной” является регрессия. В необходимых случаях анализ остатков ука-
зывает на необходимость принудительного расширения верхней границы доверительного ин-
тервала. А в некоторых случаях может потребоваться даже отказ от традиционной линейной 
зависимости пиковой скорости колебаний от приведенного расстояния в пользу других более 
адекватных зависимостей. 
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