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Выполнено трехмерное прямое численное моделирование хаотической динамики свобод-
ной поверхности диэлектрической жидкости, находящейся во внешнем тангенциальном
электрическом поле. В физической модели учитывается влияние энергетической накачки
(внешнего воздействия), диссипации энергии (вязкости) и поверхностного натяжения.
Показано, что при увеличении напряженности внешнего поля наблюдается переход от
турбулентности дисперсионных капиллярных волн (при нулевом поле) к анизотропной
электрогидродинамической волновой турбулентности. В предельном случае сильного
поля, когда движение жидкости становится существенно анизотропным, формируется
каскад мелкомасштабных капиллярных волн, распространяющихся перпендикулярно
внешнему полю. В этом режиме движения реализуется новый спектр турбулентности,
отличающийся от классического спектра капиллярной турбулентности.
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Введение. Известно, что в результате резонансных волновых взаимодействий нели-
нейные волновые системы могут переходить в состояние квазистационарного хаотиче-
ского движения (волновая турбулентность) [1, 2]. Статистические свойства таких систем
изучает слабонелинейная теория (или теория слабой турбулентности), в рамках которой
получено аналитическое решение кинетических уравнений, описывающих нелинейное вза-
имодействие волн [1–3]. Эти решения, известные как спектры Колмогорова — Захаро-
ва, описывают стационарную перекачку энергии в волны малых или больших масштабов
(прямой или обратный каскад соответственно). В настоящее время одним из наиболее

изученных видов волновой турбулентности является турбулентность капиллярных волн

на свободной поверхности жидкости, впервые теоретически описанная в работе [4].
Спектр Колмогорова — Захарова (известный также как спектр Захарова — Фило-

ненко) для капиллярной турбулентности на поверхности жидкости можно представить
в виде

S(k) = CKZP
1/2(σ/ρ)−3/4k−19/4, k = |k|, (1)

где S(k) = |ηk|2 — пространственный фурье-спектр для формы поверхности жидкости

η(x, y); k = {kx, ky} — волновой вектор; CKZ — постоянная Колмогорова — Захарова;
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P — скорость потока диссипации энергии на единицу площади поверхности; σ, ρ— поверх-
ностное натяжение и массовая плотность жидкости соответственно. Заметим, что спек-
тры Колмогорова — Захарова можно получить с использованием теории размерностей,
т. е. аналогично тому, как получен спектр Колмогорова — Обухова для случая класси-
ческой гидродинамической турбулентности [1, 2]. Спектры Колмогорова — Захарова для

капиллярных и гравитационных поверхностных волн с высокой точностью подтверждены

экспериментально [5–7] и численно [8–11].
В настоящее время наименее изученным видом турбулентности поверхностных волн

остается электро- или магнитогидродинамическая (ЭГД или МГД соответственно) вол-
новая турбулентность, возникающая при воздействии внешнего электрического (или маг-
нитного) поля. Поверхностная волновая МГД-турбулентность впервые обнаружена экс-
периментально на границе жидкости, находящейся под воздействием магнитного поля,
в работах [12, 13], в которых показано, что спектр турбулентности отклоняется от спек-
тра (1) с увеличением напряженности внешнего магнитного поля. До настоящего времени
полного теоретического объяснения этого явления не существовало. Ранее волновые ЭГД-
и МГД-турбулентности численно исследовались только в одномерной плоскосимметричной
постановке [14–17], что не позволяло непосредственно сравнивать полученные результа-
ты с аналитическим спектром (1), полученным для изотропного трехмерного движения
жидкости.

Целью настоящей работы является прямое численное моделирование турбулентности

поверхностных ЭГД-волн в полной трехмерной постановке.
Вычислительная модель. Рассмотрим потенциальное течение идеальной несжима-

емой диэлектрической жидкости бесконечной глубины со свободной поверхностью в одно-
родном горизонтальном внешнем электрическом поле. Введем декартову систему коорди-
нат с радиус-вектором r = {x, y, z}. Равенство z = 0 соответствует невозмущенной форме
границы, а уравнение z = η(x, y, t) описывает форму поверхности жидкости. Пусть вектор
напряженности электрического поля направлен вдоль оси x и по абсолютному значению
равен E. Потенциал скорости жидкости Φ(r) удовлетворяет уравнению Лапласа ∆Φ = 0
в области z < η. Будем рассматривать случай диэлектрической жидкости (свободные за-
ряды в жидкости отсутствуют), т. е. напряженность электрического поля E1,2(r) описы-
вается потенциалами электрического поля E1,2 = −∇ϕ1,2 (индексы 1 и 2 соответствуют
областям внутри жидкости (z < η) и над ее свободной границей (z > η)). Потенциалы
электрического поля удовлетворяют уравнениям Лапласа ∆ϕ1,2 = 0. Граничные условия
для уравнений Максвелла в терминах потенциалов электрического поля задаются на сво-
бодной поверхности z = η(x, y, t) в виде

ϕ1 = ϕ2, ε ∂nϕ1 = ∂nϕ2,

где ε — относительная диэлектрическая проницаемость жидкости; ∂n — производная по

нормали к свободной поверхности. На расстоянии от границы жидкости z → ∓∞ элек-
трическое поле становится однородным: ϕ1,2 = −Ex. Эволюция системы описывается ки-
нематическим и динамическим граничными условиями

z = η(x, y, t): ηt = Φz −∇⊥η · ∇⊥Φ,

Φt +
(∇Φ)2

2
= −gη + σ∇⊥ ·

∇⊥η√
1 + (∇⊥η)2

+
ε0(ε− 1)

2ρ
(∇ϕ1 · ∇ϕ2 − E2),

(2)

где g — ускорение свободного падения; ε0 — электрическая постоянная; ∇ = {∂x, ∂y, ∂z},
∇⊥ = {∂x, ∂y} — дифференциальные операторы. Уравнения (2) представляют собой замк-
нутую систему, описывающую сильнонелинейную динамику свободной поверхности ди-
электрической жидкости во внешнем горизонтальном электрическом поле с учетом силы
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тяжести и поверхностного натяжения в полной трехмерной постановке. Выражение для
полной энергии системы (гамильтониан) записывается в виде

H =
1

2

∫
z6η

(∇Φ)2 dr − ε0ε

2

∫
z6η

((∇ϕ1)
2 − E2) dr − ε0

2

∫
z>η

((∇ϕ2)
2 − E2) dr +

+

∫ [gη2

2
+
σ

ρ

(√
1 +∇⊥η − 1

)]
dx dy. (3)

Закон дисперсии для линейных волн на границе диэлектрической жидкости, находя-
щейся во внешнем горизонтальном электрическом поле, имеет вид [18]

ω2(k) = gk +
γ(ε)

ρ
E2k2

x +
σ

ρ
k3 (4)

(ω — частота; γ(ε) = (ε− 1)2/[ε0(ε+ 1)] — вспомогательный коэффициент). В отсутствие
внешнего поля дисперсионное соотношение (4) описывает распространение поверхностных
гравитационно-капиллярных волн, минимальная фазовая скорость которых достигается
при длине волны λ0 = 2π(σ/gρ)1/2 и волновом периоде t0 = 2π(σ/(g3ρ))1/4. Эти значения
удобно использовать в качестве характерных длины и времени, а безразмерные единицы
ввести как t̃ = t/t0 и r̃ = r/λ0 (далее знак “∼” опускается). Дисперсионное соотношение (4)
можно записать в безразмерном виде

ω2(k) = k + V 2
Ak

2
x + k3,

где величина V 2
A = γE2/(gρσ)1/2 имеет смысл скорости электрогидродинамической поверх-

ностной волны, распространяющейся вдоль внешнего электрического поля. Далее первым
слагаемым в правой части закона дисперсии пренебрегается, что соответствует случаю
длин волн k � 1.

В слабонелинейном приближении полная система уравнений электрогидродинамики

может быть сведена к двум уравнениям, описывающим динамику непосредственно гра-
ницы. (Процедура вывода таких уравнений представлена в работах [19–21].) Уравнения
движения границы жидкости можно получить с помощью вариационного дифференциро-
вания гамильтониана:

∂η

∂t
=
δH

δψ
,

∂ψ

∂t
= −δH

δη
, (5)

где величины η(x, y, t) и ψ(x, y, t) = Φ(x, y, z = η, t) являются каноническими переменными.
Гамильтониан системы (3) с учетом кубически нелинейных слагаемых в подынтегральном
выражении имеет вид

H =
1

2

∫ ∫ [
(∇⊥η)2 + ψk̂ψ − η((k̂ψ)2 − (∇⊥ψ)2) +

+V 2
A(ηxk̂

−1ηx + AE(ηη2
x − ηxk̂

−1ηk̂ηx + ηxk̂
−1(∇⊥η · ∇⊥k̂−1ηx)))

]
dx dy, (6)

где AE = (ε − 1)/(ε + 1) — аналог числа Атвуда для электрического поля; k̂ — инте-

гральный оператор, определенный в фурье-пространстве как k̂fk = kfk; k̂
−1 — оператор,

обратный k̂. Для полного описания режима развитой волновой ЭГД-турбулентности сво-
бодной поверхности жидкости к уравнениям (5) необходимо добавить слагаемые, характе-
ризующие внешнюю механическую силу (энергетическую накачку) и диссипацию энергии
(вязкость). В результате система модельных уравнений движения границы жидкости при-
нимает следующий вид:

ηt = k̂ψ − k̂(ηk̂ψ)−∇⊥(η∇⊥ψ) + D̂kη; (7)
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ψt = ∇2
⊥η +

1

2
[(k̂ψ)2 − (∇⊥ψ)2] + V 2

Ak̂
−1ηxx −

AEV
2
A

2
[2k̂−1 ∂x(ηk̂ηx −∇⊥η · ∇⊥k̂−1ηx)−

− η2
x − 2ηηxx − (∇⊥k̂−1ηx)2] + F(k, t) + D̂kψ. (8)

Здесь D̂k — оператор, описывающий влияние вязкости и задаваемый как D̂kfk = −ν(k −
kd)

2fk при k > kd и D̂k = 0 при k < kd; ν — коэффициент, определяющий интенсивность
диссипации энергии. Слагаемое F(k, t), характеризующее механическую накачку системы,
задается в фурье-пространстве в виде

F(k, t) = F (k) exp [iω(k)t],

где F (k) = F0 exp [−(k − k0)
4/kf ]; коэффициент F0 определяет максимальную амплитуду

накачки, которая достигается при длине волны k = k0. Возмущения поверхности жид-
кости возбуждаются в диапазоне волновых чисел 1 6 k 6 kf . В работах [19, 20] в пре-
дельном случае сильного поля при отсутствии диссипации и накачки энергии найдены

точные аналитические решения системы уравнений (6), (7) в виде нелинейных поверх-
ностных волн произвольной формы, распространяющихся в направлении электрического
поля, т. е. аналогично альфвеновским волнам в идеально проводящей жидкости или плаз-
ме. Эти решения применимы для жидкости с высокой диэлектрической проницаемостью.
При конечной проницаемости под действием горизонтального электрического поля может

происходить коллапс поверхностных волн [22, 23]. Таким образом, для корректного моде-
лирования волновой ЭГД-турбулентности на свободной поверхности жидкости необходимо
учитывать регуляризирующее влияние вязкости и поверхностного натяжения.

Используемая в настоящей работе вычислительная модель основана на численном ре-
шении системы уравнений (7), (8). Пространственные производные и интегральные опе-
раторы вычисляются с помощью псевдоспектральных методов с полным числом фурье-
гармоник N × N . Численное интегрирование по времени проводится с использованием
явного метода Рунге — Кутты четвертого порядка точности с шагом dt. Моделирование
выполняется в периодической области размером 2π× 2π при следующих значениях основ-
ных параметров: N = 1024, dt = 5 · 10−5, F0 = 2000, k0 = 3, kf = 6, kd = 200, ν = 10.
Все вычисления проводятся для диэлектрической жидкости с проницаемостью ε = 3, что
соответствует AE = 0,5.

Результаты моделирования. Представлены результаты трех серий расчетов нели-
нейной динамики свободной поверхности жидкости при значениях безразмерной напряжен-
ности электрического поля VA = 0; 5; 10, выбранных с целью показать переход из режима
капиллярной волновой турбулентности поверхности жидкости в режим электрогидроди-
намической турбулентности при увеличении напряженности поля. На рис. 1,а представ-
лена зависимость полной энергии системы (6) от времени. Видно, что система достаточно
быстро переходит к квазистационарному режиму движения, при котором влияние внешне-
го воздействия компенсируется вязкостью, а полная энергия системы осциллирует вблизи
некоторого среднего значения. На рис. 1,б приведены функции плотности вероятности f
(probability density functions (PDF)) для амплитуды границы жидкости, измеренные в ква-
зистационарном состоянии. Из рис. 1,б следует, что распределения плотности вероятности
становятся близкими к нормальному распределению (сплошная линия соответствует гаус-
совой форме зависимости). Это свидетельствует о реализации режима развитой волновой
турбулентности на поверхности жидкости.

На рис. 2 показаны форма границы η(x, y) и распределение потенциальной энер-
гии U(x, y) на поверхности жидкости в квазистационарном режиме движения при раз-
личных значениях напряженности электрического поля. Видно, что движение жидкости
имеет сложный хаотический характер. В отсутствие поля движение жидкости является
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Рис. 1. Зависимости полной энергии системы от времени (а) и функции плотно-
сти вероятности f от относительной амплитуды поверхности (б) при различных
значениях напряженности внешнего электрического поля:
1 — VA = 0, 2 — VA = 5, 3 — VA = 10; сплошная линия — гауссова форма зависимости
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Рис. 2. Формы поверхности жидкости (а–в) и распределения потенциальной
энергии на границе жидкости (г–е) в некоторые моменты времени квазиста-
ционарного движения при различных значениях безразмерной напряженности

электрического поля:
а, г — VA = 0, б, д — VA = 5, в, е — VA = 10
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Рис. 3. Фурье-спектры профиля поверхности жидкости log (|η(kx, ky)|) в квази-
стационарном состоянии при различных значениях безразмерной напряженно-
сти электрического поля:
а — VA = 0, б — VA = 5, в — VA = 10

изотропным (см. рис. 2,a,г). По мере увеличения напряженности поля движение границы
становится анизотропным: поверхностные волны распространяются преимущественно в
направлении оси y, т. е. перпендикулярно внешнему полю. В случае максимальной напря-
женности поля профиль поверхности становится сильно анизотропным и в направлении

оси y формируются резкие скачки плотности потенциальной энергии (см. рис. 2,в,е). Об
анизотропном характере движения жидкости свидетельствуют также фурье-образы функ-
ции η(x, y), представленные на рис. 3 (показана область с положительными волновыми
числами). При отсутствии внешнего электрического поля (E = 0) распределение фурье-
гармоник является полностью изотропным. При увеличении напряженности амплитуды
волн, распространяющихся вдоль оси x, уменьшаются. Амплитуды волн, распространя-
ющихся перпендикулярно внешнему полю, наоборот, увеличиваются. Таким образом, при
включении внешнего горизонтального электрического поля происходят стабилизация воз-
мущений, распространяющихся вдоль поля, и генерация мелкомасштабных капиллярных
волн, распространяющихся перпендикулярно внешнему полю.

Далее рассмотрим один из главных вопросов: согласуются ли результаты настоящей
работы с результатами исследований, в которых в отсутствие поля получен аналитический
спектр Захарова— Филоненко. Для этого на рис. 4 построены спектры поверхности, осред-
ненные относительно фазового угла в фурье-пространстве. Видно, что в отсутствие элек-
трического поля вычисленный спектр турбулентности хорошо согласуется со спектром (1).
Для промежуточного значения напряженности электрического поля VA = 5 спектр поверх-
ностных возмущений близок к спектру (1). В случае максимальной напряженности поля
VA = 10 спектр поверхности не совпадает со спектром Захарова — Филоненко (1), по-
лученным для сугубо капиллярной турбулентности. В этом режиме зависимость поверх-
ностных возмущений от волнового числа хорошо согласуется с зависимостью S(k) ∼ k−4.
Заметим, что такой спектр турбулентности формируется за счет мелкомасштабных капил-
лярных волн, распространяющихся перпендикулярно направлению электрического поля,
т. е. k ∼ ky. Таким образом, система переходит в квазиодномерный режим движения, при
котором волны распространяются преимущественно вдоль оси y. Заметим также, что на-
блюдаемый спектр S(k) ∼ k−4

y не совпадает со спектром одномерной плоскосимметричной

капиллярной турбулентности, в котором преобладают волновые резонансы более высокого
порядка [24, 25].

Спектр турбулентности, наблюдаемый в режиме сильного поля, можно рассматри-
вать в качестве спектра поверхностной ЭГД-турбулентности. Аналогичный спектр фор-
мируется в случае анизотропной МГД-турбулентности альфвеновских волн, наблюдаемой
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Рис. 4. Спектр функции η(x, y), осредненный относительно фазового угла в фурье-
пространстве, при различных значениях напряженности электрического поля:
1 — VA = 0, 2 — VA = 5, 3 — VA = 10; пунктирная линия— зависимость (1), штриховая—
зависимость S(k) ∼ k−4

в идеально проводящей жидкости или плазме [26, 27]. Используя подход, основанный на
анализе размерностей спектров слабой турбулентности [1, 2], можно получить оценку для
спектра электрогидродинамической турбулентности на свободной поверхности жидкости:

S(k) = CEP
1/2VAk

−4 ≈ CEP
1/2VAk

−4
y , |k| ≈ ky (9)

(CE — безразмерная постоянная). В работах [5–8, 12, 13] для спектра поверхностных воз-
мущений используется определение

S(k) =

∫∫
S(k) dk dθ ≈ S(ky) = CEP

1/2VAk
−3
y

(θ — фазовый угол в фурье-пространстве). Спектр (9) является анизотропным. Такая
анизотропия возникает вследствие перекачки энергии в направлении, перпендикулярном
направлению внешнего поля. Таким образом, спектр (9), полученный в рамках теории
размерностей, хорошо согласуется с результатами моделирования как качественно, так и
количественно (см. рис. 3, 4).

Заключение. В работе проведено трехмерное прямое численное моделирование ха-
отической динамики свободной поверхности диэлектрической жидкости, находящейся во
внешнем горизонтальном электрическом поле. Результаты моделирования достаточно точ-
но воспроизводят спектр турбулентности Колмогорова — Захарова (Захарова — Фило-
ненко) для капиллярных волн в отсутствие внешнего поля. В сильном электрическом поле
движение жидкости становится анизотропным: наибольший вклад в спектр турбулентно-
сти вносят мелкомасштабные капиллярные волны, распространяющиеся перпендикулярно
направлению действия поля. Иными словами, внешнее электрическое поле препятствует
росту амплитуды возмущений поверхности, распространяющихся вдоль его направления.
Спектр турбулентности поверхности жидкости в режиме сильного поля отличается от

классического спектра Захарова — Филоненко, полученного для случая капиллярной вол-
новой турбулентности, и близок к спектру МГД-турбулентности альфвеновских волн, на-
блюдаемому в идеально проводящей жидкости или плазме. Результаты исследования ме-
ханизма генерации мелкомасштабных поверхностных волн могут быть использованы для

создания новых материалов с заданными микрорельефом поверхности и степенью шеро-
ховатости.
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