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Проведен анализ задачи Стефана для случая замораживания породного массива при проходке 
стволов. Показано, что скорость протекания тепловой диффузии в породном массиве сопоста-
вима со скоростью перемещения границы фазового перехода. Получено решение задачи Сте-
фана для одиночной скважины с использованием метода конечных разностей. Усовершенство-
вана методика обобщения результатов расчета толщины ледопородного ограждения одиноч-
ной скважины на случай множества скважин. Проведен расчет толщины ледопородного огра-
ждения, образующегося вокруг контура замораживающих колонок, для условий шахтного 
ствола № 1 рудника Петриковского горно-обогатительного комбината ОАО “Беларуськалий”. 
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Одним из наиболее универсальных и надежных способов проведения вертикальных шахт-
ных стволов в сложных гидрогеологических условиях является искусственное замораживание 
горных пород [1]. Суть способа заключается в бурении “кольца” замораживающих скважин во-
круг проектируемого сечения ствола, после чего в скважинах монтируются замораживающие 
колонки, по которым циркулирует хладоноситель. Цель искусственного замораживания — соз-
дание вокруг будущей выработки шахтного ствола временного защитного ограждения из мерз-
лой водонасыщенной породы, предохраняющего выработку от поступления подземных вод при 
ее строительстве. Эффективность ледопородного ограждения (ЛПО) в сложных гидрогеологи-
ческих условиях зависит от его герметичности и толщины. 

В отечественной и зарубежной литературе имеется множество исследований закономерно-
стей формирования ЛПО [1 – 15]. Раннюю методологию исследований (50 – 60 гг. ХХ в.) мож-
но условно разделить на две части: использование упрощенного метода электротепловой ана-
логии [2 – 5] и решение квазистационарного уравнения теплопроводности с фазовым перехо-
дом около одной скважины [6, 7], т. е. цилиндрической задачи Стефана [8]. В последние деся-
тилетия благодаря развитию вычислительной техники практикуется новый метод исследова-
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ния — численное моделирование [9], позволяющее получать нестационарное решение для за-
дач с множеством скважин с учетом различных физических процессов. В [10 – 12] представлен 
подробный обзор численных методов, применяемых для решения задачи Стефана. 

Отдельного внимания заслуживает работа [13], в которой приводится аналитическое реше-
ние стационарного уравнения теплопроводности в плоском разрезе массива для произвольного 
количества замораживающих скважин с помощью суперпозиции комплексных потенциалов 
источников, позволяющее получить неравномерное распределение температур по радиальной и 
угловой координатам. Для учета неоднородного нестационарного распределения температур в 
центральной части области, оконтуренной замораживающими скважинами, также используется 
комплексный потенциал стока, что не совсем обосновано ввиду стационарного характера ре-
шения, получаемого с помощью данного потенциала. 

В [6, 7] решается нестационарная одномерная задача теплопереноса в породном массиве око-
ло одной скважины с учетом миграции влаги и ее фазового перехода в твердое состояние. Рас-
смотрен теплоперенос в радиальном направлении. Система уравнений задачи сводится к обыкно-
венному дифференциальному уравнению, которое решается численно и определяется зависимо-
стью )(tr  для радиуса ледопородного ограждения. Для записи решения уравнения теплопровод-
ности в талой зоне используется функция ошибок )(Erf x  вместо более корректной для цилинд-
рической задачи интегральной показательной функции )(Ei x  [14], а для уравнения теплопровод-
ности в зоне льда — функция логарифма, соответствующая квазистационарному случаю. 

Упрощенные аналитические методы расчета толщины ЛПО [2 – 7, 10, 13] имеют по сравне-
нию с методами численного двух- и трехмерного моделирования возможность проведения опе-
ративной оценки качества ЛПО. Однако в упрощенных методах не учитываются важные физи-
ческие процессы: нестационарность тепловой диффузии, конечная скорость фазового перехода, 
наличие скрытой теплоты фазового перехода, что приводит к существенным погрешностям. 

Цель настоящей работы — совершенствование метода расчета толщины ледопородного ог-
раждения при проходке стволов, предложенного в [2], путем точного учета нестационарной те-
пловой диффузии в талой и мерзлой зонах, а также учета теплового влияния соседних скважин 
на формирование ЛПО. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТОЛЩИНЫ ЛЕДОПОРОДНОГО ОГРАЖДЕНИЯ ДЛЯ ОДНОЙ СКВАЖИНЫ 

В соответствии с терминологией [3], зону грунта с отрицательной температурой, в которой 
заполняющая поры массива вода (или рассол) обращена в лед, будем называть зоной льда. Ос-
тальную зону грунта, охлажденную вследствие действия замораживающей колонки до темпе-
ратур, превышающих температуру кристаллизации воды, — зоной охлаждения. 

Рассматривается расчетная область породного массива в виде полого цилиндра (рис. 1). 
Внутренняя стенка цилиндра соответствует контакту с замораживающей скважиной, внешняя 
стенка — непотревоженному породному массиву. Внутри породного массива имеется контур 
радиусом ,phR  разделяющий зону льда и зону охлаждения. 

 
Рис. 1. Расчетная область породного массива с замораживающей скважиной в центре 
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Используется гипотеза об осевой симметрии, однородности и изотропности физических 
свойств исследуемой среды, что позволяет свести трехмерную задачу к одномерной и рассмот-
реть зависимость температуры от единственной пространственной координаты — радиальной 
координаты r. 

Одномерная задача Стефана в цилиндрических координатах задается следующей системой 
уравнений [6], записанной в энтальпийном виде: 
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где H  — энтальпия, Дж/м3; sλ  — теплопроводность среды в зоне льда, Вт/(м·К); lλ  — тепло-
проводность среды в зоне охлаждения, Вт/(м·К); sc  — удельная теплоемкость среды в зоне 
льда, Дж/(кг·К); lc  — удельная теплоемкость среды в зоне охлаждения, Дж/(кг·К); ρ  — плот-
ность среды, кг/м3; phT  — температура фазового перехода, °C; L  — удельная теплота плавления 
льда, Дж/кг; w  — влагосодержание массива, кг/кг; wR  — радиус замораживающей скважины, м; 

vR  — внешняя граница расчетной области, м; wT  — температура стенок замораживающей сква-
жины, °C; 0T  — температура непотревоженного породного массива на удалении, °С. 

При обезразмеривании системы (1) – (7) получено, что ее решение будет зависеть от числа 
Стефана: 

 Lw
Tc

L
Tc Δ
=

Δ
= ~tS , (8) 

в котором L~  — удельная теплота фазового перехода доли w  грунтовой воды, содержащейся 
в единице массы породного массива; TΔ  — диапазон изменения температур. 

Для условий Петриковского участка Старобинского месторождения калийных солей полу-
чено, что число Стефана варьирует в диапазоне 0.25 – 0.5. Поскольку число Стефана является 
в определенном смысле соотношением инертности среды к протеканию тепловой диффузии и 
инертности фазового перехода, можно сделать следующий вывод: скорость протекания тепло-
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вой диффузии в породном массиве сопоставима со скоростью перемещения границы фазового 
перехода. Поэтому при моделировании необходимо учитывать как нестационарное перемеще-
ние границы фазового перехода, так и тепловую диффузию в породном массиве. По этой при-
чине в настоящей работе решается задача Стефана в наиболее общем виде. 

Температура стенок замораживающей скважины принимается переменной во времени и 
определяется на основании экспериментальных данных, полученных для ствола № 1 строяще-
гося рудника Петриковского горно-обогатительного комплекса ОАО “Беларуськалий”. Темпе-
ратуры подачи и обратки рассола замораживающих скважин, замеренные в процессе монито-
ринга замораживания массива в окрестности ствола № 1, приведены на рис. 2. 

 
Рис. 2. Зависимость температуры подачи и обратки рассола замораживающих скважин от времени 

Численное решение системы уравнений (1) – (7) методом конечных разностей с использо-
ванием явной схемы первого порядка по времени и второго порядка по пространству пред-
ставлено на рис. 3. Данное решение сравнивается с решениями задачи формирования ЛПО 
в рамках различных упрощенных подходов: квазистационарного подхода [6], метода электро-
тепловой аналогии [2], расчета стационарной диффузионной теплопроводности с учетом теп-
лоты фазового перехода и расчета нестационарной диффузионной теплопроводности без уче-
та теплоты фазового перехода. В отличие от [11, 12], в которых дан сравнительный анализ 
численных схем решения задачи Стефана, в данной работе делается физический анализ раз-
личных упрощенных моделей решения цилиндрической задачи Стефана для случая формиро-
вания ЛПО. 

 
Рис. 3. Динамика границы фазового перехода грунтовых вод: 1 — задача Стефана в общем виде;  
2 — квазистационарный подход; 3 — нестационарная диффузионная теплопроводность без учета 
теплоты фазового перехода; 4 — стационарная диффузионная теплопроводность с учетом тепло-
ты фазового перехода; 5 — метод электротепловой аналогии 
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Параметры, использованные при решении задачи, взяты из исходных данных для проекта 
проходки шахтных стволов рудника Петриковского участка Старобинского месторождения 
калийных солей для слоя аргиллитовой глины: теплопроводность среды в зоне льда 
1.25 Вт/(м·К); теплопроводность среды в зоне охлаждения 1.03 Вт/(м·К); теплоемкость среды 
в зоне льда 756 Дж/(кг·К); теплоемкость среды в зоне охлаждения 756 Дж/(кг·К); плотность 
среды 1960 кг/м3; температура фазового перехода – 1.45°С; удельная теплота плавления льда 
333 730 Дж/кг; радиус замораживающей скважины 0.073 м; внешняя граница расчетной облас-
ти 2.5 м; температура непотревоженного породного массива на удалении 8.85°С. Внешняя гра-
ница расчетной области vR  рассчитывается на основании формулы, предложенной в [17]. 

Результаты численного моделирования показывают, что отклонение прогнозного значения 
времени формирования ледопородного ограждения заданной толщины, полученного для квази-
стационарного подхода, от решения задачи Стефана (1) – (7) в общем виде составляет около 
10 %. Для остальных подходов отклонение прогнозного значения времени формирования ледо-
породного ограждения заданной толщины существенно выше: для подхода нестационарной 
диффузионной теплопроводности без учета теплоты фазового перехода — 25 %, для метода 
электротепловой аналогии и подходов стационарной диффузионной теплопроводности с уче-
том теплоты фазового перехода — 55 %. Таким образом, можно сделать вывод, что пренебре-
жение теплотой фазового перехода в модели формирования ЛПО ведет к занижению прогноз-
ного значения времени формирования ЛПО на 25 %, пренебрежение нестационарностью диф-
фузионной теплопроводности в охлажденной зоне — к занижению на 55 %, пренебрежение не-
стационарностью диффузионной теплопроводности в мерзлой зоне — к занижению на 10 %. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТОЛЩИНЫ ЛЕДОПОРОДНОГО ОГРАЖДЕНИЯ ДЛЯ НЕСКОЛЬКИХ СКВАЖИН 

Полученное численное решение задачи формирования ледопородного ограждения для оди-
ночной замораживающей скважины может быть использовано для расчета толщины ледопород-
ного ограждения вокруг контура из произвольного количества скважин. Идея расчета толщины 
ледопородного ограждения для множества скважин на основании результатов расчета для оди-
ночной скважины заключается в следующем — определить толщину δ  “перешейка” зоны льда 
между двумя замораживающими скважинами как функцию диаметра D  внешнего контура ле-
догрунтового цилиндра одиночной скважины и расстояния L  между скважинами (рис. 4). 

 
Рис. 4. Схема расчета толщины ледопородного ограждения 

Подобная идея впервые предложена в [2], однако в ней не учтено взаимное влияние тепло-
вых полей различных скважин, а для расчета диффузионной теплопроводности использован 
приближенный метод электротепловой аналогии. В новом методе расчета толщины ледопо-
родного ограждения предлагается учесть взаимное влияние тепловых полей различных сква-
жин, а также использовать решение задачи Стефана в наиболее общей постановке с учетом не-
стационарного теплообмена в зонах льда и охлаждения. 



Л. Ю. Левин, М. А. Семин, О. С. Паршаков 

 159

Функция ),( LRδ  находится из анализа комплексного потенциала теплового потока в поле 
двух источников (стоков) равной интенсивности ,q  удаленных друг от друга на расстояние L : 
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Согласно [11], выражение (10) является решением диффузионной задачи теплопроводности 
в поле двух тепловых источников. Графическое представление действительной части (10) по-
казано на рис. 5. 

 
Рис. 5. Потенциальное поле двух тепловых стоков 

Внешний контур ледопородного ограждения, образованного двумя скважинами, находится 
из решения уравнения 
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где C  — константа, рассчитываемая исходя из температуры кристаллизации грунтовых рассо-
лов и граничных условий задачи. 

Толщина y2=δ  “перешейка” определяется из решения уравнения (11) относительно y  
при :0=x  
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Для исключения константы C  из (12) используется допущение о том, что толщина ледопо-
родного ограждения системы двух скважин вдоль оси, соединяющей скважины (см. радиус R  
на рис. 4), равна радиусу 2/DR =  ледогрунтового цилиндра единичной скважины. В этом 
случае радиус 2/LxR −=  находится из решения уравнения (11) относительно x  при :0=y  

 

2
2

2
2

4
CxL

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− . (13) 

Из (12) и (13) исключаем константу C  и после преобразований получаем выражение 

 

22 2 LDLD −+=δ . (14) 
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При нулевом расстоянии L  между скважинами толщина “перешейка” равна диаметру D  
внешнего контура ледогрунтового цилиндра. При увеличении расстояния L  между скважинами 
толщина “перешейка” уменьшается и достигает нулевого значения при критическом значении: 

 
DDL 4.2)21( ≈+= . (15) 

При бо́льших L  герметичное ледопородное ограждение отсутствует, а формула (14) не-
применима. 

На рис. 6 представлена зависимость (14) в безразмерных координатах DL /  и D/δ . При 
расстояниях DL <  увеличение L  приводит к росту толщины ледопородного ограждения, в то 
время как при DL >  дальнейшее увеличение L  ведет к уменьшению толщины ледопородного 
ограждения. 

 
Рис. 6. Зависимость безразмерной толщины ледопородного ограждения от безразмерного рас-
стояния между скважинами 

Таким образом, существует оптимальное соотношение между удаленностью L  скважин 
друг от друга и толщиной D  ледопородного ограждения отдельной скважины по критерию 
максимальной толщины δ  ледопородного ограждения комплекса скважин. 

Полученная формула (15) использована для прогнозирования состояния ледопородного ог-
раждения при проходке ствола № 1 рудника Петриковского горно-обогатительного комбината 
ОАО “Беларуськалий”. 

На основании расчета формирования ледопородного ограждения водоносных слоев пород-
ного массива для одиночной замораживающей скважины рассчитана толщина ледопородного 
ограждения, образованного контуром из 41 замораживающей скважины на момент времени 
85 сут после начала замораживания (таблица). 

Расчет толщины ледопородного ограждения для ствола № 1, см 

Слой 
Толщина ЛПО 

модельная проектная 
Глина (глубина 0 – 23.2) 186 160 
Алеврит (глубина 23.2 – 58.0) 261 190 
Песок (глубина 58.0 – 85.0) 298 250 
Мел (глубина 85.0 – 136.0) 252 185 
Песчаник (глубина 136.0 – 146.0) 330 250 
Песок глинистый (глубина 146.0 – 255.8) 200 200 
Глина аргиллитовая (глубина 255.8 – 275.0) 157 150 

Получено, что для данного момента времени по всей глубине замораживающих колонок 
толщина ледопородного ограждения достигнет проектного значения, рассчитанного исходя из 
критерия Домке по напряжениям и деформационного критерия Вялова [4]. 
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ВЫВОДЫ 

Выполнен физический анализ различных упрощенных моделей решения цилиндрической 
задачи Стефана для случая формирования ледопородного ограждения. Показано, что при мо-
делировании необходимо учитывать как нестационарное перемещение границы фазового пере-
хода, так и тепловую диффузию в породном массиве. Пренебрежение теплотой фазового пере-
хода в модели ведет к занижению прогнозного значения времени формирования ледопородно-
го ограждения. 

Получено численное решение задачи теплораспределения вокруг контура из произвольного 
количества замораживающих скважин. Определено оптимальное соотношение между удален-
ностью скважин друг от друга и толщиной ледопородного ограждения отдельной скважины по 
критерию максимальной толщины ледопородного ограждения комплекса скважин. 
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