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1. Введение

Обозначим через E евклидово пространство размерности dimE со скалярным произ-
ведением (u, v) векторов u, v ∈ E; ‖u‖ =

√
(u, u) — длина вектора u [1].

Пусть V — подпространство E, dimV < dimE; V⊥ — его ортогональное дополнение
до E, т. е. аннулятор [2] множества V. Тогда E = V⊕ V⊥ — прямая сумма и для любого
вектора u ∈ E существует единственное представление

u = uV + u⊥V : uV ∈ V, u⊥V ∈ V⊥; (1)

uV называют [2] ортогональной проекцией, а u⊥V — ортогональной составляющей векто-
ра u относительно V. Обозначим через P и P⊥ ортогональные проекторы евклидового
пространства E на V и V⊥ соответственно. Тогда
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uV = Pu, u⊥V = P⊥u.

Задача определения Pu по заданному вектору u является одной из ключевых проблем
вычислительной линейной алгебры. В частности, к ней можно свести проблему решения
системы линейных алгебраических уравнений. Ниже предлагается в операторной форме
итерационный алгоритм построения ортогональной проекции вектора на подпростран-
ство и основанный на нём метод численного решения совместной системы линейных
алгебраических уравнений.

2. Вычисление ортогональной проекции вектора
на подпространство

Далее любое самосопряжённое неотрицательно определённое преобразование A про-
странства E, образ которого есть всё V⊥, будем коротко называть аннулятором под-
пространства V (annihilating transformation). Таким образом, V совпадает с ядром его
аннулятора A. Числом обусловленности æA последнего будем называть число обуслов-
ленности ограничения оператора A на V⊥. При отсутствии ошибок округления справед-
лива

Теорема 1. Для любого аннулятора A подпространства V ⊂ E и любого вектора u /∈ V
итерационный процесс u0 := u, s1 := Au0; для n ≥ 1 вычисляем

un := un−1 −
(
un−1, sn

)
(sn, sn)

sn; sn+1 := Aun − (Aun, sn)

(sn, sn)
sn; (2)

не более чем за dimV⊥ шагов приведёт к построению ортогональной проекции Pu век-
тора u на подпространство V, т. е. найдётся такое натуральное k ≤ dimV⊥, что
uk = Pu. При этом векторы s1, s2, . . . , sn взаимно ортогональны и

‖un − Pu‖ ≤ T−1n

(
æA + 1

æA − 1

)
‖u− Pu‖ ; (3)

здесь Tn(x) — полином Чебышева первого рода, а æA — число обусловленности A.

Доказательство первой части теоремы приведено в [3], где на базе процесса (2) пред-
ложен алгоритм решения частичной проблемы собственных значений и векторов. Из
общей теории [1, 4] методов сопряжённых направлений следует, что на каждом шаге
процесса (2) минимизируется

∥∥P⊥un
∥∥ на соответствующем подпространстве Крылова,

порождённым A. Отсюда вытекает неравенство (3).
Соотношение (3) означает, что задача построения ортогональной проекции вектора

на подпространство V может быть эффективно численно решена с помощью процесса
(2), если для V удаётся построить аннулятор A с небольшим числом обусловленности æA.
Взяв в качестве A ортогональный проектор P⊥V евклидового пространства E на V⊥, ре-
шение Pu получим за одну итерацию. Аннулятором V будет и сумма всех ортогональных
проекторов на каждый из векторов, линейной оболочкой которых является V⊥. При кон-
струировании аннуляторов может быть полезно следующее утверждение:

Теорема 2. Пусть V⊥ = V⊥a ⊕ V⊥b — прямая сумма подпространств, угол между
которыми [5, 6] равен θ; P⊥a и P⊥b — ортогональные проекторы E на подпространства
V⊥a и V⊥b соответственно. Тогда для любых положительных α и β оператор A = αP⊥a +
βP⊥b является аннулятором V, число обусловленности которого
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æA =
α+ β +

√
(α− β)2 + 4αβ cos2 θ

α+ β −
√

(α− β)2 + 4αβ cos2 θ

удовлетворяет точному неравенству æA ≥ ctg2(θ/2), превращающееся в равенство при
α = β.

Доказательство. Очевидно, что преобразование A является аннулятором простран-
ства V. Вычислим границы спектра его ограничения на V⊥. Для определённости будем
считать, что dimV⊥a = k ≤ dimV⊥b = l.

Обозначим через a1, . . . , ak и b1, . . . ,bl ортонормированные согласованные базисы из
главных векторов подпространств V⊥a и V⊥b (principal vectors of the pair of spaces) [5]
соответственно:

(ai, bj) = 0, i 6= j; (ai,bi) = σi ≥ 0, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , l.

Поскольку система векторов a1, . . . , ak,b1, . . . ,bl образует базис во всём V⊥ то, согласно
определению угла между подпространствами V⊥a и V⊥b ,

cos θ = sup
a∈V⊥a ,‖a‖=1;

b∈V⊥
b
,‖b‖=1

(a, b) = sup∑
α2
i
=1;∑

β2
j
=1

∑
σiαiβi = σ1,

где σ1 — наибольшее из сингулярных чисел: σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σk ≥ 0.
Очевидно, что cos θ ∈ [0, 1), так как равенство cos θ = 1 означает, что V⊥ не является

прямой суммой подпространств V⊥a и V⊥b .
Пусть λ — произвольное собственное значение преобразования A = αP⊥a +βP⊥b . Тогда

координаты соответствующего собственного вектора α1, . . . , αk, β1, . . . , βl во введённом
выше базисе удовлетворяют системе уравнений:

(λ− α)αi = βσiβi, (λ− β)βi = ασiαi, i ≤ k; (λ− β)βj = 0, k < j ≤ l.

Отсюда следует точное неравенство

α+ β

2
−

√(
α− β

2

)2

+ αβ cos2 θ ≤ λ ≤ α+ β

2
+

√(
α− β

2

)2

+ αβ cos2 θ,

которому должно удовлетворять λ и выражение для числа обусловленности æA.
Избавившись от иррациональности в знаменателе æA, получаем

æA =
1

4(1− cos2 θ)

√α

β
+

√
β

α
+

√√√√(√α

β
−
√
β

α

)2

+ 4 cos2 θ


2

≥

≥ 1

4(1− cos2 θ)

[√
α

β
+

√
β

α
+ 2 cos θ

]2
≥ 1

4(1− cos2 θ)
(2 + 2 cos θ )2 =

=
1 + cos θ

1− cos θ
= ctg2

θ

2
,

причём здесь все равенства достигаются при α = β. Утверждение доказано.
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Так как величина ctg2(θ/2) является минимальным значением функции æA(α, β) при
α, β > 0, то, исходя из теоремы 1, при построении аннулятора имеет смысл рассматри-
вать только вариант α = β = 1. Этот частный случай исследован несколько иным мето-
дом в работе [5], где доказано, что все собственные значения преобразования P⊥a + P⊥b
принадлежат отрезку [1− cos θ, 1 + cos θ].

Поскольку реальные вычисления сопровождают ошибки округления, то актуальной
является задача построения критерия остановки [1, 7] итерационного процесса (2) —
определение номера шага процесса, после которого точность приближения un к решению
Pu на данном компьютере не может быть существенно улучшена.

Пусть на n-ой итерации (2) уже вычислено направление sn, к которому вектор un

должен быть ортогонален. Тогда

‖un‖2 =
∥∥un−1

∥∥2 − (un−1, sn)2
‖sn‖2

,

т. е. норму ‖un‖ можно вычислить двумя различными способами — рекуррентно и непо-
средственно ‖un‖ =

√
(un,un). Различие между этими величинами может характеризо-

вать накопленную в процессе вычислений ошибку. Эти соображения приводят к следу-
ющему критерию остановки работы алгоритма (2):
полагаем η0 := ‖u0‖, δ0 := 0; для n ≥ 1 при ‖Aun‖ > 0 вычисляем:

ηn :=

√
η2n−1 −

(un−1, sn)2

‖sn‖2
, δn := max{δn−1, |‖un‖ − ηn|}; ρn :=

(Aun,un)

‖Aun‖
; (4)

процесс (2) прекращаем, если ‖Aun‖ = 0 или выполняется неравенство

ρn ≤ δn; (5)

здесь ρn — числовая проекция вектора un на направление Aun, для которой, в силу
неравенств Коши и Канторовича [8], имеет место ограничение

2
√

æA
1 + æA

∥∥P⊥un
∥∥ ≤ ρn ≤ ∥∥P⊥un

∥∥. (6)

Проекторы являются весьма простыми линейными преобразованиями векторных про-
странств, а основанные на ортогонализации прямые методы вычислительной линейной
алгебры — наиболее устойчивыми к погрешностям округления. Поэтому естественно по-
строить на базе процесса (2) итерационные методы решения основных задач вычисли-
тельной линейной алгебры. Одной их таких проблем является решение систем линейных
алгебраических уравнений.

3. Алгоритм решения
систем линейных алгебраических уравнений

Далее через Rm обозначаем евклидово пространство m-мерных действительных век-
тор-столбцов со скалярным произведением

(v,u) =
∑

1≤i≤m
viui; v = (v1, v2, . . . , vm)T, u = (u1, u1, . . . , um)T ∈ Rm;
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“T” означает транспонирование. Наряду с евклидовой нормой ‖v‖ ниже будем использо-
вать 1-норму ‖v‖1 и ∞-норму ‖v‖∞ [1] векторов из Rm:

‖v‖1 =
∑

1≤i≤m
|vi|, ‖v‖∞ = max

1≤i≤m
|vi|; v ∈ Rm.

Пусть неоднородная система линейных алгебраических вещественных уравнений

Ax = b, b = (b1, . . . , bk)
T ∈ Rk, x = (x1, . . . , xl)

T ∈ Rl, (7)

с прямоугольной матрицей A порядка k× l совместна, rangA = k ≤ l. Система (7) допус-
кает геометрическую интерпретацию, аналогичную лежащей в основе метода Качмажа
[9–13]: построить вектор y = (y0, y1, . . . , yl)

T ∈ Rl+1 такой, что y0 6= 0 и

(ai, y) = 0, ai = (−bi, ai1, . . . , ail)T ∈ Rl+1, i = 1, . . . , k, (8)

здесь aij — i, j элемент матрицы A. Действительно, пусть вектор y удовлетворяет соот-
ношениям (8). Тогда вектор x = (y1/y0, . . . , yl/y0)

T ∈ Rl есть решение исходных уравне-
ний (7). Если система (7) однородна, т. е. b = 0, то вводить дополнительный параметр y0
не надо.

Для решения задачи (8) воспользуемся процессом (2), полагая, что E = Rl+1 и его
подпространство V совпадает с пространством решений однородной системы (8). Тогда
V⊥ является линейной оболочкой строк aT1 , . . . , a

T
k расширенной матрицы неоднородной

системы (7). В качестве аннулятора можно взять сумму из k ортогональных проекторов
на одномерные подпространства, коллинеарные базисным векторам V⊥:

A =
∑

1≤ i ≤k
P⊥i ; P⊥i v =

(ai, v)

‖ai‖2
· ai; v ∈ Rl+1. (9)

Если систему линейных алгебраических уравнений (8) представить в виде объеди-
нения двух систем меньшей размерности, то аннулятор можно построить на основании
теоремы 2, полагая α = β = 1. Начальным приближением к решению y задачи (8) для
любого аннулятора A подпространства V может служить произвольный вектор не орто-
гональный y.

Эти два подхода были реализованы при проведении численных экспериментов, ко-
торые подтвердили эффективность критерия (4), (5) остановки итераций (2), если ‖b‖1
соизмерима с максимальной из 1-норм столбцов матрицы A системы (7). В таком случае
числовая проекция ρn хорошо коррелируется с ∞-нормой вектора P⊥un, удовлетворяю-
щей очевидному аналогичному (6) неравенству

1√
l + 1

‖P⊥un‖ ≤ ‖P⊥un‖∞ ≤ ‖P⊥un‖.

Хорошо известно [14], что накопление ошибок округления в итерационных алгорит-
мах ортогонализации в подпространствах Крылова приводит к нарушению взаимной ор-
тогональности векторов sn. Из-за этого процесс перестаёт быть “конечным”, но реально
вычисленные sn, как правило, не теряют практической значимости [15]. Вычисления по-
казали, что неточная реализация соотношений (2) подчас приводит к нарушению вклю-
чения sn ∈ V⊥, начиная с некоторого шага. Но этого удаётся избежать, регуляризируя
процесс (2) следующим образом:
полагаем u0 := u, t1 := u; для n ≥ 1 вычисляем

un := un−1 −
(
un−1,Atn

)
‖Atn‖2

Atn; tn+1 := un − (Aun,Atn)

‖Atn‖2
tn. (10)
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Вычислительные затраты при этом увеличиваются почти вдвое, поскольку на каждом
шаге (10) вычисляются аннуляторы векторов un и tn. Если вычисления точны, то век-
тор sn из (2) коллинеарен вектору Atn и процесс конечен. При реальных вычислениях
версия (10) процесса (2) гарантирует принадлежность вектора sn подпространству V⊥ с
максимально возможной точностью.

В случае, когда подпространство V⊥ задаётся системой образующих a1, . . . , ak, как
в задаче (8), возможна альтернативная форма процесса (10), аналогичная методу AA∗-
минимальных итераций [1]. Обозначим через Ab расширенную матрицу системы (8), а
через AT

b — транспонированную к ней:

(Ab)ij = (ai)j =
(
AT

b

)
ji

; i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , l + 1.

Считая начальное приближение y0 к решению y задачи (8) известным,
полагаем r0 = Aby0, t1 = r0; и для n ≥ 1 вычисляем

sn := AT
b tn; yn := yn−1 − (yn−1, sn)

(sn, sn)
sn;

(11)

rn := rn−1 − (yn−1, sn)

(sn, sn)
Absn; tn+1 := rn − (rn, Absn)

(sn, sn)
tn.

При отсутствии ошибок округления этот процесс конечен, на каждом шаге выполня-
ется равенство rn = Abyn, а при A = AT

b ·Ab векторы sn в (2) и (11) будут совпадать. Для
нормированной системы образующих {ai : ‖ai‖ = 1} подпространства V⊥ умножение
вектора v на матрицу AT

bAb равносильно вычислению суммы (9) всех одномерных орто-
гональных проекторов P⊥i v. Благодаря рекуррентному пересчету невязки rn на каждой
итерации вычислительные затраты в процессах (2) и (11) отличаются незначительно.

4. Вычислительный эксперимент

Рассмотрим на равномерной сетке дискретный аналог первой краевой задачи для
эллиптического уравнения с постоянными коэффициентами

−∆u (x, y) + c · u (x, y) = f (x, y) ; x ∈ (0, 1) , y ∈ (0, 1) ; c ≥ 0,
(12)

u(x, 0) = u(x, 1) ≡ 0, x ∈ [0, 1] ; u(0, y) = u(1, y) ≡ 0, y ∈ [0, 1] .

Применяя конечноэлементную типа Q1 лагранжеву аппроксимацию [16] искомой функ-
ции u (x, y) по её узловым значениям

uij = u (Mij) , Mij (xi, yj) , xi = i/Nx, yj = j/Ny, i ∈ {0, . . . , Nx} , j ∈ {0, . . . , Ny} , (13)

придём, относительно искомых величин uij , к системе из m = (Nx−1)(Ny−1) линейных
алгебраических уравнений (7) (k = l = m) с положительно определённой симметрич-
ной квадратной матрицей A. Системы линейных алгебраических уравнений такого типа
досконально изучены [17] и являются эталонными при тестировании “решателей” кры-
ловского типа.

Серия числовых расчётов производилась в режиме двойной точности [1] при различ-
ных значениях параметров c и m. В качестве точного решения x системы (7) были взяты
узловые значения случайным образом выбранной гладкой функции, удовлетворяющей
однородным краевым условиям из (12). Для наглядности графического представления
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результатов вычислений, точное решение системы (7) нормировалось по ∞-норме еди-
ницей, после чего определялась правая часть b. Во всех численных экспериментах на-
блюдалась схожая картина изменения величин δn, ρn, ‖xn − x‖∞ в зависимости от n;
здесь xn — приближение к решению уравнений (7): xni = yni /y

n
0 , i = 1, . . . , l. Результаты

вычислений, соответствующие значениям параметров Nx = Ny = 100, c = 10 и нулевому
начальному приближению (x0 = 0) приведены в графическом виде на рисунках 1–4.
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Рис. 2. A = P⊥
a + P⊥

b

Рис. 1 иллюстрирует течение процесса (2) с аннулятором (9). Графики на рис. 2 по-
рождены тем же алгоритмом, но с аннулятором, построенным на основании теоремы 2
при α = β = 1. В качестве подпространства V⊥a взята линейная оболочка строк расши-
ренной матрицы системы (7, 12, 13), ассоциированных с узлами (xi, yj), где 1 ≤ i < Nx

и 1 ≤ j ≤ Ny/2. Подпространство V⊥b дополняет V⊥a до всего V⊥, а соответствующие
ортогональные составляющие вычислялись по формулам:

P⊥a un = un − Paun, P⊥b un = un − Pbun.

Для вычисления проекций Paun и Pbun применялся процесс (2), (9) с критерием останов-
ки вычислений (4), (5), который хорошо зарекомендовал себя на данном классе задач:
значение ‖xn − x‖∞, близкое к минимальному, достигалось, как правило, на первой из
итераций, когда выполнялось неравенство (5).

Как видно из рис. 2, немонотонный характер поведения∞-нормы погрешности xn−x
подчас носит характер “срыва точности” (breakdown phenomenon [14]) при увеличении
числа итераций. При этом перезапуск процесса после выполнении условия (5) не да-
ёт существенного улучшения. Однако прямое вычисление P⊥a un и P⊥b un при реализации
алгоритмов (10), (11) избавляет от этого феномена. Графики соответствующих зависимо-
стей для этих процессов различаются между собой незначительно и на рис. 3 приведены
результаты работы только процесса (10).

Если же модифицировать подпространство V⊥b , ортогонализовав его образующие, со-
ответствующие узлам MiNy/2, 1 ≤ i < Nx, к аналогичным векторам из V⊥a , связанными
с узлами Mij , 1 ≤ i < Nx, j = Ny/2 − 2, Ny/2 − 1, то сходимость итераций к точному
решению значительно улучшается. Этот вариант алгоритма можно рассматривать как
один из методов декомпозиции области [18] при решении уравнений в частных произ-
водных. Соответствующая информация приведена в графическом виде (2) на рис. 4. На
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Рис. 4. Сходимость различных алгоритмов

нём сопоставлены пошаговые значения ‖xn − x‖∞ для упоминавшихся выше процессов:
график (1) приведён ранее на рис. 1; график (3) соответствует рис. 3. Для сравнения
приведены результаты работы наиболее быстрой реализации метода сопряжённых гра-
диентов [7] для численного решения системы (7), (12) и (13) — график (4). Видно, что
регуляризованные процессы имеют более высокую скорость сходимости итераций xn к
точному решению x по сравнению с наилучшей версией сопряжённых направлений.

5. Заключение

В статье предложены теоретически обоснованный итерационный метод построения
ортогональной проекции вектора на заданное подпространство и процедура определе-
ния номера шага процесса, после которого вычисления с данным режимом точности
не целесообразны. На базе этих алгоритмов построен метод численного решения сов-
местной системы линейных алгебраических уравнений, аналогичный методу Качмажа.
Рассмотрены различные программные реализации метода, проведено сравнение его эф-
фективности с классическим методом сопряжённых градиентов на конкретной задаче.
Проведённые в режиме двойной точности численные эксперименты подтвердили рабо-
тоспособность построенных алгоритмов.
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