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����������� �������� ����������� ����! ����"��"�, #����$��� �% ������&���!��. '�-
������ ����������( ��)$* #���)����� ���#��������+/�"��� &����� $�&&*��� � ��-
������� ����������� ����! ����"��"�. ��� �#������ #��!���� ����������� ����! ����-
"��"� #��$��)��� ����/����� ��$��( �� ������ �����%�� $�&&*�����;% *�������<. 
�����$����� �������� ��������� �������� $��#�����< &��; �� ��=��(��< ���$�� ����-
������� ����! ����"��"�. 
 
� & ' ( # � � #  " & � � �: �������;, ���(!� ����"��"�, �����=����� ��=��, "���, ������-
��� ��$�, ���� %����$� ��"���, ����=����!;, $�&&*������� *��������, ������&��;, 
&�����-%���=����� #����$�=����� #��!���;. 

�������� 

>�����-%���=����� �������, ������� �#����$����� #��*=��� �������� ����(!� ����"��"�� 
� ��#����)$��� ���"�� #��!���;, #����%�$�/�� � ������$�;% �������%, �#���;� �;�� �#���-
�� � �������*�� �). 
�<��� (J. Keir, 1790 ".) � >. �*�"� (F.F. Runge, 1826 ".). B������ ����� 
C������ ���#����������� � #����$� � ����* #�������� �������� ���"�% �����$�������< � ��-
�* ����"� ���=���� �� ���(�� $�� &���=����< %����, �� � $�� ���)�;% ��*�: "����"�� (#��-
����� ����������� ��������� � #��!���; ��$������!��), �����"�� (�������������!��). D��(-
C�< ����$ � �"� ��*=���� ���� ����!��< %���� �.G. ����"��" (1869—1947) [ 1 ]. 
������ ����-
��� ����������� ����! ����"��"� ��)�� �;�( �%�������������� ��� &�����-%���=����< #��-
!��� #����$�=����"� ���)$���� ����%-���� ���$�����< #�� $�&&*��� � "����;% ���$�%, #��-
��%�$�/�< #�� #����$���� � ������� ���C��% � ��*������% ���#�������. '�� H��� =���� �#-
��$������� ����� ��=������� ����!�� ����������� ����!. ����=���, =�� �� ����=�*+ ������* 
����!�� ����+� �� ����(�� �����+��;� ����=��; ���!�����!�<, ����(�� �% ����C����. �� ��-
������� H�#���=����% ����+$���< >.�. I������ �;��� #������, =�� �#�� #����$�=����% ��-
��!��% � �*=���;% #��!����% $�� ���!�����!�� ��*������"� ���#������ ����� ���=���� �� �"� 
���!�����!�� � ����%, � ���#��( ����������� #� ��������+ � ���;/���;� ����������. L =���-
�����, �������� =����� ���(!� ����"��"� #��*=�+��� #�� ���!�����!�� ��*������"� ���#�-
����� � 0,01—0,02 �� ���;/����"� �������� [ 2 ].  

����������� ����! ����"��"� ��#����)$����� ��$�� ��������������<, �� �����;% �;$�-
��� �������� �*/�������;�, ���+/�� ����=��������� �;��)����. ������C���� ���������< 
$� ����$��% ����! Xk+1 /Xk = const ("$� Xk — ���������� �� ������� $� k-"� ���(!�), � ����( ���-
������< $� ����! �� �������� �% ����������� #��$�������� ����������(+ .k kX a t� �  
�)$�� 
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#����$�=����� ����!�� ��)�� �;�( �%�������������� ���������< #����$�=����� ��v = const 
("$� � #��������� ��� ���������� ��)$* ���(!���; v — �������( ���#����������� #��� $�&&*-
���) [ 3 ]. 

�������� �� ���"�=������;� �����$������ � #*�����!��, �������=����� ��#���;, ���-
����;� � ������������ ����! ����"��"�, $����� �� �����C����. ����(� #����/��� ���������-
��+ #��������������-�������;% %������������ #��!���� ����������� ����! ����"��"�, ����-
��&���!�� ���$�<, &�����*+/�% �������* #��!���� ��� ���*��*��*+ !���������(, � #������-
��+ ��$��� �������. 

)�!*�
�+�����-��
 /�!�- 

L ��=����� ��V���� �����$������ �;� �;���� #��!��� ����������� #����$�=����% ���$��� 
"�$������$� ��"��� � ��V��� 3%-"� ��$��"� �������� )������� � 10%-� ��$��)����� ���� 
MgCl2 �6H2O #�$ ���$�<������ $�&&*�$��*+/�"� � "��( ���!������������"� �������� �����-
��. '��$�������(�� � ��������<�*+ %���=���*+ #��*$* ���������� $��������������� ��$�, 
#��"���������� � ������� �=����� ���#���� ������#��� (R � 17 ���), � ������< ����������-
�� ����%�$���� ����=����� ���� MgCl2 �6H2O. ������� ��"�������� �� ��$���< ���� #������� 
$� 50 �C, $���� � ��"� $���������� ����%�$���� ����=����� #�/���"� )������� � #���� �"� ��-
�*%���� ������� ��#���;��;� #�����C������� $���$���� $� #����< #�����=�����. P���=�< 
������� ����������� � ����;� #�������, #��=�� ����%�$��� $����( H�� ���*�����, =���; �� 
"����!� � ���$*%�� �� �����������( #*�;�(��, �����;� ���)�� ����*C��(. '���� ����;����� 
)������� (=���� 12 =) ����%* ���������� ���!�����������;< ��$�;< ������� �������, � #��-
����� #����� ����;��+��� #������;�� #�������. ��� �������� ��������� pH ���$; � "��( 
�$��< �� #������� $��������� ������� ��$�������, #��*=���;< ��;��� $��������������< 
��$�< ��������� � *��������(��< ��$��������< �*��"�. 

'������� �����/�+��� � C������ (���. 1) $�� $��*������������ �������� #��!���� ����-
������� ����! ����"��"�. ����� *�������� ���+=��� � ���� �����#����;< �� C������ !�&��-
��< ��������# (USB Digital Microscope) � *����=����� � $��#����� 10X � 200X. G��� �����-
���# #�������� �&���������( ������)���� ��V���� � H���������< �%��� � #���$��( �"� =���� 
USB #��� � ���#(+���. � #���/(+ �#�!���(��< #��"����; X-CAM �� H����� �������� &��-
���*���� ������)���� ��V���� � ��)��� ����(��"� �������.  

������)���� ��)�� ��#��;���( =���� �;�����;� ��������; ������� � #��*=��( #���*+ 
���*��(�*+ ������* #��!�����, #����%�$�/�% � #�������%. ��� �������� ������� #�������� 
H��������;% =���� ��#��;���� ������< !�&����"� ��������#�. 	��#����*�* � ����������� 
�������� H��������;� �����������. '�����(�* �����( ��*"���*��=��� �V����, �� ����� *���-
����� �����/��� � �;��)��� C��&* � ����;�� C�������, � #���/(+ �����;% ����#�=����� 
#�������;< ��)�� ����/����. 
��� !�&����< ��������# ����)�� ���������;�� =��;�(�� 
�����$��$��� $�� ����/���� ��V�����, �� �% ��������; �;�� ��$������=�� $�� ���������< 
#���$�=� !����� *$�����;% ��V�����. '�H���* ����%�$��� $�#�������(��� ����/���� "���-
�����$�;�� �+�����!����;�� ���#���, �����/���;�� #� �#��$������< �%��� (��. ���. 1). 
���#; ����������� $�� H��< !��� �� "�$����, #�����(�* ��� �� $�+� ����%�$���< ��������-
����� ����� � ������� =�������"� $��#�����, � ������� ������+� �����$��$; � �� �����;< ��- 
 

 
 

 

���. 1. ����� *�������� (��$ ����%*): C����� � #��-
������� (1), !�&����< ��������# (2), �������;< ����
���#(+���� � ��������� (3), "��������$�;� �+�����-
                             !����;� ���#; (4). 
��������� #������� ����/���� #������� � ��#�������� �� 
      !�&����< ��������# #�� &����������� ������)���� 
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������ #������� 
1 2 3 4 ������;�  

���;��� L����,  
��� 

�������-
���, �� 

L����, 
��� 

�������-
���, �� 

L����, 
��� 

�������- 
���, �� 

L����,  
��� 

�������-
���, �� 

���������� �������  
� #������* 

      2          3        5        6  

��=��� �����������  
1-"� ���(!� 

    70   1,7       70   1,7     70   1,7     70   1,7 

j����C���� �����������  
1-"� ���(!� 

    97        97      97      97  

��=��� �����������  
2-"� ���(!� 

  172   5,8     172   5,0   172   5,8   172   5,0 

j����C���� �����������  
2-"� ���(!� 

  218      218    218    218  

��=��� �����������  
3-"� ���(!� 

  627   8,3     627   8,3   696   8,3   657   7,5 

j����C���� �����������  
3-"� ���(!� 

  725      725    789    789  

��=��� �����������  
4-"� ���(!� 

2329    25   2659    25 3097 26,7 3058 26,7 

j����C���� �����������  
4-"� ���(!� 

2384    2698  3171  3171  

��=��� �����������  
5-"� ���(!� 

8068 52,5 11693 55,8 — 52,5 — 52,5 

j����C���� �����������  
5-"� ���(!� 

8113  11747  —  —  

 
������� ��"������*+/�� �%��� ��������#�. D;�� ��#��(�����; ��� ��)��� ��%������� ���-
���)���<: #���;� 20 ��� H��#�������� =���� 1 �, ����� ���$*+/�� 6 = =���� 1 ��� �, ������!, 
=���� 5 ��� �#���( $� ����=���� H��#��������. 

'��$��)����(����( H��#�������� ��������� 12 �*���, #���� �"� ����=���� �� H���������< 
��#��� &��(�� �;�� �����=��; ���<$; (=���� 1 ��� #���;� 6 = H��#�������� � =���� 5 ��� $� 
������� ����=���� H��#��������) � ��%�����; � &������ jpg � �;����� �����C�����. ������ 
���<$�� �;� ��������� ��*=�*+ � #���/(+ #��"����; �!�&����� ������)���� (Get Data Graph  
 

Digitizer). 	���� �������, �;�� #��*=��; #�������-
�������-�������;� %������������� ����������� ��-
��! ����"��"� � #����$��� ��������� $��)���� 
&����� $�&&*��� ������� � ��V��� )������� � #��-
��< #�������, � �����*+ �;� $������� *��������(-
�;< ��$������. 	�=����( ��������< #���)���� 
���$�� "�$������� ��"��� (���(!� ����"��"�) � "��-
��!; &����� $�&&*��� ������� � #�������% �����-
���� 0,5 ��. ��=��� ����������� �=���$��"� ���(!� 
����"��"� ��"����������� � ��=����(+ 5 ���, �����-
C���� ����������� ���(!� �������������� ���*��(- 
 

���. 2. '����)*��=��� ���$�� H��#�������� (=���� 8 �*- 
                                               ���) 
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��, #� ��C��* �����+, � ��=����(+ 10�15 ���. ���*�(���; ��������� ������)���< ����;% ���-
$�< #��!���� ����������� ����! ����"��"� #��$�������; � ����. 1. 

���#���)���� ����! ����"��"� �� #����)*��=��< ���$�� H��#�������� #������� �� ���. 2. 
������ #��!���� ����������� ����! ����"��"� #����$�� $�� 1-�< #�������, � ������< ��"�����-
������ #���)���� &����� $�&&*��� ������� � #���/(+ ��$������� pH ���$;. 

������+�
��!�- ���0���
 �
���� ����3��� �++����  
� �������� *
���!!� �	
�������
 ����� ��������� 

��� �!���� ��/�< $�������, %���������*+/�< ��#���;���� $��)���� ���$;, �;�� ���-
�������; $���;� � �������� $��)*/�"��� &����� $�&&*��� �������, ������*���"� !�����< 
"����!�< ��$������� pH ���$;. '� �������*��;� $���;� [ 1, 2 ], ���������� $� �=���$��"� 
���(!� � ������� k ������; �� �������� �"� ����������� &���*��< .k kX a t� �  

L $��(��<C�� ����)���� �*$*� ��#��(�����; &*��!�����(�;� ����$����; � #���$���;� 
������� (k) #����$������(����� $�������;% ��������< (� ��C�� ��*=�� H�� ����� ���(!� ��-
��"��"�). �������, =�� #���$���;� ������ $�������;% ��������< ��#��(�*+��� #�� #������-
��� ���"��;% ���#��$�����< #� H�#���=����� $���;�, �����;� ����+��� �����"�� &*��!�< 
���#��$������. L $��(��<C�� ����)���� H�#���=����� $���;� #����������+��� � &*��!��-
���(�;% ����$�����%, #�� H��� ���������;� ����=��; ����������; �� �$���!* ���������-
�*+/�< &���=����< ����=��; �, ���$������(��, ��"*� �;�( ��������� #����"���&�������;. 
	���� ���������� �� ������ �� #���)���� �����=����% ��=��. ��#�����, #�� ��"���&������-
��� ������������< ����=��; �� "��&��� #��*=�� ���/���� ���=���� ����=��; � ��������(-
��� ��#�������� �� ���=���� ��"���&�� ����������*+/�< ����������. ���"�������� ��"�-
��&��������� ���$���� � ���������� &�����-%���=����< ����=��; � �� *���)���+ �� ���-
C����;< ���)����(. ��#�����, $�� ���������< �#���!�� $�*������"� ��"���&��������� X 
����%�$���, =���; ���������� X0 *$����������� *�����+ X0 < X �e ("$� e — =���� ��#���). 
��*=��, ��"$� #���)���� ��=��� ���=��� �*/�������� #�� #���%�$� � ��"���&��=�����* #��-
����������+, �#�!���(�� ���*)$�+���, � $�� ��% #����$���� ����$ �#��$������ ���������-
�*+/�"� ��=��� ���=���.  

'������� � $��<��� ��"���&��=����� ���C���� H��#���������(�;� $���;� ���������< 
�� "����!; ���$��� ������—)������ $� &����� $�&&*��� ������� � ����������� �� �������. 

����;� �� ���. 3 ����������*+� *�������+ ��$� X = a � t0,5003. �� ���. 4 #��$�������; $��-
�;� � $��)���� "����!; &����� ������� (���%��< "��&��) � ����������� ����! (��)��< "��-
&��). 

�������, =�� ����( ��)$* ������������ �� ������� $� &����� $�&&*��� � ������; ����-
������� ����! (1) � $� ����! (2), �� �����"� $� #���"� ���(!�, �#��$������� ����������(+ 

,iX a t� �      i = 1, 2;      a2 = 0,25 �a1. 
'��#��!�����(����( ���������< $� ����! ����+ ���$������* �� �������, ��� � #����$��)-
����( #����$������(����� ���������< $� ����! � "�������=����< #��"������, ����+��� ����-
��=������ ���*�(������ � �����$������% ����������� ����! ����"��"� [ 1 ]. �$���� � ��C�� 
H��#�������� #����� ���(!� �;#�$��� �� H��% #�����. 

������� �������;� ����������� ����������� ����! ����"��"�. L�$ "��&���� (��. ���. 4) 
*���;���� �� �#��$�����*+ ����������( ��)$* $��)����� &����� $�&&*��� ������� � ��-
������� ����������� ����! ����"��"� (��. ���. 3), �����*+ ��)�� #�#;���(�� �����*)��( ��-
%�$� �� ������=����% $���;%. L ������������ � $�&&*�����;� *���������, ������� �������� 
������< ��$���������� #��!���� &����������� ����! ����"��"�, �������� ���������< ��)$* 
���(!��� $��)�; �;�( #�������;��, ��"$� ��� � $�<�������(����� $�� H��% ���������< #�-
������;� �������� �% ����C����. ��������� ���<���� #����$�� � ����%�$������ $�������!�� 
��%������� &����������� ����! $�� �;������� �����������, ����#�=���+/�< ����������-
����( �% ���#���)���� � #��������� ����/���;% *�������<, �#��;��+/�% #��!���; $�&&*-
��� � "���%. 
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���. 3. j���������( ���������� (��) �� ������� 
$� "����!; &����� #������������ ������� 
     � "��( �� ������� (���) � ��=��� #��!���� 

 

 
 

���. 4. j���������( ��)$* ������������ �� ����-
��� $� &����� $�&&*��� (1) � $� ����! (2) (�����-
�; ����������� ����! ������=��; )���;�� ��=-
����). ���������� �������� � ����������%, ����� 
                                   � ���*��% 

 
'��$��������;� �� ���. 5 $���;� #����;��+� ����=�� ���% ���$�<, �������+/�% #��!��� 

����������� ����! ����"��"� �� �$����$�;� ���;. ������� ��������, =�� ��=�� ����; ����$� 
����������*+� #��������* ������� ����������� ����! ����"��"�. 

'����$�� �/� �������;� �������������� #��!���� ����������� ����! ����"��"� (���. 6  
� 7).  
 

 
 

���. 5. �������( $��)���� &����� $�&&*���  
������� #� $���;� ���. 3 

 

 
 

���. 6. ���������� $� ����! ����"��"� � &*��-
!�� �� �% ������. (R 2)* — =����, ����)�+/�� 
�������( ���=���< ����� ����$� � &����=����� 
                                   $���;� 

                                                                 

* L���=��� $������������ �##�������!�� �;=������ #� ���$*+/�< &���*��: 2 1 ,
SSE

R
SST

� 	  "$� SSE = 

= 2ˆ( )j jY Y	
  � 
2

2 ( )
( ) j

j
Y

SST Y
n

� 	




  (Yj — ��%�$�;� $���;�; ˆ
jY  — #��"����;� ���=���� ��� ���=�-

��� �##�������!��). SSE — ���;������ ������=��< �*���< ���$�����, � SST — ��/�� �*��� ���$����� 
�*$�� ����� �*��� ���$����� ��������< $�<�������(�;% ���=���< � ���$��% ���=���<. 
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���. 7. L���� ��=��� ����������� ����! 

 

 
 

���. 8. L������;� ��������; ��)$* ��������� 
��=��� ����������� ����$��% ����! ����"��"� 

 
��/�� ����������( ���������< $� ����! ����"��"� �� "����!; ���$��� �������� �������  

� )������� � &*��!�� �� ������ ���(!� #��$�������� ����������(+ X = a �2,22k, "$� k — ����� 
(k – 1)-"� ���(!�. ���#���)���� ����! ����"��"� � $����� ��*=�� �#��$������� #����$������(-
����(+ ���������<, ����������*+/�% "�������=����< #��"������ � ��$*��� 2,22. 

��"����� ���. 7, ��/�� ����������( ������� ��=��� ����������� ����! ����"��"� �� "��-
��!; ���$��� �������� ������� � "��� � &*��!�� �� �% ������ (�� �����"� $� #���"�) �#��$�-
��+��� �$��< H��#����!���(��< &���*��<: 

3,6 ,kT a� �  
"$� k — ����� k-"� ���(!�. �� ���. 8 ���$*��, =�� �������;� ��������; ��)$* ��������� ��-
��������� ����$��% ����! ����"��"� ������ � �$���< ����<��< �����������, =�� �/� ��� #���-
�;���� ����=�� ��/�< �������������� � H��� #��!����. 

��#������� ���*�(���; H��#��������� � ���(!��� ����"��"�, #����$���;% � �>
G ���, 
� $���;��, #��*=���;�� $�*"��� �������� #� ��������������� ���#���)���� ����! ����"��-
"� (���. 9). 

Q��� $�������;< #��!��� #��$������� "�������=����< #��"������< �� #��������"� *���-
��, Xk+1 /Xk = const, �� %���������*���� ����<��< ����������(+ � ����$�����% ln(Xk+1 – Xk) � 
� (k + 1) (���. 10). G��� ������� ����������*�� ���*�(����� H��#�������� � �>
G ��� 
(��. ���. 2 � 9) � H��#��������� � #�������% I � II (��. ���. 9). G�� #�������� #� ����(���* 
���#���)���+ ����! �;�����(, #�$=������� �� �% #����$������(����( ����< �����������. '�� 
���������� "��&��� ����% �� ����<��< ����������� (���. 11, 
) $���;� ��������*+���  
� ����$�����% lnln(Xk+1 – Xk) � (k + 1) (��. ���. 11, /). ���������� "��&��� ���� �� ����<��< 
����������� (���. 12 
) ��������*���� � ����$�����% ln(Xk+1 – Xk) � ln(k + 1) (��. ���. 12, /). 

'��$��������;� �$��( ���*�(���; #����;��+�, =�� �����$*��;< #��!��� �� ��$��)�� 
�$���< ����<��< �����������, �.�. #��!��� � !���� �� ��������(�� #�$=������� ������=�����* 
������C���+: Xk+1/Xk = const. '����$�� �!���* �;#������� *������ #���������� ����C���� 
���������< $� #����$������(�;% ����! ����"��"� (����. 2). �� $���;% �����!; ��$��, =�� #��-
�;� ��� �����!� =�����;% $���;% �#��$���+� %������������� #��!�����, #�$=���+/�%�� 
������=�����* *�����+ #���������� ����C���� ���������< ��)$* ����$���� ���(!���, ��"$� 
��� =������;< � #��;< ������! ���� �������+��� �� H��"� *������. G�� �/� ��� #�$����)$���, 
=�� �����$*��;� $�&&*�����;� #��!���; ����+��� ����� ���)�;��. '����$������(��� ��-
�������!�� $���;%, #��������� �� ���. 11, / � 12, /, ���$����(���*�� � ����%�$������ ��#��(-
������� ��$���<, �;$���+/�% �����=�;� *����� �����%�� #��!����. 	���� �������, $�� �;-
������� #��$��������< � ��%������% &�����-%���=����% #��!����� ����*���� ������������(  
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���. 9. 
��(!� ����"��"�: H��#������� � �>
G ��� � #� $���;�  
����;% ������� (I, II, III, IV), #����$���;� � [ 2 ] 

 
�����%�+ ��$���<, ��)$;< *�����( ������< ��$��)�� ��&����!�+ � ���$��%, �����;� �"� 
&�����*+�. 

���+$� ���$*��, =�� ���(!� ����"��"�, #��*=���;� #�� �����=�;% *������% #����$���� 
H��#���������, ��=���� �� ���"��*+/�% ���#�������, �% ���!�����!�<, �������� � &���; 
���*$�� � �.$., $���������*+� #����� ������������ ��������������< H���+!�� ������, ���$�� 
�����;% ���+=�+� *=����� � ����*/���, #�������;�� � *�;��+/��� ���#��� �����������  
 

 
 

���. 10. ������&��� $�� ���������< ��)$* ���(!��� � #������� I (
) � II (/) 
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���. 11. ������&��� $�� ���������< ��)$* ���(!��� � #������� III (
) � ���������!��  
$���;% (/ ) 

 

 
 

���. 12. ������&��� $�� ���������< ��)$* ���(!��� � #������� IV (
) � ���������!�� $���;% (/ ) 
 

	 � � � � ! �  2  
*�
������
���
 �
�
��
������� ������:
��� !���	
��#  

���
���� ���
" ���
�
��
 

'���- 
����* 

G��#������� 
� �>
G ��� I II III IV 

n 5 8 18 15 20 
� 0,712 1,048 1,025 0,1695 0,231 

 0,010 0,012 0,003 0,0141 0,155 

; = 
/� 0,014 0,011 0,003 0,083 0,67 
 

 

 

* n — =���� ����!; � = ln (Xk+1/Xk) — ���$��� ���=���� ��"�-
��&�� ����C���� ���������< $� ����$��% ����!; 
 — ���$-
��� ���$����=��� ����������; ; — ��H&&�!���� �����!��. 
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����! � �� ��=��#;������ ��$��(+ "�������=����< #��"������. ���$������(��, ��� %��������-
�*+��� ����;�� ��%�������� #��������� ����!�<, #����%�$�/�% #�� ������ =���� ���*��*�-
�;% *�����< �% &�����������, =�� #����$�� � ������* =���* �����=����% ��=��, � �����;% 
����+��� ��%�����; #��������� ����!��. ����;� ���$�<����� � ����% ��=��% ��"*� ��#��(��-
���(�� $�� H&&�������"� *#�������� $�������< #��!����. 

����3������
 +����- *
���!!� �	
�������
 ����� ��������� 

B���, =�� $�� ��$���������� ���"� ���"�������� &�����-%���=����% #��!�����, ��#��-
��)$�+/�% ����������� ����! ����"��"�, �����C���� ��$������=�� ��������;% � ��C�� H��-
#�������� ���������< $� &����� $�&&*��� ������� � ����!. '���=����� ��C( ������;� &��-
���;, �����;� ����+� �� #��!��� ����������� ����!: ������ ���#�������, ����������( ���$;, 
#����%����( � ��"���"������( ���$;, #���������� ��/�����, ����/����, ���#����*��, H���-
���=����� � ��"������ #��� � ��$ $�*"�%. �� H��"� ��#����"� #���=������� &������� ��$��, 
=�� ��#��(������� ��;=��"� #�$%�$�, ��"$� #����� =���( $�&&*������"� *�������� ���+=��� 
=���;, �����;� *=��;��+� #��������� %���=����% ����!�<, #��!���; ���"*��!�� #��������  
� �����������!�� �� ��% ���$�� � ���"�� $�*"��, #����$�� � ���(���* *���)����+ ��$��� 
#��!���� � �����;�� #*���� ��C���� [ 1, 2 ]. '�H���* $�� ��C���� #�$����"� ��#� ��$�= #��$-
��"����� ���;< #�$%�$, � ������� "�����"���;� #��!���; � ������� *=��;��+��� � #���/(+ 
���$���� �����%�� $�&&*�����;% *�������<.  

��� ���+����!�� �"����=���� �$������;� ��*=��� ��C���� $�&&*������"� *�������� 
($���� #������� ���"� ���(C� �� $�������): 

2

2 .C CD
t x

� �
�

� �
 

L ������������ � ����$�� ���$������ #�������;%  
( , ) ( ) ( ),C x t T t X x� �  

=�� #����$�� � *�������+ ��$� 
2( ) ( ) ,

( ) ( )
T t X x

D T t X x
� ��

� � 	�
�

 

���  T � + �2D �T = 0,     X� + �2X = 0. (1) 
	���� �������, ��/�� ��C���� ��%�$��"� *�������� ���( 

2

1 2( , ) e [ sin( ) cos( )].DtC x t * x * x	�� � � �  
��� ��"� =���; %�������������( #���*+ H���"�+ ������; � ������������ � ������=����-

�� *���������� P����(����, #���#�C�� *�������� (1) � ��$� ������;:  

 

2

2

,
,

,

T T
X y

y X

� � 	� �
� �

� � 	� �

 (2) 

��"$� #����� H���"�� ������; ����� ��$ 
2 2( ) ( ) ,t x yH T t X x y� 	� �� � 	 � �� � � � �  

"$� �t, �x, �y — ������; ����=����� $��)���� $�&&*�$��*+/�% �����*�, �#��$���+/�% ��-
������� ���!�����!�� � ��� ���;� %���������*+/�% =*��������(����( #��!���� � ���C��� 
���$�<������ [ 4 ]. 

������� ��#��)���;% *�������<, �#��$���+/�� ������; ����=����� $��)����, ����� 
��$ 

2

2

,
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t
t
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y

d H
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d H
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,y
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d H
dx y
� �

� 	 � 	�
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��"$�  
2

2
2 .x

x
d
dx
�

� 	� ��  

'������� =*��������(����( ������< ��$��� � *=��* �������!����;% %������������ #��-
!����, �.�. ��������� � #�������������;� ��#��$;������ (�������(����(). L ����� � H��� #��-
��$�� �����$������ ��#��)���;% *�������< �� *���<=�����( � &������* �$��"*. '�� H��� #�-
�*=�� *�������� 

2( ) ,t
t

d t
dt
�

� � 	 � ��  

2
2

2 ( ) ,x
x

d x
dx
�

� 	� 	 � ��  

"$� � — ��#��$;�����; � — �������(����( (#��������������� ��#��$;�����). 
��� #����"� �� H��% *�������< �������� [ 5, 6 (���.69) ] ������C���� ��)$* ���=������ 

��"*����� #��!���� � ����$��% �����=����% ��=��%: 
1,2931 3,64k

k

t e
t
� � � �  

��� *��������, �#��$���+/�"� &*��!�+ ����������, �"� ����/���;< ������� #� �.�. �;C-
���* [ 7, ���. 309 ] ��#��;������ � ��$� 

0( ) ( ) ( ( )) 0, ,X x M x X x x x x�� � 	 � � � � �  
M0(x), �(x) — ��#���;��;� ������!����(�;� �� [x0, �) &*��!��. M0 = supM(x), �0 = sup�(x), 
m0 = infM(x), "$� sup — ��=��� ���%��� "����!� M(x) � �(x) �� ��������� [x, �), � inf — ��=��� 
��)��� "����!� M(x) �� [x, �). '�� m0 > 0 

0 0 2
2

M �
� � �  

� [x1, x2](x1 � x0) — ���(C�< #��*!��� ��C���� X(x) — ���#�$����� �� �������=�*+ #����$���-
���(����( ���(C�% #��*!����� [x2, x3], [x3, x4], �, �� �����;% ����� X(x) =���$*+���, #��=�� 

1
0

2
2 ( 2, 3, ).k kx x k

M�

�
�

	 � � �   

G�� ������C���� �#��$����� #���)���� #����$������(����� �*��< $�� ����<��"� *�������� 
�����"� #���$�� � #�������;�� ���=������ ��H&&�!������ #�� ����<��� =���� M(x) � ��#��-
$;����� �(x). '�� H��� #��*!����� ���;������ �������� ��)$* $�*�� �*����, "$� ���� X(x) �� 
��������. 

	���� �������, �!���� #���)���� �*��< $�� ����/����"� �������� $�&&*������"� *���-
����� #����$�� � #����$������(����� ��#� ���&����=����< #��"������, ��"$� ��� ������=�-
���� �������; ����! ����"��"� �=���+��� �����������;�� � ������������ � "�������=����< 
#��"������<. ���$������(��, ����(�;< #��!��� ����������� ����! ����"��"� $�&&*�����;� 
*��������� � �"� ����$�����< &���� �� �#��;������. 

�������� ���(C�� ������������ ��$���<, � �����;% #*��� ���$���� ������<�;% =�����  
� $�&&*������� *�������� $���+��� #�#;��� �#����( %������������� H��"� #��!����. �$���� 
��� ������; � ���$����� ���(C�"� =���� #���������, ����*+/�% $����(��< � ��C����< ��-
&����!�� $�� �% �$����&���!��. j$��( �; �$�� #� $�*"��* #*��, ���C���� #��$��; #����-
������� ������=����% *�������< #�� #���/� ��#��(������� ������<�;% &*��!�< � ��=����� 
��������% � #�������������;% ��"*������ #��!���� (#�$�������� ��. � [ 5, 6 (���. 44—46) ]).  
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�� �; ��$���, ����$������ $�&&*������� *�������� ��)�� �;�( #��������, ��"$� ���-
����� ���������< ��)$* ���(!��� ���������( �; #�������;��, =�� �� ����+$����� � ��*=�� 
����������� ����! ����"��"�. ��� H��"� #��!���� #�������;�� ����+��� �� �������� �������-
��< ��)$* ����$���� ���(!���, � �% ����C����, #�H���* $�&&*������� *�������� ���$*�� 
��#����( � ��$�: 
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��"$� C(lnx, lnt) = T(lnt) �X(lnx), =�� #����$�� � *��������� ��$� 
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��C���� $�� #��������������< #��������< ��#�C���� � ��$�: 
 1 2( ) sin( ln ) cos( ln ).C x C x C x� � � � � �  (3) 

	�#��( #���)���� �*��< $�� *�������� $�&&*��� �*$�� #��$�������� "�������=����< 
#��"������<. �� ���. 13 #������; ���*�(���;, ����������*+/�� $�*� #���;� �����!�� ����. 2 
(��. ���. 9), �����;� $���������*+� �������!�+ #��*=����"� ��C����. �� ���. 13—15 #��-
�����������;� ��C���� $�&&*������"� *�������� #����$��; � #��$#���)���� C1 = 1 � C2 = 0. 

����/��� �� ���� �������� �� ���������(����, =�� #���)���� "����!; &����� $�&&*��� 
������� ����������*+� �*�+ &*��!�� *(�) �$���������� � �*����, #��%�$�/����� �� #���-
)���� ����! ����"��"� (��. ���. 13). L ����� � H��� ���������� #���)���� "����!; &����� 
$�&&*��� ������� #�� &����������� ��)$�"� �� ����!. �� ���. 15 #��$�������� #����$���-
���(����( #���)���< $�&&*������"� &����� ������� � ������; ����������� �=���$�;% ��-
��! � �������*�� �������� �% ����������� (��)$�� #������� ����������*�� #���)���+ &����� 
$�&&*��� ������� � ������; ����������� �=���$��"� ���(!� � &�����*�� #���)���� ����"� 
���(!�). ���*��� #����;����, =�� #���)���+ $�&&*������"� &����� � ������ �����������  
 

 
 

���. 13. ��#���������� �*��< ��C���� (3) $�� 
���#���)���� ����! ����"��"� � &����� $�&-
    &*��� ������� (H��#������� � �>
G ���) 

  

 
 

���. 14. ��#���������� �*��< ��C���� (3) $�� 
���#���)���� ����! ����"��"� � #������� I 
                               (��. ���. 9) 
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���. 15. ��#���������� �*��< ��C���� (3) � #����-
$������(����� #���)���< &����� $�&&*��� �����-
   �� � ����! ����"��"� (H��#������� � �>
G ���) 

 

 
 

���. 16. ��#���������� �*��< ��C���� (4) 
� ���#���)����� ����! ����"��"� � #�����- 
                        �� III (��. ���. 9) 

 
(k – 1)-"� ���(!� ����������*�� #���)���� k-"� ���(!�, �.�. $�&&*�����;< &���� �������  
� ������ ����������� #��$;$*/�"� ���(!� ������*�� #���)���� ���$*+/�"� ���(!� � ������ 
�"� �����������.  

�� #��$��������;% �� ���. 15 $���;% ��$��, =��, ���� ���*�(���; ��������<, ���������-
�*+/�� #���)����� #���;% ���% ����! � #���)���+ "����!; &����� $�&&*��� �������  
� ������ �% �����������, ��)�� *������� #��"���������( ���#���)���� ���$*+/�% ����!  
� &����� $�&&*���. 

�����������;� ��*=�� ���������( � ��������, ����������*+/�< #���������* ����C���+ 
���������< ��)$* ����$���� ���(!��� ����"��"�. ��� ��*=���, #��$��������;% �� ���. 11, 
  
� /, �#�������� $�� $��<��< ��"���&� �������� ���������< ��)$* ���(!���. '�H���* $�� 
�$����&���!�� #���)���< ����! �*)�� �;����( � ��=����� ��"*����� ���"��������=����% 
&*��!�< $��<��< ��"���&� ����������. L H��� ��*=�� #��������������� ��C���� ��#�C����  
� ��$�: 
 1 2( ) sin( ln ln ) cos( ln ln ).C x C x C x� � � � � �  (4) 
G�� &*��!�� #������� �� ���. 16 � #��$#���)���� C1 = 1 � C2 = 0. �; ��$��, =�� � $����� 
��*=�� ���������� ��)$* ���(!��� $�<�������(�� �#��$������� $��<�;� ��"���&��=����� 
��"*������. 

L �����������;% �;C� #������% ���(!� ����"��"� ���#���"����( � ������������ �������- 
 

��� ��)$* ����. �$���� � �������*�� �#����; �������;� ��*-
=�� ���#���)���� ����! [ 2 ], #����� ����"� ���#���)���� 
#��$������� �� ���. 17. �� ����������*�� ��"*����* � $�&&*��-
����� *�������� ��#� ���#����< &*��!��. �� ���. 17 #����$�-
�� #��������������� ��C���� $�&&*������"� *��������  
� #��$#���)���� C1 = 1 � C2 = 0. 

�����=�� ������&��, �#�����+/�% ������=����� ����;� 
�� ���. 10, 
 � / (��"���&��=����� &*��!�� ����$����; x) � �� 
���. 11 ($��<��� ��"���&��=����� &*��!�� ����$����; x), #�-
���;����, =�� $�� �#������ #��!���� ����������� ����! ����- 
 

���. 17. ��#���������� �*��< &*��!�� � ��"*������, #��$��������;�  
              ���#����< &*��!��< � ���#���)���� ����! ����"��"� 
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"��"� ����%�$��; ��� �����*� $�� ��$���, %���������*+/���� �����< ������<����(+. ��-
#��(������;< ����$ �;������� �����%�� ��$���<, ����%�$��;% $�� �#������ #��!���� � *�-
���������� �����=����% ��=��, ����������*+/�% #���%�$�� ��)$* ����, ����� ��/�< %����-
��� � ��)�� �;�( ��#��(����� #�� ������� ���(C������ ������=����% $���;%, ��#�����, %�-
��=����% ����!�< [ 8 ]. ��/��������� �*/���������� "�������=����% #��"�����<, �#��$���+-
/�% ���*��*�*, ���<���� � $������* ������. 	���� #��"������ �������; � !�#�;% ����!��% 
($������ ������, $������ ��<������ � �.$.). '�� H��� !�#��� ����!�� #��$�������� ����< #� 
$������� =���� �� H�������� "�������=���*+ #��"�����+, ������� �#��;������ H��#����!�-
��(��< ����������(+. D���� ���)�;� %���=����� ����!�� ��"*� �;�( �#����; ���#����< 
&*��!��< (����������, #������#�). ���+$� ���$*��, =�� #�� ������� ������=����% $���;% %�-
��=����% ����!�< ��#��(������� &*��!�����(�;% ����$���� � ����������*+/�% ������&�� 
#�������� �;����( ������* �����=����% ��=�� � �����*)��( ���$�� ����!��, �����;� $�*"�� 
�#������ �� ��"������*+���. 

'�� ������� �������� ����������� ����! ����"��"� H&&���������( �;������� �����%�� 
��$���< H���+!�� ������; �;�� #������� �� ��������#�=����% %�������������% #��!����. 
'�H���* ��)�� �)�$��( �%�)�< H&&���������� #��������� �����%�� ��$���< #�� #��������� 
������=����% �����$�����< �� *����� �����#��!�����, ��#����)$�+/�% ����������� ����! 
����"��"�.  

�������� ��+�����
 
��+�
�� ����/�!���  
�� �
����� 
�!���
� �++���� � 0������� 

��� �#��$������ �����������< &�����-%���=����"� #��!���� ����������� ����! ����"��-
"� �� ��������#�=����� *����� �;� #����$�� H��#�������, � ������� ������! �����/���  
� #������ Zetasizer Nano ZS (Malvern). L ������ �����; #������ $�� �#��$������ ������� ��-
��=����! ��)�� ����$ $�����=����"� ��������� ����� ($���� ����; ���*=���� ������ 633 ��). 
'���$ ��=���� H��#�������� � �������*+ �+���* � �#��=���� #�����=�;�� �������� �;� ��-
��� ������� (������: 3%-< ��$�;< ������� )������� � 10%-� ��$��)����� ���� MgCl2 �6H2O)  
� ����� ���=����, =���; #���� ����*$������� �������� "����!� "��� � ���$*%�� ��%�$����( �� 
�;���� 8 �� �� $�� �+���; (���. 18). '�� #����$���� H��#�������� H��< �;���� ����������*+� 
#���)���� �*=� ������ � #����� $�������� #������� 30 ���. j���� ����%* ���������( ��-
���(C�� ����=����� ���!������������"� ��$��"� �������� �������, �����;<, $�&&*�$��*�  
� "��(, �;�;��� ����������� ����=����!. ������� ���+=��� � ��=����� ���#�������: "��!��, 
#�����, ����#�����, "�*�������*+ ������*, ��"���� � �����, #�H���* ������ ����=����! #�-
��� ����������� ���$�� ����*�� $�#�������(��"� �����$������. 
������� ����������� ����=�-
���! #��*=����( �� ��������� #����$������(����� ��������< � ��=���� 3 =. 
�)$�� ��������� 
�������� #������� 3 ��� � �������� ���*�(����� ��������=����< ��������� 15 �#��"�����, 
$�����(����(+ 10—15 �. L� ����� H��#�������� �+���� �;�� ���������������� #�� ���#���-
�*�� 25 �C. 

L #��!���� ��������� ����+$��� #����$�=����� ��������� ������� =����! � #��$���% 
#������� �� 300 $� 600 ��, ��#����)$�+/���� �����"�=�;� ���������� ���!�����!�� $��-
#�����< &��;, ����=������< � ������������ � ����$���<, #��$��)����< � [ 9 ]. 

'� ���*�(����� ��������< �;�� �;$����; =��;�� ���$��, ��)$�� �� �����;% %���������*-
���� ����� ���#��$������� �������� ����=����!.  

 
 

���. 18. 
+���� � �����!�� "��� � ���!�������-
�����"� �������� ������� (����%*) #���� ����-
=���� H��#�������� (=���� 3 =). ������� ����=-
��"� !���� ����������*+� ���$��� "�$������$�  
                    ��"��� (���(!� ����"��"�) 
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���. 19. >*��!�� #�������� ���#��-
$������ ����=����! #� �������� $�� 
#����$������(�;% ���$�< ����� ��- 
                         ��=����! 

 

 
 

���. 20. ������&��; &*��!�< #�������� ���#��$������  
=����! #� �������� �� ���. 19 

 
�� "��&���% (���. 19) ��$��, =�� �� �������� �������� #��!���� ����������� ����! ����-

"��"� ����+$����� ���=����(��� ��������� �������� =����!, ������� ��#����)$����� ������-
���� &*��!�� #�������� ���#��$������ =����! #� ��������. ������(�� �*/�������;�� ����-
+��� #������������� =����! � #��!���� H��#��������, ��)�� �*$��( �� ��������� ��������� 
������&����� &*��!�< ���#��$������ #�������� =����! #� ��������.  

>*��!�� ���#��$������ =����! #� �������� � ���������% ������� �� 0 $� 3 ��� � �� 3 $� 
7 ��� (��. ���. 20, a, /) �#��;��+��� �$���< ����������(+ — ��"���&� ���#� ��������� ���-
����� =����! �� ������� =����!. G�� ����������*�� ������=����< ��$��� �"����=����"� ����� 
(��$��( P��#��!�). L ��������� �� 7 $� 17 ��� (��. ���. 20, �) ��"������*���� ����$��(��� 
���#��$������. '�� H��� ����� =���( ���#��$������ ����������*�� ����<��< ����������� — 
��"���&� ���#� ��������� �������� =����! �� ��"���&�� ������� =����!. '����� =���( ����-
$��(��"� ���#��$������ (�� ���. 20, � �;$����� #*�������) ����������*�� ����<��< ��������-
��� ��"���&�� ���#� ��������� �������� =����! �� ���$���� �������� ��)$* ���*/�� �����-
��� =����!; � &����������;� ���=����� ������� =����!; (��. ���. 20, �). ��*"��� �������, 
#����� =���( "��&��� ����������*�� ������(���* �����* $�� ���#� ��������� �������� =����!. 
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L ��������� ������� #��!���� �� 17 $� 46 ��� (��. ���. 20, �, 
) � ���#��$������ =����! #� 
�������� ����+$�+��� �� )� �����������, =�� � �� #��$;$*/�< ���$��. L�$ H��% ���#��$���-
��< #�������� �$����( #��$#���)����, =�� #�� ������� =����! ����� 280 �� #�����C�� ����� 
��%������ &����������� =����!. 

����4/���� 

���*�(����� #����$���;% �����$�����< ����+��� ���$*+/�� �;��$;. 
'������� H&&���������( ������&���!�� ����! ����"��"� (#��*=���;% � ����;% *������%) 

�� ������ ��#���������� �% #���)���� ���������(�� "�������=����< #��"������ ��� �������< 
��$��� ��%������ &����������� ���*��*�; ����! � !����. �� H��< ������ �;�������� ��#���-
"�� ���#���)���� ����!, ������� %���������*���� �����%��< &*��!�< (x, ln(x), ln(ln(x))), ��-
��+/�%�� ��"*������� ��C���� $�&&*������"� *�������� $�� �����=�;% #����$������(��-
���< ���#���)���� ����! � #�������;�� ��� ��������+/��� ������������ ��)$* ����. ��� 
#��!�����, � �����;% ���������� ��)$* ����$���� ���(!��� *�;��+�, ��"*���� #��!���� �#-
��$������� ���#����< &*��!��< x�. 

'��*=���;� ���*�(���; #������� ��"���=���*+ ����( #���)���< $�&&*������"� &����� 
� ������� ����������� �=���$��"� ���(!�, �����;� ����������*+� #���)����� ����$��% �*-
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