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В приближении Стокса выполнен анализ стационарного движения равномерно нагретой
аэрозольной частицы сферической формы в вязкой газообразной среде при условии, что
средняя температура поверхности частицы может существенно отличаться от темпе-
ратуры окружающей ее среды. С учетом зависимостей плотности газообразной среды,
вязкости и теплопроводности от температуры получено аналитическое выражение для
силы сопротивления и скорости гравитационного движения равномерно нагретой твер-
дой сферической частицы. Численно показано, что нагрев поверхности частицы суще-
ственно влияет на сопротивление и скорость гравитационного движения.
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Введение. Знание величины силы сопротивления окружающей среды движению ча-
стицы необходимо при решении многих научных и технических проблем, например при
проектировании экспериментальных установок, в которых необходимо обеспечить направ-
ленное движение частиц, при разработке методов тонкой очистки газов от аэрозольных
частиц, при анализе процесса осаждения частиц в плоскопараллельных каналах с раз-
личной температурой, а также в связи с необходимостью решения различных вопросов,
связанных с очисткой промышленных отходов от аэрозольных частиц. Известно, что силу
сопротивления можно существенно изменять, проводя целенаправленный нагрев частицы,
например в поле лазерного излучения при просветлении облаков и туманов, при горении
частиц в химически активных средах, при переносе частиц в фотопреципитаторах, когда
движение частиц происходит при значительных относительных перепадах температуры

в их окрестности. Под относительным перепадом температуры понимается разность меж-
ду температурами поверхности частицы и среды вдали от нее. Относительный перепад
температуры считается малым, если выполняется неравенство (TeS − Te∞)/Te∞ � 1, и
значительным, если (TeS − Te∞)/Te∞ ∼ 0(1) (TeS — средняя температура поверхности

частицы; Te∞ — температура газообразной среды вдали от нее). Нагретая поверхность
аэрозольной частицы оказывает существенное влияние на теплофизические характеристи-
ки окружающей газообразной среды и как следствие на величину силы сопротивления.

Задача о силе сопротивления движению нагретой твердой сферической частицы впер-
вые решена в работе [1], однако из-за неудачно выбранного метода решения уравнений
газодинамики полученные в ней результаты непригодны для использования при больших
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перепадах температуры. Кроме того, в [1] рассмотрен лишь случай линейной зависимости
теплопроводности и динамической вязкости от температуры.

Для случая, когда вязкость, теплопроводность, диффузия описываются степенными
функциями [2], аналитическое решение задачи о силе сопротивления движению нагретой
сферической частицы получено в работах [3–6], результаты которых позволяют проводить
оценки при больших перепадах температуры.

В некоторых работах при решении задач с неизотермическими течениями дополни-
тельно учитывались так называемые барнеттовские температурные напряжения [7], на-
пример, задача об обтекании сильно нагретой сферы в работе [8] решена численно, в [9] —
аналитически. Барнеттовские напряжения могут оказать значительное влияние на дви-
жение частиц при числах Маха M → 0 [8]. В настоящей работе движение частицы рас-
сматривается при достаточно малых числах Кнудсена и не очень малых числах Маха,
когда даже при относительном перепаде температуры порядка единицы температурны-
ми напряжениями можно пренебречь. Следует отметить, что решения дифференциальных
уравнений, описывающих поля скорости и давления, в виде степенных рядов, полученные
методом понижения порядка, довольно громоздки. В данной работе решение уравнений

газовой динамики находится в виде обобщенных степенных рядов, что существенно упро-
щает вычисления.

1. Постановка задачи. Рассматривается обтекание в газообразной среде равномер-
но нагретой аэрозольной частицы сферической формы при значительных относительных

перепадах температуры в ее окрестности.
До высоких температур частица может быть нагрета, например, в поле лазерного

излучения. При этом распределение температуры по поверхности частицы близко к одно-
родному, в случае если теплопроводность частицы значительно больше теплопроводности
газа или если длина волны излучения значительно больше радиуса частицы [10].

При анализе обтекания аэрозольной частицы будем полагать, что в силу малости вре-
мени тепловой релаксации системы газ— частица все процессы в ней протекают квазиста-
ционарно. Движение частицы происходит при числах Пекле и Рейнольдса, существенно
меньших единицы. Поскольку (TeS − Te∞)/Te∞ ∼ 0(1), необходимо учитывать зависимо-
сти вязкости и теплопроводности газообразной среды от температуры. В данной работе
используются степенные зависимости [2]

µe = µe∞(Te/Te∞)β, λe = λe∞(Te/Te∞)α, 0,5 6 α 6 1,0, 0,5 6 β 6 1,0,

где µe∞ = µe(Te∞); λe∞ = λe(Te∞); µe, λe — динамическая вязкость и теплопроводность

газообразной среды соответственно; Te — температура газа. По составу частица пола-
гается однородной, крупной (число Кнудсена Kn = λ/R � 0,01, где λ — средняя длина

свободного пробега молекул газа), фазовый переход на поверхности частицы отсутствует.
Радиус частиц достаточно мал, и влиянием гравитационной конвекции на распределение
температуры можно пренебречь.

В рамках принятых допущений в приближении Стокса уравнения и граничные усло-
вия для скорости Ue, давления Pe и температуры Te имеют вид [11, 12]

∂Pe

∂xk
=

∂

∂xj

[
µe

(∂Ue
k

∂xj
+

∂Ue
j

∂xk
− 2

3
δjk

∂Ue
m

∂xm

)]
+ F

(mg)
k , div (ρeUe) = 0; (1.1)

div (λe∇Te) = 0;

r = R, Ue
r = 0, Ue

θ = 0, Te = TeS ; (1.2)

r →∞, Ue → U∞er cos θ − U∞eθ sin θ, Te → Te∞, Pe → Pe∞. (1.3)

Здесь Ue
r , Ue

θ — радиальная и тангенциальная компоненты массовой скорости газа в сфе-
рической системе координат Ue; ρe — плотность газообразной среды; U∞ = |U∞|; U∞ —
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скорость набегающего потока, определяемая из условия обращения в нуль полной силы,
действующей на частицу; er, eθ — единичные векторы сферической системы координат;
F (mg) — вектор гравитационной силы (U∞ и |F (mg)| связаны таким образом, чтобы полная
сила, действующая на частицу, была равна нулю).

На поверхности частицы задаются условия прилипания для нормальной и касательной

компонент массовой скорости и условие постоянной температуры. В качестве граничных
условий на бесконечности, т. е. вдали от частицы, приняты условия (1.3). Здесь и далее
индекс e соответствует газу, индекс “∞” — физическим величинам, характеризующим
внешнюю среду в невозмущенном потоке.

2. Поля скорости и температуры. Скорость гравитационного падения ча-
стицы. Для того чтобы определить силу, действующую на равномерно нагретую аэро-
зольную частицу, и скорость ее гравитационного падения, необходимо найти распреде-
ление температуры, скорости и давления в окрестности этой частицы. Общее решение
уравнения теплопроводности, удовлетворяющее соответствующим граничным условиям,
имеет вид

te(y, θ) = te0(y) = (1 + Γ0/y)1/(1+α), (2.1)

где te = Te/Te∞; y = r/R — безразмерная радиальная координата; Γ0 = t1+α
S − 1 —

безразмерный параметр, характеризующий перепад температуры между поверхностью

частицы и областью вдали от нее; tS = TeS/Te∞. С учетом (2.1) получаем

µe = µ∞(1 + Γ0/y)β/(1+α). (2.2)

В дальнейшем соотношение (2.2) используется при нахождении полей скорости и давления
в окрестности частицы.

Вид граничных условий (1.2), (1.3) позволяет разделить переменные при решении
уравнений газовой динамики. Компоненты скорости и давления находим в виде

Ue
r (y, θ) = U∞G(y) cos θ, Ue

θ (y, θ) = −U∞g(y) sin θ, Pe(y, θ) = Pe∞ + h(y) cos θ, (2.3)

где G(r), g(r), h(r) — произвольные функции, зависящие от радиальной координаты r.
Подставив (2.2), (2.3) в уравнение Навье — Стокса и разделив переменные, получаем
соотношение

d3G

dy3
+

1

y
(4 + γ1`)

d2G

dy2
− 1

y2
(4 + γ2`− γ3`

2)
dG

dy
− 1

y3
(2− `)γ3`

2G = − D

y4tβe0
, (2.4)

где

γ1 =
1− β

1 + α
, γ2 = 2

1 + β

1 + α
, γ3 =

2 + 2α− β

(1 + α)2
, D = const, `(y) =

Γ0

y + Γ0
.

Решение уравнения (2.4) будем искать в виде обобщенного степенного ряда [13, 14].
Сначала найдем решение однородного уравнения (2.4):

d3G

dy3
+

1

y
(4 + γ1`)

d2G

dy2
− 1

y2
(4 + γ2`− γ3`

2)
dG

dy
− 1

y3
(2− `)γ3`

2G = 0. (2.5)

Для однородного уравнения (2.5) точка y = 0 является регулярной особой точкой [13].
Решение этого уравнения ищем в виде

G = yρ
∞∑

n=0

Cn`n, C0 6= 0. (2.6)
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Подставляя (2.6) в (2.5), получаем определяющее уравнение ρ(ρ + 3)(ρ − 2) = 0, корни
которого равны ρ1 = −3, ρ3 = 0, ρ2 = 2. Большему из корней соответствует решение

G1 =
1

y3

∞∑
n=0

C
(1)
n `n, C

(1)
0 = 1.

Второе решение однородного уравнения (2.5), удовлетворяющее условию конечности при
y →∞, и частное решение уравнения (2.4) ищем соответственно в виде

G3 =
∞∑

n=0

C
(3)
n `n + ω3 ln y

1

y3

∞∑
n=0
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(1)
n `n, G2 =

1

y
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n=0

C
(2)
n `n +

ω2
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ln y

∞∑
n=0

C
(1)
n `n.

Выражения для коэффициентов C
(1)
n (n > 1), C

(2)
n (n > 3), C

(3)
n (n > 4), найденных

методом неопределенных коэффициентов, имеют вид
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(1)
n−1 −

− [(n− 1)(n− 2)(3n + 5) + 2γ1(n
2 − 4) + γ2(n− 2) + γ3(n + 3)]C

(1)
n−2 +

+ (n− 2)[(n− 1)(n− 3) + γ1(n− 3) + γ3]C
(1)
n−3

}
,

C
(2)
n =

1

(n + 1)(n + 3)(n− 2)

(
[(n− 1)(3n2 + n− 6) + γ1n(n + 1) + nγ2]C
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При вычислении коэффициентов C
(1)
n , C

(2)
n и C

(3)
n по рекуррентным формулам необходимо

учитывать, что

C
(1)
0 = 1, C

(3)
0 = 1, C

(3)
1 = 0, C

(3)
2 = γ3/4, C

(3)
3 = 1,

ω3/(2Γ
3
0) = −γ3(10 + 3γ1 + γ2)/60, C

(2)
0 = 1, C

(2)
2 = 1,
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ω2/Γ
2
0 = [(2γ1 + γ2 + 6ω0)(4 + 3γ1 + γ2)/4 + 3γ3 + 3ω0(ω0 − 1)]/15,

C
(2)
1 = −(2γ1 + γ2 + 6ω0)/8, ω0 = β/(1 + α).

Функция g(y), входящая в выражение для Ue
θ , связана с функцией G(y) функциональ-

ным соотношением

g(y) = G(y) +
1

2
y
(dG(y)

dy
− fG(y)

) (
f =

1

te0

dte0
dy

= − `

y(1 + α)

)
,

которое следует из уравнения непрерывности (второе выражение в (1.1)) при учете зави-
симости плотности газообразной среды от температуры (ρe = 1/te0).

Таким образом, для компонент скорости имеем соотношения

Ue
r = U∞ cos θ (A1G1 + A2G2 + G3); (2.7)

Ue
θ = −U∞ sin θ (A1G4 + A2G5 + G6), (2.8)

где

G4 =
(
1 +

`

2(1 + α)

)
G1 +

1

2
yG′

1, G5 =
(
1 +

`

2(1 + α)

)
G2 +

1

2
yG′

2,

G6 =
(
1 +

`

2(1 + α)

)
G3 +

1

2
yG′

3,

G′
1, G′

2, G′
3 — первые производные по y соответствующих функций G1, G2, G3.

Постоянные интегрирования A1, A2 определяются при подстановке выражений (2.7),
(2.8) в соответствующие граничные условия на поверхности частицы. Действующую на
частицу силу найдем путем интегрирования тензора напряжений по ее поверхности [12]:

Fµ =

∫
S

(−Pe cos θ + σrr cos θ − σrθ sin θ)r2 sin θ dθ dϕ nz.

Здесь σrr = 2µe ∂Ue
r /∂r, σrθ = µe(∂Ue

θ/∂r + (1/r) ∂Ue
r /∂θ − Ue

θ/r) — компоненты тензора

напряжений в сферической системе координат [12]; nz — единичный вектор, направленный
вдоль оси Oz в декартовой системе координат.

С учетом приведенных соотношений получаем

Fµ = 6πRµe∞fµU∞nz, (2.9)

где fµ = 2N2/(3N1); N1

∣∣
y=1

= G1G
′
2 −G2G

′
1; N2

∣∣
y=1

= G1G
′
3 −G3G

′
1.

Сферическая частица, падающая в вязкой среде под действием силы тяжести, начи-
нает двигаться с постоянной скоростью, при которой действие силы тяжести уравнове-
шивается гидродинамическими силами. С учетом выталкивающей силы сила тяжести,
действующая на частицу, равна

F = (ρp − ρe)g(4/3)πR3nz (2.10)

(g — ускорение свободного падения; индекс p соответствует частице).
Приравнивая выражения (2.9) и (2.10), получаем выражение для скорости гравитаци-

онного движения равномерно нагретой сферической частицы (аналог формулы Стокса):

Ue = hµnz, hµ =
2

9
R2 ρp − ρe

µe∞fµ
g. (2.11)

Таким образом, соотношения (2.9), (2.11) позволяют оценивать силу, действующую на
равномерно нагретую сферу, и скорость гравитационного движения этой сферы с учетом
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Зависимости f∗ (а) и h (б) от средней температуры поверхности TeS при Te∞ =
0 ◦C, Pe = 1 атм и различных значениях параметров α, β:
1 — α = β = 0,5; 2 — α = β = 0,7; 3 — α = β = 1,0

зависимостей плотности газообразной среды, вязкости и теплопроводности от температу-
ры при произвольных перепадах температуры между поверхностью частицы и областью

вдали от нее.
В случае, когда нагрев поверхности частицы достаточно мал, т. е. средняя температу-

ра поверхности частицы незначительно отличается от температуры окружающей среды

вдали от нее (` → 0), зависимостями плотности, вязкости и теплопроводности от темпе-
ратуры можно пренебречь. Тогда G1 = 1, G′

1 = −3, G2 = 1, G′
2 = −1, G3 = 1, G′

3 = 0,
N1 = 2, N2 = 3. В этом случае соотношения (2.9), (2.11) переходят в известные выражения
Стокса для сферы [11].

На рисунке приведены зависимости f∗ = fµ/fµ

∣∣
Te∞

и h = hµ/hµ

∣∣
Te∞

от средней тем-
пературы поверхности TeS для частицы глинозема радиусом R = 5 мкм, движущейся в
воздухе при Te∞ = 0 ◦C, Pe = 1 атм. Видно, что нагрев поверхности частицы существенно
влияет на скорость ее гравитационного движения и силу сопротивления окружающей сре-
ды. Полученные теоретические выводы подтверждаются и экспериментальными данными
(см., например, [15]).

Таким образом, с учетом зависимостей плотности газообразной среды, вязкости и
теплопроводности от температуры получены выражения, обобщающие формулу Стокса
на случай стационарного движения равномерно нагретой твердой сферической частицы в

неизотермической газообразной среде в поле силы тяжести при произвольных перепадах

температуры между поверхностью частицы и областью вдали от нее.
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