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Рассматривается стационарная задача о захваченных уединенных волнах в сверхкрити-
ческих течениях стратифицированной жидкости над неровным дном. Для пологих пре-
пятствий малой амплитуды построено семейство приближенных двухпараметрических
решений, которые в пределе при нулевом значении высоты препятствия соответствуют
внутренним уединенным волнам. Численно показано, что количество приближенных
решений существенно зависит от формы дна.
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Введение. Стационарные внутренние волны в стратифицированных течениях над

неровным дном активно исследуются в контексте приложений в метеорологии и океаноло-
гии [1–3]. Основной математической моделью, используемой для описания стратифициро-
ванных течений, являются двумерные уравнения Эйлера для несжимаемой неоднородной
жидкости. Различаются два режима течения, которые зависят от сверхкритичности или
докритичности набегающего потока. В докритическом режиме известен такой тип тече-
ния, как стационарная конфигурация в виде присоединенного цуга волн с периодической
асимптотикой вниз по потоку [4]. В сверхкритических режимах волновые структуры фор-
мируются в окрестности препятствия [5]. В этом случае при обтекании ровного дна одним
из возможных решений является равномерный поток, от которого ответвляется семейство
вторичных решений типа уединенных волн [6, 7].

В случае неровного дна неединственность решений сохраняется: одно решение являет-
ся возмущением равномерного потока, другие соответствуют возмущенным уединенным
волнам, известным как захваченные уединенные волны. Существование точного реше-
ния уравнений Эйлера, описывающего захваченную поверхностную уединенную волну над
симметричным препятствием, доказано в [8]. Обтекание комбинированного препятствия
рассматривалось в работе [9], в которой построены численные решения в виде несколь-
ких уединенных волн, захваченных одновременно. В работе [10] асимптотическое решение
уравнений Эйлера построено и проанализировано с помощью метода функции Мельни-
кова [11], корни которой соответствуют потенциальным точкам захвата поверхностных
уединенных волн над несимметричным препятствием.

В настоящей работе строятся асимптотические решения, описывающие внутренние
уединенные волны главной моды, захваченные комбинированным препятствием. Исход-
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Рис. 1. Схема стратифицированного течения

ной математической моделью является краевая задача для уравнения Дюбрей-Жакотен—
Лонга [12], эквивалентного уравнениям Эйлера в случае неоднородной жидкости. Исполь-
зуется двухпараметрическое разложение, которое предложено в работе [8] при исследова-
нии стационарных течений однородной жидкости над симметричным препятствием, а в
дальнейшем применено для случая более сложной формы дна в [10].

1. Постановка задачи. Рассматриваются двумерные стационарные течения неод-
нородной несжимаемой жидкости в слое конечной толщины над неровным дном. Исходной
математической моделью является система уравнений Эйлера

ρ(uux + vuy) + px = 0, ρ(uvx + vvy) + py = −gρ,
ux + vy = 0, uρx + vρy = 0,

(1)

где u, v — компоненты вектора скорости; ρ — плотность жидкости; p — давление; g —
ускорение свободного падения (рис. 1). Полагается, что на большой высоте течение близко
к равномерному, поэтому область течения ограничена сверху жесткой крышкой y = H.
Неровность дна, определяемая гладкой кривой y = b(x), представляет собой систему пре-
пятствий, возвышающихся над уровнем y = 0. Известно [12], что при введении функции то-
ка ψ для поля скоростей u = ψy, v = −ψx функция плотности имеет вид ρ = ρ(ψ), а исход-
ная система (1) после исключения давления p сводится к уравнению Дюбрей-Жакотен —
Лонга

ψxx + ψyy +
ρ′(ψ)

ρ(ψ)

(
gy − gψ

U
+

1

2
(|∇ψ|2 − U2)

)
= 0 (2)

с граничными условиями непротекания на дне и крышке

ψ = 0
∣∣
y=b(x)

, ψ = UH
∣∣
y=H

. (3)

Константа U является скоростью потока при x → −∞, что подразумевает также отсут-
ствие возмущений вверх по течению:

ψ → Uy (x→ −∞). (4)

Дополнительно полагается, что набегающий поток имеет экспоненциальное распределение

по плотности ρ∞(y) = e−N
2y/g с постоянной частотой плавучести N .

Основными безразмерными константами данной задачи являются параметр Буссине-
ска σ = N2H/g и квадрат обратного денситометрического (плотностного) числа Фруда
λ = σgH/U2. Величина σ задает угол наклона профиля плотности экспоненциально стра-
тифицированной жидкости в состоянии покоя. Параметр λ является мерой до- или сверх-
критичности набегающего потока. Таким образом, течение является сверхкритическим
при

λ < λ0 = σ2/4 + π2, (5)
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в противоположном случае поток является докритическим. Заметим, что справедливо ра-
венство

√
λ = Lo, где Lo = NH/U — безразмерная величина, известная как число Лонга.

В настоящей работе в качестве естественных малых параметров используются длинно-
волновый параметр ε = H2/L2, определяющий длину волны L, и безразмерная высота
препятствия

a =
d

H
, d = max

−∞<x<∞
|b(x)|,

характеризующая малость высоты препятствия d по отношению к толщине слоя жидко-
сти H. Выбирая константу U в качестве масштаба скорости жидкости, постоянную L —
в качестве горизонтальной шкалы, a величину H — в качестве масштаба слоя жидкости,
введем безразмерные переменные

x = Lx̄, y = Hȳ, ψ = UHψ̄.

В этих переменных уравнение, определяющее форму дна, записывается в виде ȳ = ab̄(x̄),
а функция, задающая профиль плотности невозмущенного течения, принимает безразмер-
ный вид ρ∞/ρ0 = e−σx̄. Опуская черту, уравнения (2)–(4) преобразуем к виду

εψxx + ψyy + λ(ψ − y) = σ(εψ2
x + ψ2

y − 1)/2,

ψ = 0
∣∣
y=ab(x)

, ψ = 1
∣∣
y=1

, ψ(x, y)→ y, x→ −∞.
(6)

Построение решения в переменных x, y осложняется тем, что первое граничное усло-
вие задается на криволинейной границе b(x). Рассмотрим полулагранжевы независимые
переменные Мизеса x, ψ, в которых область течения преобразуется в прямолинейную по-
лосу R × [0, 1], а искомая форма линий тока определяется в виде y = Y (x, ψ). Тогда про-
изводные относительно независимых переменных после преобразования (x, y) → (x, ψ)
изменяются следующим образом:

∂

∂x
→ ∂

∂x
− Yx
Yψ

∂

∂ψ
,

∂

∂y
→ 1

Yψ

∂

∂ψ
.

Например, первые производные неизвестных функций ψ(x, y), Y (x, ψ) связаны соотноше-
ниями

ψx = −Yx
Yψ
, ψy =

1

Yψ
.

Таким образом, уравнение задачи (6) можно записать в виде

− ∂

∂x

εYx
Yψ

+
1

2

∂

∂ψ

1 + εY 2
x

Y 2
ψ

+ λ(ψ − Y ) =
σ

2

(1 + εY 2
x

Y 2
ψ

− 1
)

(7)

с граничными условиями на дне и крышке

Y (x, 0) = ab(x), Y (x, 1) = 1. (8)

В новых переменных условие равномерности набегающего потока определяется соотноше-
нием

Y (x, ψ)→ ψ, x→ ±∞. (9)

Заметим, что уравнение (7) имеет более сложную структуру по сравнению с приведенными
выше уравнениями. Однако, поскольку граничное условие на дне (8) задается на прямой
ψ = 0, процедура построения приближенного решения существенно упрощается.
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2. Асимптотическое решение. Построим приближенное решение краевой задачи
(7)–(9), которое совпадает c решением типа уединенной волны при a→ 0. Пусть течение
является слабосверхкритическим и выполняется неравенство

λ = λ0 − ε

(параметр λ0 определен в (5)). Будем полагать, что безразмерная высота препятствия
a является достаточно малой и определяется выражением a = ε2δ, при этом в дальней-
шем величина δ используется в качестве нового малого параметра вместо a. Эта гипотеза
впервые использовалась в работе [8] для построения захваченной уединенной волны над
симметричным дном в случае течений однородной жидкости, а в работе [10] — для по-
строения поверхностных уединенных волн, захваченных над произвольным гладким дном.

Представим искомое решение Y в виде ряда по степеням ε и δ:

Y (x, ψ) = ψ +
∞∑
k=1

∞∑
l=0

εkδlykl(x, ψ). (10)

В настоящей работе сходимость данного ряда не исследуется. Для качественного анализа
картины течения будет построено лишь два члена главных порядков ε и εδ. Подставляя
ряд (10) в краевую задачу (7)–(9), получаем цепочку уравнений для последовательных
приближений

ykj,ψψ − σykj,ψ + λcrykj = fkj ; (11)

ykj(x, 0) = bkj , ykj,ψ(x, 1) = 0 (12)

с соответствующими условиями на бесконечности

ykl → 0, x→ ±∞. (13)

Заметим, что член b21 равен b(x), а для любых других значений k, l имеем bkj = 0. Пра-
вые части уравнений (11)–(13), необходимые для построения асимптотического решения,
имеют вид

f10 = f11 = f12 = 0,

f20 = −y10xx − y10 + 3y10ψψy10ψ − (3σ/2)y2
10ψ,

f21 = −y10xx − y10 + 3(y10ψy11ψ)ψ − 3σy10ψy11ψ,

f22 = −y10xx − y10 + 3(y10ψψy12ψ)ψ + 3y11ψψy11ψ − (3σ/2)(2y10ψy12ψ + y2
11).

Однородное уравнение (11) с нулевой правой частью и нулевыми граничными условиями

допускает решение вида y(x, ψ) = τ(x) eσψ/2 sin πψ, где функция τ(x) является произволь-
ной. Отсюда находим необходимые условия для ненулевых правых частей, которые можно
получить, умножив (11) на e−σψ/2 sin πψ и проинтегрировав полученное уравнение по ψ
от 0 до 1. Тогда с учетом граничных условий (12) получаем

πbkl =

1∫
0

e−σz/2 sin (πz) fkl dz, k, l = 1, 2, 3, . . . , (14)

а из (11), (12) при k = 1, j = 0, 1, 2 находим

y1j(x, ψ) = τj(x)ψ, j = 0, 1, 2.
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Здесь функции τ0, τ1, τ2 являются дополнительными неизвестными. Для определения τ0
необходимо рассмотреть условие разрешимости (14) при k = 2, l = 0, включающее функ-
цию f20, зависящую только от y10. В результате получаем известное стационарное урав-
нение Кортевега — де Фриза

τ0xx − τ0 + β(σ)τ2
0 = 0, (15)

в котором коэффициент β(σ) определяется формулой

β(σ) = σ
12π3(1 + eσ/2)

36π2 + σ2
.

Решением уравнения (15), удовлетворяющим условиям на бесконечности (13), является
функция

τ0(x; c0) =
3

2β(σ)
sech2 x− c0

2
, (16)

где постоянная c0 характеризует положение захваченной уединенной волны. В случае ров-
ного дна этот параметр может быть выбран произвольным образом, поскольку исходные
уравнения допускают группу сдвига по x при b(x) ≡ 0. Однако в случае течений над
неровным дном имеется зависимость между параметром c0 и функцией b(x). Заметим так-
же, что в отсутствие стратификации (σ = 0) β = 0 и функция τ0 принимает бесконечное
значение. Следовательно, предложенное разложение (10) справедливо только при значени-
ях σ, не принадлежащих окрестности нуля. В случае слабостратифицированной жидкости
необходимо рассматривать асимптотику решения, которая использовалась для изучения
распространения уединенных волн над ровным дном в работе [13]. Рассмотрим условие
(14) с k = 2, l = 1, для того чтобы определить функцию τ1. Получаем линейное неодно-
родное уравнение

τ1xx +
(
2β(σ)τ0 − 1

)
τ1 = −2πb(x) (17)

с условиями затухания

τ1(x)→ 0, x→ ±∞. (18)

Поскольку уравнение (17) является линейным, точное решение можно построить с помо-
щью метода вариации произвольной постоянной. Для этого необходимо найти два незави-
симых решения однородного уравнения (17) с нулевой правой частью. Заметим, что левую
часть уравнения (17) можно получить при линеаризации уравнения (15) на решении τ0.
Тогда одно из решений определяется функцией

τ ′0(x; c0) =
3

2β(σ)
th
x− c0

2
sech2x− c0

2
,

после чего второе независимое решение строится с помощью формулы Лиувилля — Ост-
роградского и имеет вид

r0(x; c0) = τ ′0(x; c0)
4β2(σ)

9

(15

8
ξ + sh ξ +

1

16
sh 2ξ − 2 cth

1

2
ξ
)∣∣∣
ξ=x−c0

.

Функция r0(x; c0) имеет экспоненциальный порядок роста r0 ∼ C e|x−c0| при x → ±∞ и

является нечетной относительно x = c0. Первое решение τ
′
0(x; c0), наоборот, является сим-

метричным относительно x = c0, а также удовлетворяет условиям на бесконечности (18),

так как τ ′0 ∼ C e−|x−c0| при x → ±∞. Последнее замечание имеет большое значение,
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поскольку накладывает дополнительные условия на правую часть уравнения (17). Дей-
ствительно, умножая (17) на τ ′0, интегрируя полученное уравнение от x = −∞ до x = ∞
и используя граничные условия (18), получаем соотношение

µ(c0; b) :=

∞∫
−∞

b(s)τ ′0(s; c0) ds = 0 (19)

(отображение µ — функция Мельникова [11]). Условие (19) устанавливает связь между
формой дна и неизвестным расположением уединенной волны x = c0. Очевидно, что при
c0 = 0 это условие выполняется автоматически для уединенной волны, захваченной непо-
средственно над симметричным препятствием. Однако в случае несимметричного дна это
условие также выполняется для некоторых c0. Таким образом, в случае если (19) удовле-
творяется для некоторого c0, решение τ1, затухающее при |x| → ∞, можно представить в
виде

τ1(x) = k1τ
′
0(x; c0) + Γb(x; c0), (20)

где оператор Грина Γ определяется формулой

Γb(x; c0) = 2πτ ′0(x; c0)

x∫
c0

r0(s; c0)b(s) ds+ 2πr0(x; c0)

∞∫
x

τ ′0(s; c0)b(s) ds, (21)

а константа k1 будет определена далее из условия совместности, возникающего при рас-
смотрении уравнения следующего порядка. Заметим, что в общем случае решение Γb мо-
жет быть неограниченным. Чтобы этого избежать, будем полагать, что функция b(x) экс-
поненциально убывает при |x| → ∞. Тогда все члены в (21) ограничены, и определение
τ1 является корректным. Для того чтобы найти k1, рассмотрим соотношение (14) с k = 2,
l = 2, из которого следует линейное неоднородное уравнение

τ2xx + (2β(σ)τ0 − 1)τ2 = −β(σ)(Γb+ k1τ
′
0)

2, (22)

эквивалентное уравнению (17). Таким образом, члены в правой части уравнения (22) долж-
ны удовлетворять аналогичному условию совместности

∞∫
−∞

(
Γb(s; c0) + k1τ

′
0(s; c0)

)2
τ ′0(s; c0) ds = 0,

из которого следует выражение для k1:

k1 = −
∞∫

−∞

τ ′0(s; c0)
(
Γb(s; c0)v

)2
ds

/
2

∞∫
−∞

τ ′20 (s; c0)Γb(s; c0) ds. (23)

Заметим, что константа k1 конечна только в случае, когда знаменатель не обращается
в нуль. Однако, используя свойства оператора Γ и собственной функции τ0, знаменатель
в (23) можно преобразовать следующим образом:

∞∫
−∞

τ ′20 (s; c0) Γb(s; c0) ds =
π

β(σ)

∞∫
−∞

τ ′′0 (s; c0)b(s) ds = − π

β(σ)

∂µ(c; b)

∂c

∣∣∣
c=c0

(функция Мельникова µ определена в (19)). Тогда полученный выше аналитический ре-
зультат можно сформулировать в виде следующей леммы.
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Лемма. Пусть набегающий поток является слабосверхкритическим, так что па-
раметр λ < λcr определен в виде λ = σ2/4 + π2 − ε, где длинноволновый параметр ε яв-
ляется малым. Предположим, что выражение для безразмерной высоты препятствия
имеет вид a = δε2, где величина δ > 0 также полагается малой. Допустим, что функ-
ция b(x), задающая форму дна, является достаточно гладкой и имеет асимптотику
b(x) ∼ C e−α|x|, α > 0 при x → ±∞. Тогда если существует корень c0 функции Мельни-
кова µ из (19), такой что

µ(c0; b) = 0,
∂µ(c; b)

∂c

∣∣∣
c=c0

6= 0, (24)

краевая задача (7)–(9) имеет приближенное решение типа внутренней уединенной волны
Y (x, ψ; c0), линии тока в которой имеют форму

Y (x, ψ; c0) = ψ + ε eσψ/2
(
τ0(x; c0) + δτ1(x; c0)

)
sin πψ, (25)

функции τ0, τ1 определены формулами (16), (20) с константой

k1 =
β(σ)

2πµ′c(c0; b)

∞∫
−∞

τ ′0(s; c0)
(
Γb(x; c0)

)2
ds.

Таким образом, простые корни функции Мельникова µ(c; b) соответствуют потенци-
альным точкам захвата внутренних уединенных волн в стратифицированной жидкости

над неровным дном.
Задача (7)–(9) допускает также приближенное решение, соответствующее практи-

чески гидростатическому возмущению равномерного потока при обтекании дна. Данное
асимптотическое решение имеет вид

Y∗(x, ψ) = ψ + εδτ∗(x) eσψ/2 sin πψ, τ∗(x) = π

∞∫
−∞

e−|x−s| b(s) ds. (26)

Существование решения (26) не зависит от условий вида (24), а поэтому, в случае если
функция b имеет экспоненциальный порядок убывания при |x| → ∞, определение (26) за-
дает ограниченную функцию. Согласно формулам (25), (26) донные возмущения в толще
стратифицированного потока достигают порядка εδ, что существенно больше характер-
ной амплитуды препятствий ε2δ. Это обусловлено тем, что течение является близким к
критическому [1].

3. Примеры захваченных внутренних волн. Проанализируем асимптотические
решения, заданные формулой (25). Для вычисления несобственных интегралов в Γb исполь-
зуется метод трапеций, а для нахождения простых корней функции Мельникова (19) —
метод Ньютона. Кроме того, для сравнения приводятся конфигурации течения, опреде-
ленные с помощью формулы (26) и характеризующие практически гидростатическое (без-
волновое) обтекание препятствия. Во всех расчетах рассматривается сверхкритический
набегающий поток, такой что λ = σ2/4 + π2 − ε, в предположении σ = 0,6, ε = 0,07.
Величина a, характеризующая безразмерную высоту препятствия, полагается малой, и
выражение для нее имеет вид a = ε2δ (дополнительный параметр δ принимается равным
δ = 0,1).

В простейшем случае, когда симметричная форма дна задается соотношением

b(x) = sech4 (x/2),

функция Мельникова µ имеет единственный простой корень c0 = 0 (рис. 2,a). В этом

случае асимптотическое решение имеет явный вид

Y (x, ψ) = ε eσψ/2 sin πψ
( 3

2β(σ)
− 4π

3
δ
)
sech2 x

2
. (27)
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Рис. 2. Стратифицированные течения над одиночным препятствием:
а — корни функции Мельникова, б — внутренняя уединенная волна, в — решение (26),
соответствующее практически гидростатическому обтеканию, г, д — форма дна

Решение (27) описывает симметричное стационарное течение (рис. 2,б). Форма дна вно-
сит отрицательный вклад в рассматриваемую захваченную волну: чем больше высота
препятствия, тем меньше амплитуда уединенной волны. Этот факт хорошо согласуется
с известным гидродинамическим эффектом, заключающимся в том, что локальное ден-
ситометрическое число Фруда уменьшается по мере увеличения локальной высоты пре-
пятствия [1]. Решение (26), соответствующее практически гидростатическому обтеканию
неровного дна, представлено на рис. 2,в.

При обтекании нескольких препятствий уединенная волна может располагаться меж-
ду отдельными возвышенностями. Рассмотрим случай, когда дно представляет собой три
препятствия различной формы и высоты:

b(x) = 0,8sech3(x+ 9) + 0,6 ch2 x+ sech5 ((x− 7)/3). (28)

В этом случае функция Мельникова имеет пять простых корней (рис. 3,a). Величины c1,
c3, c5 соответствуют внутренним уединенным волнам, захваченным непосредственно над
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Рис. 3. Стратифицированные течения над комбинированным препятствием:
а — корни функции Мельникова, б — внутренняя уединенная волна, в — решение (26),
соответствующее практически гидростатическому обтеканию, г, д — форма дна
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препятствиями. Другие два корня c2, c4 характеризуют стационарные уединенные волны,
расположенные между возвышенностями. На рис. 3,б показана внутренняя уединенная
волна, захваченная между первым и вторым препятствиями в точке x = c2. На рис. 3,в
представлена картина течения, соответствующая случаю, когда стационарные уединен-
ные волны отсутствуют (см. (26)), а стратифицированный поток практически повторяет
форму дна. На рис. 3,б,в видно, что в области захвата уединенной волны имеются зна-
чительные возмущения внутри слоя стратифицированной жидкости, в то время как ниже
по потоку течение с захваченной волной практически повторяет гидростатическое обте-
кание. Рассмотренный случай показывает, каким образом усложнение формы дна может
привести к увеличению количества существенно различающихся асимптотических реше-
ний типа уединенной волны для уравнения Дюбрей-Жакотен — Лонга.

Следует отметить, что в последнее время задача о захваченных уединенных поверх-
ностных волнах интенсивно изучалась в рамках приближенной модели, использующей
уравнение Кортевега — де Фриза с неоднородной правой частью, моделирующей дон-
ное препятствие [14]. В частности, установлено, что положение уединенной волны ока-
зывает существенное влияние на устойчивость этих волн. Для симметричного течения,
когда одиночное препятствие задано функцией типа sech4, неустойчивость захваченной
уединенной волны исследовалась аналитически с использованием уравнения Кортевега —
де Фриза [15]. В работах [16, 17] численно показано, что решение типа уединенной волны,
расположенной между препятствиями, обладает временной устойчивостью относитель-
но нестационарных возмущений. Устойчивость захвата бегущего солитона Кортевега —
де Фриза после его взаимодействия с внешним источником возмущений исследовалась в ра-
ботах [18, 19].

Заключение. В работе исследована стационарная задача о внутренних уединен-
ных волнах, захваченных над последовательностью пологих препятствий малой амплиту-
ды. Построены семейства асимптотических решений уравнений Эйлера для несжимаемой
неоднородной жидкости, учитывающих члены четвертого порядка малости по параметрам
дисперсии и высоты препятствия. Указанные ограничения по высоте и крутизне являют-
ся существенными, поскольку эти факторы обеспечивают одинаковый порядок у членов,
отвечающих за нелинейную дисперсию и гидравлические эффекты. Условия существова-
ния захваченных волн сформулированы в терминах функции Мельникова, простые корни
которой соответствуют потенциальным точкам захвата внутренних уединенных волн над

препятствием. Численно показано, что при более сложной форме дна количество корней
функций Мельникова может увеличиваться, вследствие чего возникают дополнительные
волновые конфигурации.
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