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Методами математического моделирования проведен численный расчет влияния различных видов не-
прозрачных подложек на таяние льда. Показано, что при поддержании постоянной низкой температуры левой 
границы теплопроводящей подложки таяние льда не зависит от ее теплофизических свойств. Найдено поро-
говое значение теплофизических свойств, ниже которого зависимость от подложки необходимо учитывать.  
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Введение 

Лед — распространенное в природе вещество. Прикладное применение льда обус-
ловлено свойствами, проявляющимися при его взаимодействии с разными материалами 
через поток тепла теплопроводностью, конвекцией и излучением. В работах [1, 2] было 
показано сильное влияние материала подложек на таяние льда. В исследовании [3] прово-
дились эксперименты в климатической камере, где левая граница подложки поддержива-
лась при постоянной низкой температуре, и эта температура являлась начальным условием 
для постановки задачи в расчетных работах [4 – 6]. В исследовании [7] для установления 
температуры примыкания подложки ко льду использовалось решение для полуограничен-
ного тела с заданным на границе тепловым потоком. В работах [5, 6] для упрощения по-
становки задачи и снижения затрат на расчеты авторы отказались от рассмотрения под-
ложки, исходя из предположения отсутствия потока тепла от нее, и тем не менее было по-
лучено удовлетворительное согласование с опытными данными [3].  

Целью настоящей работы является математическое моделирование системы «под-
ложка – лед», рассмотренной в работе [3], а также модельные расчеты подложек с раз-
личными теплофизическими параметрами.  

* Исследования выполнены в рамках государственного задания ИТ СО РАН 121031800219-2. 
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Постановка задачи 

В геометрическом смысле постановка задачи системы «подложка – лед» подобна 
приведенной в работе [4] схеме (см. рис. 1). В климатической камере с постоянной тем-
пературой T∞  на вертикальной подложке толщиной 1L  по нормали к падающему потоку 
излучения от источника с температурой нити накаливания 3200 K и с постоянным падаю-
щим потоком *Eν  закреплен слой анизотропно рассеивающего свет плоского слоя льда 

с начальной толщиной 2.L  Свет рассеивается от пузырьков воздуха со средним радиу-

сом b ,r  равномерно распределенных по объему с долей fV. Спектральный состав излуче-
ния аналогичен изученному в работе [6], значения приведены в таблице. Отметим, что 
в представленной работе, так же как в исследовании [3], левая граница подложки под-
держивается при постоянной температуре sub ,T  в отличие от работ [1, 2].  

Предполагается, что поверхности льда диффузно поглощают, отражают и пропус-
кают излучение таким образом, что 1,i i iA R D+ + =  где ,iA  iR  и iD  — полусферичес-
кие поглощательные, отражательные и пропускательные способности соответственно. 
Также на поверхности выполняется условие ,i iA ε=  где iε  — степень черноты поверх-
ности, индекс i = 1, 2 относится к левой и правой сторонам льда соответственно. 

Решение задачи проводится в два этапа. На первом этапе рассматривается нагрев 
за счет поглощения и рассеяния падающего излучения плоским слоем льда до достиже-
ния правой облучаемой границей последнего температуры таяния f .T  Далее начинается 

второй этап, в котором температура правой границы фиксирована: f( ( ), ) .T L t t T=  Таким 
образом, в этой точке начинается таяние льда и выполняется условие Стефана. Образу-
ющаяся на поверхности вода стекает под действием силы тяготения, оставляя за собой 
тонкую пленку воды с температурой fil ,T  превышающей температуру f .T  Будем пред-
полагать, что толщина пленки пренебрежимо мала по сравнению с толщиной слоя льда, 
тогда перепадом температуры в ней можно пренебречь, считая её изотермичной. Таким об-
разом, наличие пленки воды может быть 
учтено с помощью условия на межфаз-
ной границе в рамках однофазной задачи 
Стефана.  

Нестационарные уравнения энер-
гии для непрозрачной подложки 1( , )T z t  

и плоского слоя льда 2 ( , )T x t  записыва-
ются следующим образом [4]: 

 
 

 

Рис. 1. Геометрическая схема задачи. 

Та б лица  
Спектральные характеристики льда и источника излучения 

j νj , 1014 Гц λj , мкм ,α j  м–1 *,jE  Вт/м2 

1 9,09 – 2,02 0,33 – 1,2 0,01 2073 
2 2,02 – 1,18 1,2 – ∞ 1 1883 
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здесь h — коэффициент теплоотдачи, ( ) ( )* 4 4
2 2 2 0es, 2r , ( , ) ,ε σ+

∞
 = + − − E A E x t E T x t T  

0σ  — постоянная Стефана–Больцмана. Уравнения (1) и (2) дополняются начальным усло-

вием: 1 2 sub( , 0) ( , 0) .= =T z T x T  
На втором этапе граничные условия (2) для подложки и левой поверхности льда 

не меняются, температура облучаемой поверхности льда фиксирована: 2 f( , ) ,T x t T=  а гра-
ничное условие правой поверхности трансформируется в условие Стефана с учетом об-
разующейся пленки воды:  
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вого перехода.  
Входящие в уравнения (1) – (3) плотности результирующих радиационных потоков 

излучения E±  и ( )ν
+ −= −∑ j j

j
E E E  (здесь j — номер спектральной полосы) определя-

ются из решения уравнения переноса излучения в плоском слое излучающей, поглощаю-
щей и рассеивающей среды с известным распределением температур по слою. Расчет 
переноса излучения проводится с использованием простого, но достаточно точного мо-
дифицированного метода средних потоков [7, 8]. Согласно этому подходу, интегродиф-
ференциальное уравнение переноса излучения 
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сводится к системе двух дифференциальных уравнений для плоского слоя полупро-
зрачной поглощающей и рассеивающей среды. Дифференциальный аналог уравнения 
переноса для полусферических потоков ±

jE  с учетом рассеяния излучения записывается 

как [7]  

( ) ( )( ) ( )
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Здесь Bj — функция Планка, ,tr tr ,trω β κ=j j  — транспортное альбедо однократного рас-

сеяния, n — показатель преломления среды, n* — показатель преломления окружающего 
воздуха, β tr — транспортный коэффициент рассеяния, ,tr trκ β α= +j j  — транспортный 

коэффициент ослабления, αj — коэффициент поглощения, ,tr ,tr ( )τ κ=j j L t  — оптическая 

толщина. Значения коэффициентов ,m±  l±  определяются из рекуррентного соотноше-
ния, полученного с помощью формального решения уравнения переноса излучения [8].  

Анизотропное рассеяние решается простым и эффективным методом транспортно-
го приближения. Соотношение для рассеивающих сферических частиц, приведенное 
в работах [9, 10] и также использованное в [6], имеет следующий вид:  

( )tr b0,675 1 .Vn f rβ = −                                                  (6) 

Уравнение (1) с граничными условиями (2), (3) и уравнение (4) с граничными усло-
виями (5) с учетом (6) приводятся к безразмерному виду аналогично тому, как это было 
сделано в работе [4]. Решение комбинированной задачи сводится к определению дина-
мики таяния льда и роста температуры его необлучаемой поверхности, представляющей 
собой плоский слой селективно поглощающей, излучающей и рассеивающей среды.  

Анализ полученных результатов 

Ниже приводится анализ результатов численного расчета системы «подложка –
лед» для физических параметров: толщина подложки 1L = 0,015 м, начальная толщина 
льда 2L = 0,045 м, температура левой границы подложки и начальная температура льда 

subT = 260 K, постоянная температура атмосферы внутри камеры и температура таяния 
льда fT T∞ = = 273 K, температура пленки воды filT = 277 K, постоянная плотность па-

дающего потока излучения *Eν = 4649 Вт/м2 [3]. Теплофизические свойства бакелитовой 

подложки и льда следующие: теплопроводность 1λ = 0,232 Вт/(м⋅K), 2λ = 1,87 Вт/(м⋅K); 

температуропроводность 7
1 1,1 10a −⋅=  м2/с, 7

2 9,3 10a −⋅= м2/с; скрытая теплота фазового 
перехода γ = 335 кДж/кг. Оптические параметры льда имеют значения: показатель пре-
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ломления льда 1,31n =  (для воздуха *n = 1), коэффициенты отражения 1R = 0,96 и 

2 21 ,R ε= −  степень черноты левой границы 1 11 .Rε = −  Соотношение для рассеяния 

bVf r = 10 м-1. Спектральные характеристики льда и источника излучения представлены 
в таблице.  

При решении задачи варьировались следующие параметры: коэффициент теплоот-
дачи h, степень черноты облучаемой поверхности льда 2 ,ε  отношения теплопроводнос-

тей подложки и льда 1 2λ λΛ =  и температу по проводности 1 2 .Α = a a  На первом этапе 

принималось h = 9 Вт/(м2⋅K), 2ε = 0,31, на втором этапе — h = 90 Вт/(м2⋅K), 2ε = 0,99. 
Эти значения были получены в  ходе численного эксперимента.  

На рис. 2 приведены для сравнения данные по динамике таяния льда 2 ( )L t  на под-

ложках из бакелита ( 0,1),Λ = Α ≈  модельных подложках (A = Λ = 0,01, 1, 100), а также 
экспериментальные результаты [3] и данные работы [6] без учета подложки. Видно, что 
практически все зависимости совпадают и удовлетворительно согласуются с экспери-
ментальными данными, следовательно можно предположить, что темп таяния не зависит 
от теплофизических параметров подложки.  

Рост температуры левой необлучаемой границы 2 (0, ),T t  представленной на рис. 3, 
имеет расхождение при малых значениях A и Λ (0,01 и 0,1) и одинаков для более 
теплопроводящих подложек. При A = Λ = 0,01 температура достигает положительного 
значения на 13-й минуте и расчет задачи заканчивается. Данное расхождение можно 
также объяснить условием сопряжения на стыке подложки и льда (граничное условие 2): 
так как кроме безразмерных соотношений теплопроводности и температуропроводности 
другие параметры остаются постоянными, изменяются потоки тепла от льда и, соответ-
ственно, наблюдаются другие температурные поля. Таким образом, для соотношения 
системы «лед – подложка» значение A = Λ = 0,1 является пороговым значением, ниже 
которого реализуется граничное условие для изолирующих материалов.  

 
 

Рис. 2. Динамика таяния льда на разных подложках. 
1 — результаты эксперимента [3],  2 — данные для подложки из бакелита, 

3 – 5 — соответственно данные для модельных подложек 
при A = Λ = 0,01, 1, 5 и 100,  6 — результаты расчета [6]. 
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Заключение 

Методами численного моделирования в рамках однофазной задачи Стефана про-
ведена оценка теплового влияния подложки на таяние льда. В решении тепловой задачи 
использовались как реальный материал, так и модельные материалы с разными теплофи-
зическими свойствами. Радиационная часть решалась модифицированным методом 
средних потоков, учет анизотропного рассеяния осуществлялся транспортным методом. 
Получены данные по темпам таяния льда и роста температуры необлучаемой поверх-
ности для разных подложек. Сопоставление с результатами работ [5, 6] показывает, что 
в теплопроводящих подложках при создании тех же условий, что и в работе [3], нет 
необходимости учета подложки. Сравнение с экспериментом показывает удовлетвори-
тельное согласование.  
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Рис. 3. Динамика роста температуры левой границы 
поверхности льда на разных подложках. 

Обозначения см. на рис. 2. 
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