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С использованием трехмерной теории упругости исследуются статическая задача и
задача о свободных колебаниях пластины с круговым отверстием из функционально-
градиентного материала, в котором объемная доля компонентов непрерывно меняется
по толщине пластины. Эффективные свойства функционально-градиентного материала
определяются методом осреднения Мори — Танака. Задача решается с использованием
энергетической формулировки метода Рэлея — Ритца. Исследуется влияние объемных
долей компонентов материала и размера отверстия пластины на ее поведение при одно-
мерном растяжении. Вычислены собственные частоты защемленных пластин с круго-
вым отверстием. Проведено сравнение полученных результатов с экспериментальными
данными.

Ключевые слова: трехмерная теория упругости, метод градиентных конечных эле-
ментов, пластина с круговым отверстием, функционально-градиентный материал, энер-
гетический метод Рэлея — Ритца, свободные колебания.

DOI: 10.15372/PMTF20160413

Введение. Функционально-градиентные материалы (ФГМ) представляют собой но-
вое поколение современных композитных материалов, в которых объемные доли компо-
нентов на макроскопическом уровне непрерывно изменяются по различным направлениям.
ФГМ имеют ряд преимуществ по сравнению со слоистыми композитами: в таких материа-
лах исключается возможность расслаивания, уменьшаются температурные и остаточные
напряжения, уменьшается концентрация напряжений вследствие отсутствия границ меж-
ду областями с различными свойствами [1]. Основным недостатком слоистых композитов
является возможность их расслаивания по границам между слоями. Нарушение сцепле-
ния между матрицей и волокнами в слоистых композитах может привести к появлению

больших температурных напряжений.
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Поскольку ФГМ имеют высокую прочность, они широко используются при изготов-
лении различных конструкций. Поэтому исследование напряженно-деформированного со-
стояния и свободных колебаний пластин из ФГМ при различных механических нагрузках

является актуальной задачей.
В пластинах из ФГМ свойства материала, как правило, изменяются по ее толщине.

В последнее время во многих работах задачи о деформировании пластин из ФГМ решают-
ся на основе уравнений трехмерной теории упругости [2–6]. Аналитические методы могут
быть использованы для решения задач о деформировании конструкций из ФГМ только

простой геометрии и при частных видах нагрузок, действующих на конструкцию. В боль-
шинстве случаев необходимо использовать численные методы решения. Наиболее широко
при численном решении используется метод конечных элементов. В работах [7, 8] постро-
ены конечные элементы на основе теории пластин с учетом деформации сдвига. В [9–16]
задачи о деформировании пластин из ФГМ решаются с использованием теории пластин.
В [17, 18] решения задачи о деформировании пластин из ФГМ при различных видах на-
гружения, полученные с использованием градиентных изопараметрических конечных эле-
ментов, сравниваются с решениями, полученными с использованием однородных конечных
элементов.

В работах [19–26] с помощью градиентных конечных элементов решены задачи о де-
формировании неоднородных конструкций. Установлено, что использование традицион-
ных однородных конечных элементов приводит к решениям, в которых поле напряжений
имеет разрывы в направлении, перпендикулярном направлению, по которому изменяются
свойства материала. Применение градиентных конечных элементов приводит к решениям
с плавно меняющимися непрерывными полями напряжений. Однако в случае, когда на-
правление действующей нагрузки совпадает с направлением, в котором изменяются свой-
ства материала, использование градиентных конечных элементов приводит к решениям,
в которых напряжения имеют резкие скачки на границах конечных элементов. Примене-
ние в этом случае однородных конечных элементов приводит к решениям с непрерывным

полем напряжений. Градиентные конечные элементы обладают рядом преимуществ по

сравнению с однородными конечными элементами при их использовании для решения ди-
намических задач и задач о распространении волн.

При использовании однородных конечных элементов для решения задач о деформиро-
вании конструкций из неоднородного материала границы конечных элементов являются

границами раздела волн напряжений. На этих границах возникают искусственные волны
отражений, которые приводят к увеличению амплитуды и скорости волн напряжений. Ис-
пользование градиентных конечных элементов позволяет повысить точность численного

решения без измельчения расчетной сетки.
При наличии в пластине вырезов (отверстий) в их окрестности происходит локали-

зация напряжений. В работах [27–30] исследовалось напряженно-деформированное состо-
яние пластины с круглым отверстием из однородного или ортотропного материала при

ее одноосном растяжении. В работе [31] с использованием различных изопараметрических
конечных элементов определялся коэффициент концентрации напряжений в окрестности

кругового выреза в неоднородной пластине, в [32] — в окрестности кругового выреза в

пластине из ФГМ при двухосном растяжении и сдвиге.
В [33] с использованием уравнений эластодинамики и метода изображений решена

задача о многократном рассеянии упругих волн и определении динамических напряже-
ний в полубесконечной пластине из ФГМ с круглой полостью. В [34] на основе теории
многократного рассеяния упругих волн и метода разложения волновых функций изуча-
лись многократное рассеяние упругих волн и плотность энергии деформации в полубес-
конечных пластинах из ФГМ с круглой полостью. В [35] с помощью метода конечных
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Рис. 1. Геометрия пластины из ФГМ

разностей исследовалось напряженно-деформированное состояние в бороэпоксидных орто-
тропных композитных пластинах с внутренним отверстием при одноосном растяжении.
В [36] с использованием метода конечных элементов изучалось влияние температуры на
свободные колебания прямоугольных неоднородных пластин с круговыми и некруговы-
ми вырезами. В [37] с использованием теории функций комплексных переменных решена
двумерная задача о напряженно-деформированном состоянии пластины с круговым от-
верстием из ФГМ (свойства материала пластины непрерывно менялись по радиусу) под
действием произвольных постоянных нагрузок. При этом пластина из ФГМ моделиро-
валась с помощью пластины, состоящей из кусочно-однородных слоев. В [38] точный и
приближенный методы применялись для решеня задачи о концентрации напряжений в

конструкции с клиньями из ФГМ. В указанных работах решались двумерные задачи о
напряженно-деформированном состоянии в пластинах из ФГМ с круговым отверстием.

В настоящей работе решаются статическая задача о напряженно-деформированном
состоянии и задача о свободных колебаниях пластины из ФГМ с круговым отверстием

на основе трехмерной теории упругости с использованием трехмерных градиентных ко-
нечных элементов. Исследуется влияние на поля смещений и напряжений объемных долей
компонентов материала и размера отверстия, вычисляются собственные частоты свобод-
ных колебаний.

1. Основные уравнения. Рассмотрим основные уравнения задачи.
1.1. Функционально-градиентный материал и геометрия задачи. Рассмотрим прямо-

угольную пластину из ФГМ длиной a, шириной b и толщиной h, где 0 < x 6 a, 0 < y 6 b,
0 < z 6 h (рис. 1). Пластина имеет центральное отверстие диаметром d и подвергается
равномерному растяжению в направлении оси x силой, приложенной на торцах x = 0,
x = L, другие границы пластины свободны (x, y, z являются осями декартовой системы
координат).

Полагается, что пластина изготовлена из двух случайно распределенных изотропных
материалов, свойства которых меняются только по ее толщине. Объемные доли керамики
и металла определяются по формуле

Vc = 1− (z/h)n, Vm = 1− Vc,

где n — неотрицательный показатель степени; нижние индексы c, m соответствуют кера-
мике и металлу.

Для определения эффективных свойств в точке используется метод осреднения Мо-
ри — Танака. В соответствии с этим методом эффективный объемный модуль K и эффек-
тивный модуль сдвига G пластины из ФГМ находятся по формулам

K −Kc

Km −Kc
=

Vm

1 + (1− Vm)(Km −Kc)/(Kc + 4Gc/3)
; (1)

G−Gc

Gm −Gc
=

Vm

1 + (1− Vm)(Gm −Gc)/(Gc + fc)
, (2)
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где

fc =
Gc(9Kc + 8Gc)

6(Kc + 2Gc)
. (3)

Эффективные модуль упругости и коэффициент Пуассона равны

E =
9KG

3K + G
, ν =

3K − 2G

2(3K + G)
.

Согласно распределениям (1)–(3) нижняя поверхность пластины из ФГМ является кера-
мической, верхняя выполнена из чистого металла, различные объемные доли керамики и
металла можно получить при различных значениях n. Эффективная плотность пластины
из ФГМ определяется по правилу смесей.

1.2. Уравнения движения. При отсутствии объемных сил уравнения движения для
прямоугольной пластины из ФГM принимают вид

σij,j = ρ(z)üi,

где индексы i, j соответствуют координатам x, y, z; запятая обозначает частную произ-
водную по декартовым координатам; ρ — плотность, зависящая от координаты z.

1.3. Соотношения между напряжением и деформациями. В соответствии с линейным
законом Гука соотношение между напряжением и деформациями запишем в матричной

форме [39]

[σij ] = D [εij ],

где

D =
E(z)(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)



1
ν

1− ν

ν

1− ν
0 0 0

ν

1− ν
1

ν

1− ν
0 0 0

ν

1− ν

ν

1− ν
1 0 0 0

0 0 0
1− 2ν

2(1− ν)
0 0

0 0 0 0
1− 2ν

2(1− ν)
0

0 0 0 0 0
1− 2ν

2(1− ν)



, (4)

модуль Юнга E меняется в направлении оси z, коэффициент Пуассона ν полагается по-
стоянным.

1.4. Соотношения между деформациями и перемещениями. В случае бесконечно ма-
лой деформации зависимость между компонентами тензора деформации и перемещениями

представим в матричной форме

[ε] = [d][q], [d] =



∂/∂x 0 0

0 ∂/∂y 0

0 0 ∂/∂z

(1/2) ∂/∂y (1/2) ∂/∂x 0

0 (1/2) ∂/∂z (1/2) ∂/∂y

(1/2) ∂/∂z 0 (1/2) ∂/∂x


, [q] =

 u
v
w

 . (5)
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В случае пластины с защемленными торцами граничные условия имеют вид

u(x, y, z)
∣∣
y=0
y=b

= 0, v(x, y, z)
∣∣
y=0
y=b

= 0, w(x, y, z)
∣∣
y=0
y=b

= 0,

u(x, y, z)
∣∣

x=0
x=a

= 0, v(x, y, z)
∣∣

x=0
x=a

= 0, w(x, y, z)
∣∣

x=0
x=a

= 0.

2. Моделирование с помощью градиентных конечных элементов. Рассмот-
рим трехмерный восьмиузловой линейный элемент в форме параллелепипеда. В случае

градиентных конечных элементов, в отличие от однородных конечных элементов, свой-
ства материала входят в число степеней свободы рассматриваемого элемента. В соответ-
ствии с методом конечных элементов компоненты вектора перемещения q произвольной
точки элемента выражаются через векторы узловых перемещений элементов с помощью

функции формы матрицы N :

q(ξ, η, ζ) = N (ξ, η, ζ)δ(e), (6)

где

δ(e) = {U1, V1, W1, . . . , U8, V8, W8}т,

N (ξ, η, ζ) =

 N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0 N4 0 0 N5 0 0 N6 0 0 N7 0 0 N8 0 0
0 N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0 N4 0 0 N5 0 0 N6 0 0 N7 0 0 N8 0
0 0 N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0 N4 0 0 N5 0 0 N6 0 0 N7 0 0 N8

 .

Компоненты матрицы формы можно записать в локальных координатах [40, 41]:

Ni(ξ, η, ζ) = (1/8)(1 + ξiξ)(1 + ηiη)(1 + ζiζ),

где −1 6 ξ 6 1, −1 6 η 6 1, −1 6 ζ 6 1. При использовании градиентных конечных
элементов характеристики материалов выражаются через их узловые значения. Таким
образом, выражения для модуля упругости Ei и плотности ρi в узле i принимают вид

E(ζ) =
8∑

i=1

EiNi(ξ, η, ζ) = NΞ, ρ(ζ) =
8∑

i=1

ρiNi(ξ, η, ζ) = NΘ,

где Ξ, Θ — соответственно векторы узловых значений модуля упругости и плотности:

Ξ = (E1, E2, . . . , E8)
т, Θ = (ρ1, ρ2, . . . , ρ8)

т, N = (N1, N2, . . . , N8)
т.

Таким образом, уравнение (4) можно записать в виде

D = ΛNΞ = ΩΞ.

Подставляя (6) в (5), получаем матрицу деформации элемента (e)

ε(e) = dN (e)δ(e) = Bδ(e).

Основные уравнения метода конечных элементов можно получить с использованием прин-
ципа минимума потенциальной энергии и метода Рэлея — Ритца. Выражение для полной
потенциальной энергии пластины представим в виде

Π(e) =
1

2

∫
V (e)

(ε(e))тσ(e) dV −
∫

A(e)

(q)тp dA +

∫
V (e)

ρ(q)тq̈(e) dV =

=
1

2

∫
V (e)

(δ(e))тBтΩΞBδ(e) dV −
∫

A(e)

(δ(e))тNтp dA +

+

∫
V (e)

(δ(e))тNтNΘNδ̈(e) dV, (7)
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где V (e), A(e) — объем и площадь элемента; p — вектор усилий; последний член уравне-
ния (7) — работа сил инерции.

Из принципа минимума полной потенциальной энергии

∂Π(e)

∂ (δ(e))т
= 0

следует соотношение( ∫
V (e)

NтNΘN dV
)
δ̈(e) +

( ∫
V (e)

BтΩΞB dV
)
δ(e) =

∫
A(e)

Nтp dA,

или

M (e)δ̈(e) + K(e)δ(e) = F (e),

где

K(e) =

∫
V (e)

BтΩΞB dV, M (e) =

∫
V (e)

NтNΘN dV, F (e) =

∫
A(e)

Nтp dA,

p = (px, 0, 0)т.

Поскольку пластина растягивается в направлении оси x, компоненты вектора усилия
равны нулю в направлениях y и z. Интегралы от матриц массы и жесткости вычисляются
с использованием восьми гауссовых точек и метода Гаусса — Лежандра [41].

После сборки матриц элементов глобальные динамические уравнения равновесия пла-
стины из ФГМ можно записать в виде [41]

[M ]{δ̈}+ [K]{δ} = 0.

В случае статической задачи имеем

[K]{δ} = {F}.
Задача о свободных колебаниях сводится к определению собственных значений следующе-
го уравнения:

([K]− [M ]ω2){δ} = 0.

Задача решается в прямоугольной декартовой системе координат с последующим пре-
образованием перемещений и напряжений компонентов в полярную систему координат.

3. Результаты исследования и их обсуждение. Рассмотрим результаты иссле-
дования напряженно-деформированного состояния и свободных колебаний пластины из

ФГМ.
3.1. Статическая задача. Для проверки созданной программы результаты численных

расчетов, полученные с использованием градиентных конечных элементов для пластины
из ФГМ с круговым вырезом, сравнивались с результатами, полученными в работе [42]
для пластины из ФГМ без отверстия при такой же нагрузке. Пластина нагружалась рав-
номерным давлением на верхней поверхности при следующих параметрах: n = 1, a = b,
h/a = 0,2, Ec = 70 ГПа, Em = 200 ГПа, P = 1 Па, ν = 0,3.

На рис. 2 приведены распределения по толщине пластины из ФГМ безразмерного по-
перечного перемещения при различных граничных условиях, полученные в настоящей
работе и работе [42]. Видно, что они хорошо согласуются.

Для того чтобы показать применимость полученных результатов для пластин с круго-
вым вырезом, в работе [43] рассматривается одноосное растяжение однородной пластины
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Рис. 2. Распределения безразмерного перемещения по толщине пластины при x = y = a/2:
точки — настоящая работа, линии — работа [42]; 1 — пластина с защемленными торцами, 2 —
пластина с двумя шарнирно опертыми и двумя защемленными торцами, 3 — пластина с шарнирно

защемленными торцами, 4 — пластина с двумя шарнирно закрепленными и двумя свободными

торцами

Рис. 3. Зависимости отношения мембранных напряжений в вершине надреза от без-
размерной координаты при z = h/2, h/d = 1, полученные в настоящей работе (1) и
работе [43] (2)

при d = 2 мм, a = b = 200 мм, H = 2 мм, E = 200 ГПа. На рис. 3 приведены зави-
симости отношения мембранных напряжений σx/σy в вершине надреза от безразмерной

координаты 2x/d при z = h/2, полученные в настоящей работе и работе [43]. Видно, что
результаты хорошо согласуются.

Рассмотрим квадратную пластину из ФГМ с центральными отверстиями диаметром

d = 0,2; 0,3; 0,4 м, длиной a = b = 1 м, безразмерной толщиной h/a = 0,2. Пласти-
на выполнена из металлокерамического материала со следующими характеристиками:
Ec = 380 ГПа, ρc = 3800 кг/м3, ρm = 2707 кг/м3, Em = 70 ГПа. Пластина подвергается
равномерному растяжению вдоль оси x с концов x = 0, x = L, другие ее границы свобод-
ны от нагрузки. Статическое давление и коэффициент Пуассона считаются постоянными:
P = 40 МПа, ν = 0,3. Количество градиентных ступенчатых элементов в направлении
оси z равно 12. Как следует из проведенных численных экспериментов, этого количества
достаточно для сходимости результатов. На рис. 4 приведены распределения радиальных
напряжений по толщине пластины. Видно, что использование градиентных конечных эле-
ментов обеспечивает более гладкое поле напряжений и бо́льшую точность решения, чем
использование однородных конечных элементов (при их одинаковом количестве).

Распределения радиальных напряжений по толщине пластины при θ = 0◦ и вокруг от-
верстия при z = h/2, d = 0,4 м и различных значениях показателя n приведены на рис. 5, 6
соответственно. Видно, что распределение напряжений по толщине существенно меняется
при изменении показателя n. На рис. 6 также видно, что растягивающая нагрузка вокруг
отверстия увеличивается при n = 0,5÷ 3,0. Распределения радиальных напряжений и на-
пряжений, действующих в продольном сечении, по толщине при θ = 0◦, n = 3 и различных
диаметрах отверстий приведены на рис. 7. Видно, что при увеличении диаметра отвер-
стия радиальные напряжения увеличиваются, а напряжения, действующие в продольном
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Рис. 4. Распределения радиальных напряжений по толщине пластины при θ = 0◦,
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Рис. 5. Распределение радиальных напряжений по толщине пластины при θ = 0◦,
d = 0,4 м и различных значениях n:
1 — n = 0,5, 2 — n = 1, 3 — n = 3, 4 — n = 5

Рис. 6. Зависимость радиальных напряжений от координаты θ при z = h/2,
d = 0,4 м и различных значениях n:
1 — n = 0,5, 2 — n = 1, 3 — n = 3, 4 — n = 5
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Рис. 7. Распределения радиальных напряжений (а) и напряжений, действу-
ющих в продольном сечении (б), по толщине пластины при θ = 0◦, n = 3 и
различных значениях d:
1 — d = 0,2 м, 2 — d = 0,3 м, 3 — d = 0,4 м
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Рис. 8. Распределение радиального перемещения по толщине пластины при

θ = 0◦, d = 0,4 м и различных значениях n:
1 — n = 0,5, 2 — n = 1, 3 — n = 3, 4 — n = 5

Рис. 9. Распределение окружного перемещения по окружной координате θ при
z = h/2, d = 0,4 м и различных значениях n:
1 — n = 0,5, 2 — n = 1, 3 — n = 3, 4 — n = 5
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Та бли ц а 1

Значения безразмерной основной собственной частоты ω̄
для защемленной пластины из ФГМ при различных значениях n

n
ω̄

Данные настоящей работы Данные работы [44]

1 0,3231 0,3204
2 0,3197 0,3165
5 0,3181 0,3154

сечении, уменьшаются. Полученные результаты свидетельствуют о том, что естествен-
ные граничные условия на верхней и нижней поверхностях пластины из ФГМ выполнены,
поля напряжений непрерывно меняются вследствие использования градиентных конечных

элементов.
На рис. 8 показано распределение радиального перемещения по толщине пластины

при θ = 0◦, d = 0,4 м и различных показателях n. На рис. 9 приведено распределение
окружного перемещения по окружной координате θ при z = h/2, d = 0,4 м и различ-
ных показателях n. На рис. 8, 9 видно, что перемещения уменьшаются при увеличении
показателя n. Такое поведение обусловлено увеличением модуля упругости при увеличе-
нии объемной доли керамики. В то же время вследствие асимметричного распределения
свойств материала жесткость нижних слоев увеличивается при увеличении n. Поэтому
радиальные перемещения по толщине не одинаковы в различных точках. Следовательно,
при деформации пластины с цилиндрическим отверстием оно принимает форму усечен-
ного конуса с некруговым основанием.

3.2. Анализ свободных колебаний. Были рассчитаны собственные частоты для пла-
стины из ФГМ (металлокерамический материал) и проведено сравнение с результатами
аналитических расчетов работы [44] для пластины, изготовленной из такого же матери-
ала и имеющей следующие параметры: a = b, h/a = 0,2, Ec = 70 ГПа, Em = 200 ГПа,
ρc = 2702 кг/м3, ρm = 5700 кг/м3, ν = 0,3. В табл. 1 приведены вычисленные с использо-
ванием описанного выше алгоритма значения безразмерной основной собственной частоты

(ω̄ = ωh
√

ρc/Ec ) для защемленной пластины из ФГМ, а также значения этой величины,
полученные в работе [44]. Из табл. 1 следует, что эти результаты хорошо согласуются.

Рассмотрим защемленную с четырех сторон квадратную пластину из ФГМ с парамет-
рами, указанными в подп. 3.1. Значения собственных частот для пластины с центральным
отверстием диаметром 0,2, 0,3, 0,4 м при различных показателях степени n приведены в
табл. 2. Собственные частоты увеличиваются при увеличении диаметра отверстия и при
n 6 5, что является следствием уменьшения объемной доли металла.

Заключение. В работе на основе трехмерной теории упругости выполнен анализ

напряженно-деформированного состояния пластины из ФГМ с круговым отверстием при

статическом нагружении и вычислены собственные значения свободных колебаний. Свой-
ства материала пластины непрерывно изменяются по ее толщине. Решение получено с
использованием градиентных конечных элементов и метода Рэлея — Ритца в энергети-
ческой формулировке. Сравнение полученных результатов с известными результатами
показывает, что они хорошо согласуются. Исследовано влияние различных объемных до-
лей керамики и металла на напряженное состояние пластины из ФГМ при одноосном

растяжении, а также на собственные частоты свободных колебаний защемленной пласти-
ны. Анализ полученных результатов показывает, что напряженное состояние пластины и
ее собственные частоты можно менять, выбирая объемные доли компонентов материала.
В частности, таким образом можно уменьшить концентрацию напряжений в окрестности
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Таб ли ц а 2

Значения собственных частот для защемленной пластины из ФГМ

при различных значениях n и d

Номер

моды

ω, Гц

d = 0,2 м d = 0,3 м d = 0,4 м

n = 0,5 n = 1,0 n = 5,0 n = 0,5 n = 1,0 n = 5,0 n = 0,5 n = 1,0 n = 5,0

1 1907,8 2066,8 2381,1 2039,6 2209,5 2546,9 2293,2 2486,3 2868,7
2 3111,1 3398,9 3924,0 2971,5 3243,0 3744,7 2946,9 3211,6 3709,8
3 3111,9 3399,8 3925,0 2973,5 3245,3 3747,4 2947,5 3212,2 3710,5
4 4304,9 4713,0 5449,3 4221,5 4621,2 5339,8 4076,6 4459,5 5151,1
5 4709,3 5202,8 5996,3 4785,6 5249,3 6069,5 4578,6 5017,4 5802,4
6 4709,4 5202,9 5996,3 4997,7 5525,8 6394,7 5384,3 5955,1 6922,2
7 4898,0 5372,9 6217,6 4998,1 5526,2 6395,0 5384,4 5955,2 6922,2
8 5218,9 5719,3 6638,0 5331,6 5892,3 6804,0 5452,7 6031,8 6993,7
9 5291,6 5844,1 6731,8 5390,4 5953,7 6860,6 5605,8 6192,9 7142,3
10 5540,3 6120,0 7053,5 5547,6 6090,5 7100,2 5752,3 6311,1 7268,0

отверстия. Также использование градиентных конечных элементов позволяет повысить
точность результатов.
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