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Рассматриваются способы управления вторичными течениями, возникающими вблизи
осциллирующего круглого цилиндра, посредством изменения двух управляющих пара-
метров процесса: безразмерной амплитуды и колебательного числа Рейнольдса. Иссле-
дование проводится с использованием прямого численного моделирования. Показано,
что путем варьирования указанных параметров в относительно небольшом диапазоне
можно не только интенсифицировать процессы массообмена, но и менять направление
основных вторичных потоков.
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Введение. При колебаниях тела в вязкой жидкости не только развивается нестаци-
онарный пограничный слой и формируются вихри вблизи тела, но и возникает глобаль-
ное стационарное течение, приводящее в движение значительные массы жидкости вокруг
тела. Это вторичное течение часто используется для управления переносом и перемеши-
ванием жидкости. В работах [1, 2] впервые доказано возникновение таких стационарных
течений вблизи препятствий в воздухе под действием звуковых волн. Поэтому их часто
называют акустическими. В целом наличие звуковых волн является одной из возможных
причин появления подобных течений, которые представляют собой нелинейные эффекты,
возникающие как в сжимаемой, так и в несжимаемой жидкости. В случае взаимодействия
осциллирующего потока с твердым телом их появление обусловлено вязким трением в

пограничном слое вблизи тела [3].
Учет вторичных течений имеет важное значение при конструировании технических

объектов, поскольку, например, формирование подобных течений вблизи морских инже-
нерных сооружений может приводить к изменению рельефа дна под ними [4]. В целом

вторичные течения оказывают значительное влияние на процессы тепло- и массопереноса,
что используется в технологических процессах, например при ультразвуковой очистке по-
верхностей или быстром выращивании кристаллов [5–7]. В настоящее время обсуждается
возможность использования вторичных течений для управления переносом и перемеши-
ванием реактивов в микрофлюидных устройствах [8, 9]. При характерных для этих задач
относительно малых значениях числа Рейнольдса нестационарные эффекты, возникающие
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вследствие осцилляционного движения тела, существенны лишь в его малой окрестности.
Во внешней области движение жидкости полностью определяется вторичными течениями,
поэтому проблема управления такими течениями является актуальной.

В настоящей работе рассматривается эволюция вторичных течений, возникающих
в окрестности гармонически колеблющихся в вязкой несжимаемой жидкости цилиндри-
ческих тел круглой формы, при изменении управляющих параметров осцилляционного
процесса. Наиболее изученными являются симметричные вторичные течения вблизи ци-
линдрических тел при малоамплитудных высокочастотных колебаниях [3, 10–12]. Однако
результаты исследований [13–16] показывают, что симметричная структура является не
единственной возможной формой течения. При увеличении числа Рейнольдса возникают
новые типы вторичных течений, которые исследуются в настоящей работе с помощью
прямого численного моделирования. На первом этапе решается полная задача, описываю-
щая нестационарный процесс течения, далее выделяется вторичная стационарная состав-
ляющая. Рассматривается область относительно малых чисел Рейнольдса, для которых
применима гипотеза о плоском ламинарном течении.

1.Математическая постановка задачи. Круглый цилиндр радиусом R совершает
колебания в горизонтальной плоскости (ортогональной оси цилиндра) в вязкой несжимае-
мой жидкости по гармоническому закону

s = A sin (ωt),

где s — горизонтальные перемещения; A, ω — амплитуда и частота колебаний соответ-
ственно.

При нормировке пространственных координат, времени и скорости на R, RU−1
0 , U0

соответственно (U0 = Aω — амплитуда скорости колебаний) система уравнений движения
жидкости записывается в декартовой системе координат:

dU

dt
+ U · ∇U = ∇p +

2

Re
∆U ; (1)

∇ ·U = 0, (2)

где U = (u, v, w) — безразмерная скорость; p — безразмерное давление; Re = 2U0R/ν —
число Рейнольдса; ν — кинематическая вязкость жидкости. В нормированных переменных
уравнение движения цилиндра записывается в виде

s =
KC

π
sin

( πt

KC

)
. (3)

Здесь KC = U0π/(Rω) = πA/R — второй безразмерный управляющий параметр задачи —
число Кейлигана — Карпентера, или безразмерная амплитуда колебаний.

Вместо числа Рейнольдса используем колебательное число Рейнольдса

β =
Re

KC
=

2R2ω

πν
.

Комплекс из двух параметров (β, KC) полностью определяет течение жидкости вблизи

осциллирующего цилиндра.
Для численного решения задачи (1)–(3) осуществляется переход в подвижную систе-

му координат, связанную с цилиндром. В этом случае для сохранения системы уравнений
движения (1), (2) в новой неинерциальной системе координат давление определяется сле-
дующим образом:

p = p̃ + x sin
( πt

KC

) π

KC
.
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Здесь p̃ — давление в неподвижной системе координат; второе слагаемое — вклад инер-
циальных составляющих.

На границе цилиндра в новой системе координат задаются условия прилипания

uc = vc = 0.

На бесконечности изменение скорости определяется гармоническим законом

u∞ = − cos (πt/ KC), v∞ = 0.

Результирующие поля скорости и давления представляются в виде суммы стационарной

и осцилляционной составляющих:

U = Uav + Uosc, p = pav + posc.

Стационарная составляющая, определяющая вторичные стационарные течения, нахо-
дится как среднее полей скоростей и давления по периоду:

pav =
1

T

∫
T

p dt, Uav =
1

T

∫
T

U dt, T = 2 KC .

2. Численное моделирование. Численное решение задачи выполнялось в пакете
OpenFOAM. Моделирование проводилось в ограниченной области прямоугольной формы
с соотношением сторон lx×ly, выбираемым из условия минимизации влияния внешних гра-
ниц на течение в окрестности цилиндра. Оптимальной для рассматриваемого диапазона
параметров задачи является расчетная область размером 50 × 40 с обтекаемым цилин-
дром в центре. В используемой декартовой системе координат стороны расчетной области
параллельны основным осям, колебания происходят вдоль оси Ox.

Дискретизация расчетной области выполнялась с использованием блочных регуляр-
ных сеток. Для повышения разрешающей способности вблизи цилиндра проводилось ли-
нейное сгущение узлов в направлении нормалей к его сторонам.Максимальное количество
ячеек используемых в расчетах сеток составляло 3,5 ·105, минимальный объем ячеек в по-
граничном слое цилиндра — 10−4, количество ячеек на границе цилиндра равно 200.

Дискретизация системы уравнений движения проводилась с помощью численной схе-
мы, основанной на методе конечных объемов и используемой при решении задач о ко-
лебаниях тел в жидкости [13, 17, 18]. Дискретные значения составляющих скорости и
дискретные давления локализовались в центрах ячеек расчетных сеток. Для вычисления
объемных интегралов по конечному объему использовалась процедура Гаусса.

Для аппроксимации градиента давления в расчетах применялась линейная интерполя-
ция. В диффузионных слагаемых при дискретизации оператора Лапласа нормальные гра-
диенты скорости на поверхности ячейки аппроксимировались с помощью симметричной

схемы второго порядка с поправкой на неортогональность. Для интерполяции переменных
в конвективных слагаемых использовалась нелинейная NVD-схема, для дискретизации си-
стемы уравнений по времени — неявная схема Эйлера.

Дискретная задача решалась с помощью метода PISO (pressure implicit with splitting
of operators). Система уравнений для давления решалась с использованием метода сопря-
женных градиентов с геометрически-алгебраическим многосеточным предобусловливате-
лем, система уравнений для компонент скорости — метода бисопряженных градиентов с

предиктором на основе неполной LU-факторизации. Для расчетов проводилось распарал-
леливание алгоритма по технологии MPI с применением метода декомпозиции области
решения.

3. Верификация численной схемы. Для оценки точности численного моделирова-
ния проводился анализ влияния разрешающей способности сеток на гидродинамические
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Значения коэффициентов Cd, Cm, вычисленные на разных сетках
при различных значениях управляющих параметров

β KC

Данные настоящей работы

Данные

работы

[20]

Данные

работы

[16]

Данные

работы

[21]
M1

(n∗ =
6,9 · 104)

M2
(n =

1,56 · 105)

M3
(n =

3,5 · 105)

Cd Cm Cd Cm Cd Cm Cd Cm Cd Cm Cd Cm

35 5,5 1,70 2,25 1,69 2,24 1,69 2,23 — — ≈1,77 2,23 — —
35 8,0 1,77 2,14 1,74 2,12 1,73 2,11 ≈1,7 2,14 1,72÷ 1,73 2,14÷ 2,15 — —

1035 0,5 1,68 2,06 1,69 2,07 1,69 2,07 — — — — 1,71 2,07
1035 1,0 0,96 2,06 0,98 2,07 0,98 2,07 — — — — 0,99 2,06

∗ n — результирующее число расчетных ячеек.

силы, действующие на осциллирующий цилиндр со стороны жидкости, результаты мо-
делирования сравнивались с известными численными и экспериментальными данными.
В безразмерной постановке гидродинамические силы вычислялись по формуле

F = (Fx, Fy) =

∫
s

pn ds−
∫
s

¯̄σ · n ds,

где ¯̄σ — тензор вязких напряжений; S — поверхность цилиндра; n — внешняя единичная

нормаль к поверхности цилиндра; Fx, Fy — горизонтальная и вертикальная компоненты

силы соответственно.
Согласно [19] горизонтальную компоненту можно представить в виде суммы двух сла-

гаемых

Fx = πCm
du∞
dt

+ Cdu∞|u∞|.

Первое слагаемое определяет инерциальные силы (включая силу присоединенных масс),
величина которых характеризуется коэффициентом Cm, второе — силы сопротивления,
величина которых характеризуется коэффициентом Cd. Значения коэффициентов Cm, Cd,
вычисленные на разных сетках при различных значениях управляющих параметров, при-
ведены в таблице. Сетки M2, M3 получены из базовой сетки M1 путем пропорционального
измельчения (в 1,50 и 2,25 раза соответственно) ячеек в горизонтальном и вертикальном
направлениях.

Из таблицы следует, что данные, полученные на разных сетках, различаются не более
чем на 3 %. Поскольку эти различия уменьшаются при измельчении ячеек, имеет место
сеточная сходимость. Кроме того, полученные данные хорошо согласуются с результатами
численных и экспериментальных исследований [16, 20, 21].

4. Результаты расчетов и их обсуждение. Исследование вторичных течений
в окрестности круглого цилиндра проводилось в двух параметрических областях: области
малоамплитудных колебаний (KC < KCcr, β < 2000, KCcr соответствует границе устой-
чивости плоских симметричных режимов) и области низкочастотных колебаний (KC < 8,
β < 45) цилиндра.

4.1. Режимы течения при малоамплитудных колебаниях. В области малоамплитуд-
ных колебаний цилиндра наблюдаются два симметричных относительно вертикальной и

горизонтальной осей режима течения S и S∗.
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Рис. 1. Карта режимов течения:
линии — границы режимов, полученные в экспериментах [14], точки — результаты

расчетов, проведенных в настоящей работе (1 — режим S∗, 2 — режим S, 3 — квази-
периодический режим, 4 — периодический V-режим, 5 — режим D)

à á

Рис. 2. Линии тока вторичного течения (а) и мгновенная картина течения (б)
для режима S∗ при β = 24, KC = 1,0

Режим S∗ локализуется в относительно небольшой параметрической области при ма-
лых частотах колебаний цилиндра (рис. 1). На рис. 2 с помощью невесомых частиц, вы-
мываемых потоком из окрестности цилиндра, представлена мгновенная картина течения
для режима S∗. Вторичные течения показаны с помощью линий тока. Область течения
делится на четыре зоны. В каждой зоне расположена вихревая ячейка, течение в кото-
рой является симметричным относительно прямых, проходящих через ось цилиндра под
углами 45◦ и −45◦ к оси Ox. Вихри формируют вдоль основных осей координат пото-
ки, направленные к телу вдоль оси колебаний цилиндра и от тела в ортогональном ему
направлении. Влияние вторичных потоков хорошо видно на мгновенной картине течения
(см. рис. 2,б), где наблюдается высокая концентрация невесомых частиц вблизи верхней
и нижней точек цилиндра.

При увеличении значений управляющих параметров режим S∗ переходит в режим S
(см. рис. 1). На рис. 3, на котором приведены линии тока и мгновенная картина вторич-
ного течения для режима S, видно, что симметрия течения сохраняется, однако вихревая
система разделяется на внутреннюю и внешнюю системы вихрей. Размеры внутренней си-
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à á

Рис. 3. Линии тока вторичного течения (а) и мгновенная картина течения (б)
для режима S при β = 35, KC = 4,5
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Рис. 4. Нормализованные профили скорости вторичного течения для Res = 90
при θ = π/2 + 1 (а) и распределение нормализованной горизонтальной скорости
вдоль оси Ox (б):
линии — результаты численного моделирования (1 — β = 1035, 2 — β = 2000, 3 —
β = 141), точки 4 — данные эксперимента [22] при β = 8201, точки 5–7 — результаты

асимптотического решения [23, 12, 11] соответственно

стемы вихрей существенно зависят от управляющего параметра β: при увеличении этого
параметра размеры внутренней вихревой зоны уменьшаются. Изменение размеров внут-
ренней зоны отчетливо видно на рис. 4, на котором показана зависимость трансверсальной

скорости vθ
av = cos (θ)vav−sin (θ)uav от (r−1) Re

1/2
s , где Res = KC2 β/(2π) — стационарное

число Рейнольдса; r =
√

x2 + y2 — радиальная координата. При переходе из внутренней
зоны во внешнюю знак скорости меняется.

Разделение на внутреннюю и внешнюю системы вихрей приводит к изменению на-
правления потоков во внешней области. Под влиянием внешней системы вихрей формиру-
ется течение, переносящее жидкость от цилиндра вдоль оси колебаний, приток жидкости
к цилиндру осуществляется вдоль оси Oy. При увеличении KC течение внутри ячеек

становится несимметричным. Центры вихрей смещаются к оси колебаний, что приводит
к увеличению скорости горизонтального течения.
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Рис. 5. Распределения горизонтальной компоненты скорости вдоль прямых x = 8,
x = 4 (а) и вдоль оси Ox (б):
сплошные линии — β = 35, KC = 2, штриховые — β = 35, KC = 4,0; 1 — x = 8, 2 — x = 4

Изменение скорости во внешнем течении показано на рис. 5. Максимальные значения
скорости в горизонтальном потоке для рассматриваемых случаев (β = 35, KC = 2 и β = 35,
KC = 4) различаются почти на порядок. При увеличении расстояния от цилиндра ширина
потоков постепенно увеличивается, скорость уменьшается.

Найденное в ходе численных исследований значение KCcr для верхней границы режи-
ма S (см. рис. 1) хорошо согласуется с данными [14, 15]. В зоне высоких частот β > 45

моделирование проводилось в области KC < KCcr = 12,5β−2/5. Согласно [24] данное зна-
чение KCcr соответствует границе области возникновения трехмерной неустойчивости те-
чений.

Сравним результаты численных экспериментов в малоамплитудном диапазоне с дан-
ными, полученными по асимптотическим моделям [11, 12, 23], построенным при β � 1.
В настоящее время границы области применимости этих моделей строго не обозначе-
ны. Согласно приведенной выше классификации решения, полученные в [11, 12], имеют
структуру, характерную для режима S течения. При этом в предельном случае [11, 12]
вторичные течения зависят от одного параметра — стационарного числа Рейнольдса Res.
Рассмотрим скорости вторичного течения для случая Res = 90 (см. рис. 4). Заметим, что
в решениях [11, 12] учитывается только главный стационарный член разложения порядка
1/
√

β. При этом внутренняя вихревая система описывается членами более высокого поряд-
ка. Поэтому численное решение для β = 141, когда точка перехода между внутренней и
внешней зонами находится в середине рассматриваемого диапазона, наиболее значитель-
но отличается от общего массива данных. Данные, полученные при β = 1035, 2000 по-
сле достижения максимального значения (находящегося в области внешнего пограничного
слоя вторичного течения), в целом соответствуют результатам асимптотического реше-
ния. Следует отметить, что численные данные, полученные при β = 1035, 2000, хорошо
согласуются с результатами эксперимента [22] для β = 8201.

Оценки скорости внешних стационарных потоков (см. рис. 4), полученные при числен-
ном моделировании, значительно отличаются от асимптотических оценок. Как показыва-
ют результаты расчетов, скорость внешних потоков в рассматриваемом диапазоне суще-
ственно зависит от безразмерной частоты при постоянном значении Res. Такие эффекты
при конечных значениях параметра β не описываются главным стационарным членом

асимптотического разложения.
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Рис. 6. Линии тока вторичного течения (а) и мгновенная картина течения (б)
для режима V при β = 35, KC = 5,5

4.2. Режимы течения при низкочастотных колебаниях. Течение в области низко-
частотных колебаний существенно зависит от обоих управляющих параметров осцилля-
ционного процесса (KC и β). Вся область делится на зоны, где наблюдаются течения с
различной структурой. При переходе между зонами структура течения меняется скачко-
образно (наблюдается резкое изменение структуры при малых изменениях параметров),
что указывает на существование различных режимов течения, смена которых происходит
в результате бифуркаций.

При KC > KCcr (β < 45) течение вокруг цилиндра утрачивает горизонтальную сим-
метрию (см. рис. 1). В низкочастотной области колебаний симметричный режим сменяется
квазипериодическим режимом течения, который имеет место в узком диапазоне значений
параметра KC вдоль границы режима S. Далее этот режим переходит в периодический
V-образный режим течения (см. рис. 1).

Соответствующая V-образному режиму структура вторичного течения приведена на
рис. 6. Как и в случае S-режима, течение делится на четыре зоны, в каждой из которых
находятся внутренняя и внешняя вихревые ячейки. Однако размеры этих зон, располо-
женных выше и ниже оси колебаний, различаются. Преобладание верхних (см. рис. 6)
или нижних вихревых зон является вариативным. Переход к одному из этих течений осу-
ществляется в зависимости от выбора начального приближения. Потоки, формирующиеся
между противоположно вращающимися вихрями и переносящие жидкость от цилиндра

во внешнюю область, отклоняются от оси колебаний на угол, приблизительно равный 45◦.
Изменение направления потоков хорошо видно на рис. 7, где максимум скорости, соот-
ветствующий ядру потока, смещен относительно точки y = 0. При этом максимальное
значение скорости и ширина потока (для представленных значений параметров) остают-
ся приблизительно такими же, как и в случае режима S в окрестности границы области
потери устойчивости (см. рис. 5).

Влияние, оказываемое вторичными потоками на полную картину течения в случае

V-режима, показано на рис. 6,б, распределение частиц на котором хорошо согласуется
с данными, полученными в экспериментах [14] и численных исследованиях [15, 16].

Течения в случае V-режима занимают большую зону параметрической области. Верх-
няя и нижняя границы области устойчивости этого режима являются функциями обоих

управляющих параметров процесса (см. рис. 1). При переходе через верхнюю границу

режим течения меняется на периодический двухпарный режим (D-режим).
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Рис. 7. Распределение горизонтальной компоненты скорости вторичного тече-
ния вдоль прямой x = 4 при β = 35, KC = 5,5 (1) и β = 35, KC = 8,0 (2)
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Рис. 8. Линии тока вторичного течения (а) и мгновенная картина течения (б)
для режима D при β = 35, KC = 8,0

Структура вторичного течения в двухпарном режиме значительно отличается от на-
блюдаемых ранее (рис. 8). Внутренняя вихревая система, расположенная вблизи цилиндра,
состоит из двух вихрей, центры которых расположены на прямой, проходящей через ось
цилиндра под углом к оси колебаний, внешняя система — из четырех вихрей. При этом
картина течения обладает симметрией вращения второго порядка (ось симметрии сов-
падает с осью цилиндра). Направления вторичных потоков, образующихся во внешнем
течении, отклонены от оси колебаний (как и в случае V-режима течения). Максимальное
значение скорости (см. рис. 7) этих потоков в несколько раз больше, чем в рассмотрен-
ных случаях, что свидетельствует об интенсификации вторичных течений при увеличении
амплитуды колебаний цилиндра.

Образовавшиеся в результате взаимодействия с цилиндром вихревые пары (две за
период) отрываются от него и формируют полноценные вихревые дорожки (расположен-
ные вдоль направления основных вторичных потоков), которые медленно диссипируют во
внешней области. Две такие пары вихрей хорошо видны на представленной на рис. 8,б
мгновенной картине течения.

Заключение. В рассматриваемых диапазонах значений управляющих параметров

вторичные течения имеют разнообразные структуру и характеристики.
В зоне малоамплитудных колебаний наблюдаются симметричные относительно оси

колебаний режимы течения. Большей части этой области соответствует режим S, ис-
следованный в [11, 12, 23] для случая β � 1. Сравнение результатов асимптотических
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исследований с данными численного моделирования, проведенного в настоящей работе,
показывает, что в области конечных значений β 6 2000 при ненулевых амплитудах коле-
баний главный стационарный член асимптотического разложения (как для ограниченной
области течения [11], так и для безграничной [12]) не позволяет корректно описать основ-
ные параметры вторичного течения.

В зоне низкочастотных колебаний в области течения выделяются четыре парамет-
рические зоны с различными устойчивыми режимами течения. Смена режимов происхо-
дит скачкообразно. При переходе через значение KCcr режимы течения становятся несим-
метричными относительно оси колебаний. Границы режимов являются функциями обоих
управляющих параметров процесса.

Интенсивность массопереноса увеличивается с увеличением амплитуды колебаний,
при этом направление основных потоков определяется конкретным режимом течения.
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