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Рассмотрена задача о течении вязкоупругой жидкости в плоском канале с проницае-
мыми стенками и с постоянным расходом через стенки. Задача сформулирована с ис-
пользованием уравнений модифицированной мезоскопической модели Виноградова —
Покровского. Для случая наличия потока через стенки предложен способ постановки
краевых условий, обеспечивающий согласованность полученного решения с решения-
ми без учета потока. Рассмотрен вычислительный алгоритм поиска решений как при
наличии потока через стенки, так и при его отсутствии.
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Введение. Растворы и расплавы полимерных материалов вследствие своей практи-
ческой значимости представляют интерес с точки зрения математического моделирова-
ния. Однако в силу сложной вязкоупругой структуры таких жидкостей существенно за-
труднено как построение моделей, так и их апробация и исследование математических
свойств полученных уравнений. Полимерные жидкости, состоящие из длинных макро-
молекул, сложным образом взаимодействующих друг с другом при сдвиговых течениях,
обладают памятью деформаций, псевдопластичностью (изменение вязкости жидкости в
зависимости от скорости сдвига) и пространственной анизотропией. Для учета такой
молекулярной динамики в моделях вводится значительное количество предположений и

обобщений, касающихся механики межмолекулярного взаимодействия, но не всегда име-
ющих четкое физическое обоснование. Вследствие этого предложено большое количество
различных реологических моделей, различающихся подходами и как следствие получен-
ными соотношениями и свойствами. В рамках таких моделей даже геометрически простые
течения имеют особенности, часто уникальные и требующие тщательного анализа.

Сложность динамики макромолекулярных структур и невозможность учесть все ее

особенности в рамках одной модели не позволяют построить универсальную модель жид-
ких полимеров. Такие модели основаны на реологическом определяющем соотношении,
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связывающем внутренние напряжения и градиент скоростей. Форма этого соотношения
зависит от принятых для его получения обобщающих предположений и от используемой

модели. Среди наиболее важных и распространенных в настоящее время отметим две мо-
дели, в которых используются полярные подходы: 1) верхняя конвективная модель Олдрой-
да [1], использующая феноменологический подход, при котором соотношения модели нахо-
дятся путем подбора закономерностей, аппроксимирующих известные экспериментальные
данные; 2) модель рептаций Доя — Эдвардса [2], в которой определяющее соотношение
выводится из стохастических уравнений динамики отдельных молекул с осреднением их

решений. Помимо этих наиболее изученных моделей существует большое количество мо-
делей, в том числе более современных, уточняющих или обобщающих данные модели, в
частности, мезоскопическая модель Виноградова — Покровского [3, 4], объединяющая два
указанных выше подхода: определяющее соотношение модели выводится путем осреднения
решений уравнений динамики одной макромолекулы в вязкой анизотропной среде, описы-
ваемой рядом феноменологических соотношений и параметров. Модификация этой модели
используется в настоящей работе.

Одним из классических течений вязкой жидкости является стационарное течение в

прямом цилиндрическом или плоском канале — течение Пуазейля. Этот достаточно про-
стой тип течения представляет интерес с практической точки зрения, поскольку изуче-
ние течения расплавов полимеров по трубам имеет большое значение для производства

полимерных материалов, разработки аддитивных технологий и т. д. Подобные течения
изучались в рамках большого количества реологических моделей, в ряде работ рассмат-
ривались вопросы о существовании стационарных течений пуазейлевского типа, их устой-
чивости, обсуждались постановки краевых условий в рамках различных моделей, в том
числе указанных выше [5–7]. Однако для модели Виноградова — Покровского эти вопросы

исследованы недостаточно. Так, авторами данной работы подобные стационарные тече-
ния рассматривались в [8, 9], где приведены примеры течений, полученных численно при
различных значениях параметров задачи.

В настоящей работе рассматривается течение, аналогичное двумерному течению Пуа-
зейля в плоском канале, но в предположении, что в стенках канала имеются отверстия, че-
рез которые прокачивается жидкость. Для такого течения формулируется задача в рамках
используемой модели, исследуются существование стационарных решений и метод их по-
лучения. Это обусловлено следующими факторами. Во-первых, контроль за вкачиванием
(откачиванием) жидкости через отверстия может служить дополнительным инструмен-
том для управления потоком жидкого полимера, представляющим практический интерес.
Поскольку подобная схема контроля потока применяется в аэродинамических трубах, рас-
сматривается аналогичный механизм контроля течения полимерного материала в каналах

печатающих аддитивных устройств. Во-вторых, в рамках рассматриваемой модели при
непротекании жидкости через стенки канала имеет место стационарная задача, в кото-
рой дифференциальные уравнения частично вырождаются. При определенных условиях
из этого следует неединственность решения задачи. Решение задачи с малым потоком
жидкости через стенки позволяет выделить физически более правдоподобное решение. На-
конец, постановка задачи в вырожденном случае при отсутствии отверстий в стенках не
требует задания краевых условий для ряда искомых функций, тогда как для случая с
отверстиями, даже малыми, такие условия необходимы.

1. Модель гидродинамики несжимаемой полимерной жидкости. Сформули-
руем задачу, описывающую течение несжимаемой полимерной жидкости в плоском канале
с перфорированными стенками с использованием модифицированной модели Виноградо-
ва — Покровского [3, 4] (рис. 1). Пусть l — характерная длина в задаче (ширина канала),
uH — характерная скорость, ρ = const — плотность жидкости, u = (u, v) — вектор скоро-
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Рис. 1. Схема течения в плоском канале

сти жидкости в декартовой системе координат (x, y), t — время, p — давление. Величины
приводятся в безразмерном виде: время отнесено к l/uH , расстояние — к l, скорость —
к uH , давление — к ρu2

H . В этих обозначениях уравнение неразрывности модели имеет
стандартный вид

div u = ux + vy = 0. (1)

Сформулируем закон сохранения импульса для используемой модели. Как и в случае
вязкой ньютоновской жидкости, выражение для потока импульса должно содержать чле-
ны, описывающие необратимый перенос импульса между областями, в которых скорость
течения различна. В случае вязкоупругих жидкостей этот перенос имеет нелокальный ха-
рактер. Иными словами, внутренние напряжения вязкоупругой системы зависят не только
от поля скоростей в данный момент времени, но и от характера течения. Зависимость меж-
ду полем скоростей жидкости в момент времени t0 и напряжениями среды в момент t1 > t0
ослабевает со временем и в случае простых течений с постоянным сдвигом характеризует-
ся величиной e−(t1−t0)/τ , где τ — время релаксации. Соответственно, соотношение между
тензором напряжений и тензором градиента скоростей не может быть представлено в ви-
де локального алгебраического уравнения, подобного используемому в уравнении Навье —
Стокса. Для формулировки этого соотношения необходимы дополнительные дифференци-
альные уравнения. Приведем уравнение для закона сохранения импульса в общем виде

du

dt
+∇p = div Π, (2)

где

d

dt
=

∂

∂t
+ (u,∇) =

∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
.

В правой части уравнения содержится симметрический безразмерный тензор второго ран-
га Π = {αij}, i = 1, 2, j = 1, 2, характеризующий дополнительные вязкоупругие напряже-
ния системы. В используемой модели этот тензор называется также тензором анизотропии
и описывает отклонение деформированной вязкоупругой системы от равновесного поло-
жения. В приближении малых деформаций полагается, что коэффициенты внутреннего

трения, входящие в определяющее соотношение модели, определяются с использованием
тензора анизотропии и коэффициентов k и β (0 < β < 1) — феноменологических парамет-
ров, характеризующих размеры и ориентацию молекулярных “клубков” полимера. Тогда
определяющее соотношение для тензора анизотропии представляет собой три дифферен-
циальных уравнения

dα11

dt
− 2(α11 + κ2)ux − 2α12uy + L11 = 0; (3)
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dα22

dt
− 2(α22 + κ2)vy − 2α12vx + L22 = 0; (4)

dα12

dt
− (α11 + κ2)vx − (α22 + κ2)uy + K̂Iα12 = 0, (5)

где κ2 = 1/(Re W); Lii = KIαii + β Re (α2
ii + α2

12), i = 1, 2; KI = Re (κ2 + k̄I/3); k̄ = k − β;

I = α11 + α22; K̂I = Re (κ2 + k̂I/3); k̂ = k + 2β; Re = ρuH l/η0 — число Рейнольдса;
W = τ0uH/l – число Вайсенберга; η0, τ0 — начальные значения сдвиговой вязкости и

времени релаксации.
Рассмотрим простейшие краевые условия на границе канала с перфорированными

стенками. Предположим, что для скорости течения на стенке канала выполняется условие
прилипания, а уравнение неразрывности выполняется во всем канале вплоть до его стенок.
Получаем следующие условия при y = 0, 1:

y = 0 : u = vy = 0, x ∈ R1,

y = 1 : u = vy = 0, x ∈ R1.
(6)

Далее исследуем вариант течения в канале с перфорированными стенками с постоян-
ным расходом, аналогичным рассмотренному в работе [10]. Как и в [10], будем рассмат-
ривать течения с принудительным поперечным прокачиванием жидкости через стенки

канала, осуществляемым таким образом, что в каждом сечении отсос жидкости через од-
ну стенку компенсируется вдувом через другую, поэтому расход вдоль канала не меняется
(см. рис. 1).

Следует отметить, что условия прилипания для неньютоновской полимерной жидко-
сти являются дискуссионными и не всегда описывают реальные течения полимера [11, 12].
Однако в настоящей работе вопрос о проскальзывании жидкости вдоль стенок канала не

является существенным, более важна формулировка условия для компоненты скорости v
на границе канала. Поэтому предположение, что компонента u на стенках равна нулю,
является допустимым.

2. Гидродинамические стационарные течения в плоском канале. Рассмотрим
случай стационарного течения жидкости в бесконечном канале под действием постоянного

перепада давления вдоль стенки канала y = 0. Для задачи (1)–(6) будем искать частное
решение в виде

u = u(y), Π = Π(y), p = p(x, y) = P (y) + p0 − Ax.

Здесь P (y) — некоторая подлежащая определению функция, такая что P (0) = 0; p0 —
давление при y = 0, x = 0; A = ∆p/(ρu2

Hh) — безразмерный перепад давления на отрезке h,
причем размерная величина ∆p > 0.

Для определения искомых величин из (1)–(6) при 0 6 y 6 1 получаем следующие
соотношения:

v′(y) = 0, т. е. v = r = const;

α12(y) = −Ay + ru(y) + C12; (7)

P (y) = α22(y)− α22(0);

rα′
11 − 2α12u

′ + KIα11 + β Re (α2
11 + α2

12) = 0; (8)

rα′
12 − (α22 + κ2)u′ + K̂Iα12 = 0; (9)

rα′
22 + KIα22 + β Re (α2

12 + α2
22) = 0 (10)

(C12 = α12(0) — константа, подлежащая определению). Из (6), (7), (9) следует

u′ − g(y)u = q(y), u(0) = u(1) = 0, (11)
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где

g(y) =
rK̂I

α22 + κ2 − r2
, q(y) =

(C12 − Ay)K̂I − Ar

α22 + κ2 − r2
.

Рассмотрим частный случай полученной задачи, когда поток жидкости через отвер-
стия в стенках канала отсутствует (r = 0). Заметим, что этот случай является особым
для уравнений (8)–(10), так как параметр r является коэффициентом перед производны-
ми компонент тензора анизотропии. Для случая r = 0 при 0 6 y 6 1 имеем следующую
систему уравнений:

v = r = 0; (12)

α12(y) = −Ay + C12; (13)

−2α12u
′ + KIα11 + β Re (α2

11 + α2
12) = 0; (14)

−α̂2u
′ + K̂Iα12 = 0; (15)

KIα22 + β Re (α2
12 + α2

22) = 0. (16)

Выражение для α12(y) непосредственно следует из уравнения (13). Из уравнения (15) и
краевых условий для u находим

u′ =
K̂Iα12

α22 + κ2
, u(0) = u(1) = 0. (17)

Подставляя выражение для производной скорости (17) в уравнение (15) и вычитая из него
уравнение (16), получаем

K̂I

(
α11 − α22 − 2

α2
12

α22 + κ2

)
= 0. (18)

Полагая K̂I 6= 0, из уравнения (16) находим представление для компоненты α11 и кубиче-
ское уравнение для α22:

(2k̄/3 + β)α3
22 + κ2(1 + β + 2k̄/3)α2

22 + (κ4 + 2k̄α2
12/3 + βα2

12)α22 + βκ2α2
12 = 0. (19)

В качестве решения α22(y) выбираем вещественные корни уравнения (19), представляю-
щие собой гладкие функции на отрезке 0 < y < 1. Заметим, что уравнение содержит
свободный параметр — константу C12. Значение этой константы определяется условием
u(1) = 0, для проверки которого необходимо решить уравнение (17) с найденной функци-
ей α22(y).

Опишем алгоритм нахождения решений для стационарного течения при r = 0. За-
фиксируем некоторое значение константы C12. В области определения искомых функций
0 6 y 6 1 введем равномерную сетку {yk}, состоящую из N узлов (N = 100). В каждом
узле {yk} из уравнения (19) можно найти корни α22(yk) = α22k (определяем их численно
с помощью функции roots пакета MATLAB). Как и коэффициенты уравнения, корни за-
висят от y. Соответственно, для каждого значения k = 1, . . . , N количество корней α22k

может быть различным: от нуля до трех в зависимости от значений параметров задачи.
Из полученного множества корней выбираем наборы α22k, k = 1, . . . , N , при интерполяции
дающие гладкую функцию. В качестве критерия отбора используем ограничение числен-
ной производной |α22k − α22(k−1)| < 102(yk − yk−1). Таких наборов может быть несколько,
один или ни одного. Для полученных решений из уравнения (18) находим функцию α11(y).
Найденные значения компонент тензора анизотропии αij(y) позволяют с помощью явной
конечно-разностной схемы первого порядка решить задачу Коши для уравнения (17) с на-
чальным условием u(0) = 0. Решив эту задачу, можно определить функцию F (C12) = u(1).
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Рис. 2. Профили скорости течения в случае одного (а) и двух (б) решений:
а — Re = 1,12, W = 1, β = 0,55, A = 1, б — Re = 7,78, W = 0,1, β = 0,88, A = 1

Таким образом, поиск решения задачи сводится к решению уравнения F (C12) = 0, которое
находим численно с помощью метода половинного деления. Из указанного выше следует,
что в зависимости от коэффициентов кубического уравнения (19) задача (17)–(19) может
иметь несколько решений. На рис. 2 показаны случаи одного и нескольких решений. Вид-
но, что в случае двух решений одно из них имеет физически противоречивый характер,
поскольку описывает течение в направлении градиента давления, а не в противоположном
ему направлении. Очевидно, такое решение является некорректным с физической точки
зрения.

Рассмотрим случай ненулевого потока через отверстия (r 6= 0). С учетом формулы (7)
получаем краевую задачу с системой обыкновенных дифференциальных уравнений (8),
(10), (11) для функций u(y), α11(y), α22(y). Как и при r = 0, значение константы C12

определяется правым краевым условием u(1) = 0, а метод ее нахождения аналогичен опи-
санному для r = 0. Задачу решаем численно с помощью конечных разностей первого

порядка. Однако для такого решения необходимо задать краевые условия α11(0), α22(0),
отсутствующие в используемой постановке. Численные расчеты показывают, что при вы-
боре различных краевых условий кривые функций α11(y), α22(y) при увеличении y сходят-
ся к одной кривой. На рис. 3 показаны функции α11(y) и α22(y) при различных краевых
условиях. Выбираем такие значения α11(0) и α22(0), при которых кривизна соответству-
ющих графиков в окрестности нижней границы y = 0 минимальна. Вторую производную
функций α11(y), α22(y) аппроксимируем конечной разностью:

α′′
ii(yk) ≈

aii(yk+1)− 2αii(yk) + αii(yk−1)

(yk+1 − yk)2
, i = 1, 2, k = 2, . . . , N − 1.

Тогда для граничных условий α11(0) = γ1, α22(0) = γ2 определим целевую функцию двух

переменных

G(γ1, γ2) = max
k=2,...,30

(|α′′
11(yk)|, |α′′

22(yk)|),

минимум которой будем искать методом Нелдера — Мида с использованием функции

fminsearch пакета MATLAB. Значения α11(0) = γ1 и α22(0) = γ2, минимизирующие функ-
цию G, будем считать искомыми граничными условиями задачи. Так, на рис. 3 искомым
является решение, показанное сплошной линией. Заметим, что наличие течения жидкости
через стенки канала приводит к асимметрии профиля горизонтальной скорости u(y).

Рассмотрим случай, когда задача (12)–(16) для r = 0 имеет несколько решений, и
выясним, к какому из них близки решения задачи при малых значениях r 6= 0. Установле-
но, что они приближаются к одному из таких решений, даже если краевые условия α11(0)
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Рис. 3. Решения при r = 0,3, Re = 1,12, W = 1, β = 0,22, A = 3 и различных
значениях α11(0) и α22(0):
а — профили скорости, б — профили функции α11(y), в — профили функции α22(y);
сплошная линия — решение с наименьшей кривизной, штриховые линии — промежу-
точные решения

и α22(0) задаются в малой окрестности другого решения (рис. 4). В предположении, что
решения при малом и нулевом значениях r близки, можно определить, какое из решений
задачи (12)–(16) (r = 0) физически более правдоподобно в случае, если таких решений
несколько. На рис. 5 сплошной линией показано решение при r = 0, к которому прибли-
жаются решения при r 6= 0, а штриховой и пунктирной — решения для r = 0,1 и r = 0,2,
полученные с использованием описанного выше метода выбора значений α11(0) и α22(0).
Сходимость решений при уменьшении r к решению, показанному сплошной линией, явля-
ется дополнительным подтверждением правильности выбора значений α11, α22 при y = 0.

Заключение. В работе с использованием модифицированной модели Виноградова —
Покровского рассмотрена задача о стационарном течении вязкоупругой несжимаемой по-
лимерной жидкости в плоском канале с перфорированными стенками. Исследованы уравне-
ния, в которых случай отсутствия потока через отверстия в стенках является особым для
рассматриваемой задачи, а также возможность не единственного решения задачи. Описан
численный метод решения такой задачи.

Для случая потока жидкости через отверстия предложен способ постановки краевых

условий для компонент тензора анизотропии путем минимизации второй производной этих

компонент. Показано, что при использовании данного способа в случае уменьшения ско-
рости потока через отверстия решения задачи сходятся к решению задачи с нулевым

потоком, не требующей постановки краевых условий. Таким образом, в работе предло-
жен механизм постановки условий задачи, необходимых для расчета подобных потоков с
помощью исследуемой модели.
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Рис. 4. Решения при Re = 7,78, W = 0,1, β = 0,88, A = 1:
а — профили скорости, б — профили функции α11(y), в — профили функции α22(y);
сплошная линия — решение при r = 0,1, штриховые линии — два решения при r = 0
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Рис. 5. Решения при Re = 7,78, W = 0,1, β = 0,88, A = 1 для различных
значений r:
а — профили скорости, б — профили функции α11(y), в — профили функции α22(y);
сплошная линия — r = 0, штриховая — r = 0,1, пунктирная — r = 0,2
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Приведены примеры решений для различных значений параметров, подтверждающие
обоснованность предложенных краевых условий и эффективность численного метода. Ре-
зультаты численных расчетов показали возможность управления потоком жидкого поли-
мера в канале путем изменения характеристик течения через отверстия в стенках.
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