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Исследовано распространение волн малой амплитуды в грунтах в рамках гипопластиче-
ской модели, описывающей нелинейное поведение сыпучих сред. Для одномерных возму-
щений исходные уравнения сведены к системе нелинейных волновых уравнений. Пред-
ставлены результаты качественного анализа и численного решения ряда задач.

Многие сыпучие материалы, в частности песчаные грунты, характеризуются нели-
нейной зависимостью между деформациями и напряжениями при нагрузках и разгруз-
ках. Для описания их свойств применяются гипопластические модели, в которых связь
напряжение — деформация представляется нелинейным эволюционным уравнением с ко-
эффициентами, в общем случае зависящими от параметров напряженного состояния и

пористости среды, а также от констант, характеризующих типы материалов и определяе-
мых из экспериментов и расчетов [1–4]. Результаты изучения некоторых закономерностей
распространения волн в грунтах на основе такой модели представлены в [5–10].

В настоящей работе исследуется характер эволюции возмущений, которые генериру-
ются на границе занимающего полупространство грунта.

Основное внимание уделяется волнам малой амплитуды и малым деформациям среды,
при этом влиянием пористости пренебрегается, и исходная система уравнений записыва-
ется в виде

ρv̇ = div T ; (1)

Ṫ = −TΩ + ΩT + f1(T )D + f2(T ) tr (TD)D + N(T )‖D‖. (2)

Здесь ρ — плотность материала; v — вектор скорости; D и Ω — тензоры скоростей

деформаций и вращений; ‖D‖ =
√

tr (DD) — норма тензора скоростей деформаций;
f1(T ) = C1 tr (T ); f2 = C2/tr (T ); N(T ) = (C3TT + C4T

∗T ∗)/tr (TT ); T ∗ = T − I tr (T )/3;
I — единичный тензор; C1, . . . , C4 — эмпирические константы; точка над буквой обозна-
чает полную производную по времени. Наличие нормы тензора скоростей деформаций в
последнем слагаемом уравнения (2), содержащем всю информацию о нелинейных свой-
ствах модели, не позволяет линеаризовать систему (1), (2) в случае однородного поля
материальных скоростей среды (иными словами, в окрестности значения ‖D‖ = 0). Если
распределение скоростей неоднородно, то линеаризация возможна.

Рассмотрим одномерные движения гипопластической среды, считая искомые компо-
ненты скоростей и напряжений функциями одной координаты x и времени t. Предположим,
что деформации, материальные скорости и отклонения компонент тензора напряжений от
невозмущенных значений малы. Кроме того, будем считать начальное напряженное со-
стояние однородным и v0 = 0. (Здесь и далее индекс 0 соответствует исходному невозму-
щенному состоянию среды.) При сделанных предположениях система уравнений (1), (2)
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приводится к системе трех нелинейных уравнений второго порядка для компонент скоро-
сти
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коэффициенты cp, cs1, cs2, ai (i = 1, . . . , 6), bi (i = 1, . . . , 3) определяются параметрами
исходного состояния среды и модели. Если все коэффициенты ai, bi равны нулю, то урав-
нения (3) превращаются в не зависящие друг от друга линейные волновые уравнения,
описывающие распространение трех упругих волн (одной продольной и двух поперечных)
с различными скоростями cp, cs1, cs2. Предполагая, что главные оси невозмущенного тен-
зора напряжений T 0 совпадают с осями x, y, z, так что T 0

xy = T 0
xz = T 0

yz = 0, получим
более простую модель
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Первое уравнение системы (4) представляет собой нелинейное неоднородное волновое
уравнение, описывающее продольные и поперечные движения среды, а два других являют-
ся линейными волновыми уравнениями, как и в упругом случае, с постоянными, но, вообще
говоря, разными скоростями cs1, cs2, так как c2

s1− c2
s2 = (T 0

zz−T 0
yy)/(2ρ). Эти скорости сов-

падают только в случае T 0
yy = T 0

zz. Таким образом, из уравнений (4) следует, что две попе-
речные (сдвиговые) волны распространяются независимо друг от друга и от продольного
движения, в то время как поперечные движения воздействуют на продольные волны. Дру-
гими словами, в гипопластических средах поперечные волны приводят к возбуждению про-
дольных волн. Если исходное напряженное состояние изотропно (T 0

xx = T 0
yy = T 0

zz ≡ T0), то
выражения для скоростей распространения волн и параметра нелинейности существенно

упрощаются: c2
p = (3C1 + C2/3)T0/ρ, c2

s1 = c2
s2 ≡ c2

s = 3C1T0/(2ρ), b = C3T0/(3ρ).
Далее все уравнения записываются в безразмерных переменных с сохранением обо-

значений, использованных для размерных величин. Как показано в [9, 10], при отсутствии
поперечных движений (v = w = 0) продольные возмущения, в которых материальная
скорость совпадает с направлением распространения волны, описываются уравнением
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Решения этого уравнения зависят от знака производной ∂u/∂x. Действительно, если
∂u/∂x > 0 всюду, то уравнение (5) сводится к линейному волновому уравнению
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и его решения соответствуют переносу начального возмущения в обоих направлениях оси

x без изменения формы с постоянной скоростью c1 = ±
√

c2
p + b. Если ∂u/∂x < 0 всюду и

b < c2
p, то уравнение (5) принимает вид

∂2u

∂t2
− (c2

p − b)
∂2u

∂x2
= 0,

и его решения описывают перенос начальных возмущений без изменения формы с по-

стоянной скоростью c2 = ±
√

c2
p − b. В рассматриваемом гидростатическом случае, когда

сдвиговые напряжения отсутствуют, параметр b положителен, поэтому c1 > c2 и профи-
ли, соответствующие положительным значениям градиента скорости, распространяются
быстрее, чем профили с отрицательными значениями этого градиента.

Заметим, что уравнение (5) помимо продольных описывает также сдвиговые волны
малой амплитуды в насыщенных сыпучих средах [5–7]. При этом искомой функцией явля-
ется поперечная скорость v, коэффициенты отличаются от приведенных выше.

Если параметр нелинейности b мал по сравнению с величиной c2
p, то для волн, рас-

пространяющихся в положительном направлении оси x, в [9] с помощью приближенной

факторизации волнового оператора получено уравнение первого порядка
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+
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∣∣∣ = 0. (6)

В [9, 10] представлено численное решение уравнения (6) на бесконечной прямой

−∞ < x < ∞ с начальным пространственно-локализованным распределением скорости
и нулевыми граничными условиями. Показано, что, поскольку начальный профиль име-
ет две ветви с различными знаками градиента скорости, они движутся в одном и том
же направлении с разными скоростями, причем передний фронт перемещается медлен-
нее заднего. Их взаимодействие приводит к тому, что амплитуда возмущения в процессе
движения уменьшается, со временем это возмущение полностью затухает. Если решено
уравнение (6) с теми же условиями, но с отрицательным знаком cp, то в этом случае
передний фронт возмущения опережает задний, ветви с различными знаками градиен-
та скорости движутся, не взаимодействуя друг с другом, вследствие чего возмущение с
течением времени расширяется, сохраняя амплитуду неизменной.

На основе приближенного уравнения (6) рассмотрим распространение продольных

волн в грунте, занимающем полупространство x > 0, которые генерируются заданными на
границе x = 0 импульсами u(0, t) = f(t). Пусть виброисточник вырабатывает одиночный
сигнал

f(t) = u0 exp
[
−

(t− t0
t1

)2 ]
,

где u0 — амплитуда; t0 — время достижения максимального значения; t1 — длительность

сигнала. Этот импульс приводит к возбуждению волн нагрузки (u > 0) или разгрузки
(u < 0) в зависимости от того, положительна или отрицательна величина u0. На рис. 1
представлена зависимость скорости среды от времени на границе x = 0 и в двух точках
x1 > 0, x2 > 0. Эти кривые можно интерпретировать как временную развертку сигна-
лов, регистрируемых датчиками, расположенными в грунте на некотором расстоянии от
источника. Кривые 1–3 соответствуют нагружению среды (u0 > 0), при этом скорость
переднего фронта меньше скорости заднего, по мере удаления от источника датчики ре-
гистрируют сигнал уменьшающейся амплитуды, а на достаточно больших расстояниях
сигнал полностью затухает. Кривые 4–6 соответствуют разгрузке грунта (u0 < 0), ско-
рость переднего фронта сигнала больше скорости заднего, поэтому возмущение движется
в среде без затухания и его длительность увеличивается.
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Рис. 1. Эволюция одиночного сигнала (урав-
нение переноса):
1–3 — u0 = 1, x = 0; 0,02; 0,04; 4–6 — u0 = −1,
x = 0; 0,02; 0,04

Рассмотрим случай, когда виброисточник задает синусоидальный сигнал постоянной
амплитуды f(t) = u0 sin ωt (ω — циклическая частота, связанная с периодом колебаний
соотношением T = 2π/ω). На рис. 2 приведены временные развертки сигналов, регистри-
руемых датчиками в точках x1 > 0, x2 > 0 в грунте. Как следует из анализа рис. 2,
синусоидальный импульс по мере продвижения существенно изменяется. В зонах нагру-
жения профили скоростей заостряются и их амплитуда уменьшается (как в случае задания
на границе грунта одиночного импульса нагружения), в то время как в зонах разгрузки
профили скоростей расширяются при неизменной амплитуде (как в случае одиночного им-
пульса разрежения). Такое изменение формы импульса приводит к формированию сигнала
большой длительности, соответствующего разгрузке среды.

Если источник вырабатывает синусоидальный импульс конечной длительности с

уменьшающейся амплитудой

f(t) = u0 exp
[
−

(t− t0
t1

)2 ]
sin ωt,

то форма сигнала u(x, t) по мере продвижения вглубь меняется следующим образом. Ско-

Рис. 2. Эволюция синусоидального сигнала (уравнение переноса):
а — x = 0,01; б — x = 0,02
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Рис. 3. Эволюция затухающего синусоидального сигнала (уравнение пе-
реноса):
а — t1 = 0,01: 1 — x = 0; 2 — x = 0,04; б — t1 = 0,02: 1 — x = 0; 2 — x = 0,04

рости в зонах нагружения с течением времени убывают, полностью исчезая при больших
временах, а профили скоростей в зонах разгрузки расширяются с сохранением амплитуды,
причем, поскольку амплитуда импульса на границе уменьшается, максимальные значения
скоростей в последовательных зонах разгрузки разные, в результате чего на больших рас-
стояниях от источника импульс приобретает ступенчатую форму (рис. 3). Число ступенек
равно числу зон разгрузки, которое задается импульсом на границе. Заметим, что дли-
тельность импульса на рис. 3,б в два раза больше, чем на рис. 3,а.

Уравнение первого порядка (6) получено с помощью приближенной факторизации вол-
нового уравнения (5). Сравним результаты численного решения этих уравнений. На рис. 4
представлены временные развертки сигнала, генерируемого одиночным импульсом на гра-
нице грунта x = 0, в тех же точках и при тех же параметрах, которые использованы
при решении уравнения первого порядка. Видно, что характер сигналов тот же, что на
рис. 1. При нагружении сигнал по мере распространения в среду становится более ост-
рым и его амплитуда уменьшается (кривые 1–3 на рис. 4), а при разгрузке длительность
сигнала увеличивается, но амплитуда остается постоянной (кривые 4–6). Однако процесс
эволюции, моделируемый волновым уравнением (5), более медленный, чем моделируемый
уравнением (6). Кроме того, по мере продвижения сигнал приобретает продолжительный
“хвост” малой амплитуды, соответствующий разгрузке (u < 0), который отсутствует при
моделировании процесса уравнением (6). На большом удалении датчика от источника ха-
рактер сигнала свидетельствует о постепенном уменьшении зоны нагрузки и увеличении

зоны разгрузки. Датчик, расположенный достаточно далеко от границы грунта, фиксиру-
ет продолжительный сигнал, соответствующий разгрузке.

На рис. 5 представлены результаты численного решения волнового уравнения (5), ко-
гда источник на границе вырабатывает синусоидальный сигнал убывающей амплитуды и,
значит, конечной длительности. Все параметры в расчетах эволюции сигналов одинаковы
(см. рис. 3,а, 5), что позволяет сопоставить результаты, полученные при решении двух
уравнений: волнового (5) и переноса (6). Из сравнения уравнений (5) и (6) следует, что
характер распространения сигналов качественно один и тот же: на больших расстояниях
от источника датчик регистрирует сигнал, соответствующий разгрузке (u < 0), и число
ступенек на временной развертке равно числу зон разгрузки, которое зависит от харак-
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Рис. 4 Рис. 5

Рис. 4. Эволюция одиночного сигнала (волновое уравнение):
1–3 — u0 = 1, x = 0; 0,02; 0,04; 4–6 — u0 = −1, x = 0; 0,02; 0,04

Рис. 5. Эволюция затухающего синусоидального сигнала (волновое уравнение):
1 — x = 0; 2 — x = 0,04; 3 — x = 0,08

тера импульса на границе x = 0. Однако процесс, описываемый волновым уравнением,
развивается значительно медленнее, чем процесс, моделируемый уравнением переноса.

Для численного решения уравнения (5) использована двухслойная явная схема [9], в
которой из соображений устойчивости производная по координате аппроксимируется раз-
ностью назад, поскольку коэффициент перед производной по координате всегда положи-
телен и равен либо cp + b/(2cp) при ux > 0, либо cp − b/(2cp) при ux < 0 (0 < b < cp).
Численное решение уравнения (5) проводилось по схеме, использованной в [10]. Уравне-
ние (5) записывается в виде системы двух уравнений первого порядка для скорости и

напряжения

∂T

∂t
= c2

p
∂u

∂x
+ b

∣∣∣∂u

∂x

∣∣∣, ∂u

∂t
=

∂T

∂x
,

где T ≡ Txx − T0. Для данной системы строится неявная конечно-разностная схема, реа-
лизуемая последовательными приближениями:

Tn+1,k+1
i = Tn

i + (c2
pδt/δx)[α(∆un

i + b|∆un
i |) + (1− α)(∆un+1,k

i + b|∆un+1,k
i |)],

un+1,k+1
i = un

i + (δt/δx)[α∆Tn
i + (1− α)∆Tn+1,k

i ].

Здесь Tn
i = T (tn, xi); un

i = u(tn, xi); ∆Tn
i = Tn

i+1 − Tn
i ; ∆un

i = un
i − un

i−1; ∆Tn+1,k
i =

Tn+1,k
i+1 − Tn+1,k

i ; ∆un+1,k
i = un+1,k

i − un+1,k
i−1 ; k — номер итерации; параметр α = 1 соот-

ветствует явной схеме, 0 6 α < 1 — неявной схеме; δt, δx — шаги сетки по времени и

координате. Итерации проводятся до тех пор, пока разность значений искомых функций
на двух последовательных итерациях не станет меньше некоторого малого числа ε.

Расчеты, результаты которых представлены на рис. 1–5, выполнены при следующих
параметрах: b = 0,1, cp = 0,5, t0 = 0,04, α = 0,2, δt = 0,0001, δx = 0,0002. Для синусои-
дальных сигналов (см. рис. 2, 3, 5) ω = 400.
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