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Проведён анализ потенциальной точности оценки индекса модуляции сигнала гомодинного

лазерного доплеровского виброметра с гармонической частотной модуляцией при извест-
ных и неизвестных неинформационных параметрах сигнала. С использованием неравенст-
ва Рао — Крамера получены выражения для расчёта нижней границы дисперсии эффек-
тивной оценки индекса модуляции и исследована её зависимость от параметров смеси сиг-
нала и шума. Даны рекомендации по выбору условий проведения измерений амплитуды
вибросмещения гомодинным лазерным доплеровским виброметром.
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Введение. В настоящее время во многих отраслях промышленности и в научных ис-
следованиях широко применяются различные методы и средства непрерывного прецизион-
ного контроля параметров движения объектов, в частности, виброколебаний. В качестве
прецизионных средств измерения параметров виброколебаний получили распространение

лазерные доплеровские виброметры (ЛДВ) [1]. Данные устройства могут быть использо-
ваны как для прямого измерения виброскорости и вибросмещения объектов, так и для кос-
венных измерений параметров процессов, являющихся причиной появления виброколеба-
ний [2]. Предельные характеристики метода измерений с помощью ЛДВ находятся путём
определения потенциальной точности оценки информационного параметра сигнала ЛДВ.
Результаты исследований по оценке параметров гауссового импульса и одночастичного

сигнала ЛДА, а также обширная библиография по вопросам получения максимально прав-
доподобных оценок параметров оптических сигналов и определения их потенциальной точ-
ности содержатся в [3, 4].

В предлагаемой работе решается задача исследования зависимости потенциальной

точности оценки информационного параметра сигнала от различных неинформационных

параметров сигнала гомодинного ЛДВ. Анализ полученных результатов позволяет дать
рекомендации по подбору оптимальных условий проведения измерений амплитуды вибро-
смещения гомодинным ЛДВ.

Оценка информационного параметра сигнала в условиях стационарного

шума. Известна следующая модель идеального сигнала гомодинного ЛДВ [1]:

u(t) = U cos[m sin(Ωt+ Φ) + ϕ], (1)

где U — амплитуда сигнала; m — индекс угловой модуляции, связанный с амплитудой
вибросмещения L соотношением m = 2πL/Λ (Λ — период интерференционной картины в
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области измерительного объёма ЛДВ, построенного по дифференциальной оптической схе-
ме); Ω — частота виброколебаний; ϕ — начальная фаза регистрируемого сигнала, завися-
щая от взаимного расположения рассеивателя и интерференционной полосы в измеритель-
ном объёме ЛДВ; Φ — начальная фаза виброколебаний. Амплитуда вибросмещения L опре-
деляется косвенным методом по результатам прямого измерения параметра Λ и оценки

параметра m, полученной в ходе обработки сигнала ЛДВ.
Рассмотрим задачу оценки информационного параметра m в случае, когда на устрой-

ство оценивания c выхода фотоприёмника на интервале времени (0, T ) поступает адди-
тивная смесь сигнала (1) и стационарного широкополосного гауссова шума n(t):

x(t) = u(t) + n(t). (2)

При наличии значительной фоновой засветки, когда уровень дробового шума меня-
ется слабо, корреляционную функцию шума n(t) можно описать выражением R(τ) =
= (N0/2)δ(τ), где N0 — односторонняя спектральная плотность мощности шума, δ(τ) —
функция Дирака.

При условии если неинформационные параметры сигнала точно известны, а отноше-
ние энергии сигнала на интервале наблюдения к спектральной плотности мощности шума

достаточно велико, оценка информационного параметра m сигнала является оптимальной

по критерию минимума среднеквадратической погрешности, нижняя граница дисперсии
которой Dm определяется неравенством Рао — Крамера [5]:

Dm ≥
(〈(∂ ln p(x(t) |m)

∂m

)2〉)−1
, (3)

где 〈·〉 — знак математического ожидания; p(x(t) |m) — функционал условной плотности

вероятности наблюдаемой реализации x(t).
Для принятой модели шума функционал p(x(t) |m) удовлетворяет соотношению [6]

p(x(t) |m) ∼ exp
{
− 1

N0

T∫
0

[x(t)− u(t,m)]2dt
}
. (4)

Нижняя граница дисперсии оценки индекса частотной модуляции может быть найдена

из (1)–(4). Преобразуем математическое ожидание в выражении (3) к виду

〈(∂ ln p(x(t) |m)

∂m

)2〉
=
〈( ∂

∂m

{
− 1

N0

T∫
0

[x(t)− u(t,m)]2dt
})2〉

=

=
〈(
− 2

N0

T∫
0

[x(t)− u(t,m)]
∂u(t,m)

∂m
dt
)2〉

=
〈(
− 2

N0

T∫
0

n(t)
∂u(t,m)

∂m
dt
)2〉

=

=
〈 4

N2
0

T∫
0

T∫
0

n(t1)n(t2)
∂u(t1,m)

∂m

∂u(t2,m)

∂m
dt1dt2

〉
.
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Проведя усреднение по реализациям шума, получим соотношение для нижней границы
дисперсии оценки индекса модуляции m:

Dm ≥
( U2

2N0

T∫
0

(1− cos[2m sin(Ωt+ Φ) + 2ϕ])(1− cos[2Ωt+ 2Φ])dt
)−1

. (5)

Для частного случая, когда время наблюдения T составляет целое число периодов

виброколебаний TΩ (T = nTΩ, где TΩ = 2π/Ω, n ≥ 1 — натуральное число) и намного
превышает период виброколебаний, выражение для дисперсии Dm можно привести к виду

Dm ≥ ((q2/2)[1− (J0(2m)− J2(2m)) cos(2ϕ)])−1. (6)

Здесь J0(x) и J2(x) — функции Бесселя первого рода; q — отношение сигнал/шум, опре-

деляемое формулой q =
√
U2T/N0.

Для случая, когда неинформационные параметры сигнала неизвестны, решается за-
дача совместного оценивания. Используя (1), (2) и (4), можно получить выражения для
расчёта элементов информационной матрицы Фишера J, задаваемых формулой [5]

Jλiλj =
〈∂ ln p(x |Λ)

∂λi

∂ ln p(x |Λ)

∂λj

〉
, (7)

гдеΛ = (λ1, λ2, . . . , λi, . . .) — вектор параметров сигнала, который в рассматриваемом слу-
чае имеет вид Λ = (U,m,Ω,Φ, ϕ). Нижние границы дисперсий оценок параметров опреде-
ляются при этом диагональными элементами корреляционной матрицы ошибок D, вычис-
ляемой путём обращения информационной матрицы ФишераD = J−1 [5]. Нижняя граница
относительного среднего квадратического отклонения (СКО) оценки индекса модуляции
может быть рассчитана по формуле δm = (

√
Dmm/m)·100 %, гдеDmm — соответствующий

диагональный элемент корреляционной матрицы ошибок D.
Графики зависимостей нижней границы относительного СКО оценки индекса моду-

ляции δm от величины индекса модуляции при различных значениях числа периодов виб-
роколебаний на интервале времени наблюдения T/TΩ приведены на рис. 1 для q = 10 дБ,
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Рис. 1. Зависимости нижней границы относительного СКО оценки индекса моду-
ляции от величины индекса модуляции при известных (кривые 3, 5) и неизвестных
(кривые 1, 2) неинформационных параметрах сигнала (кривые 1, 5 — T/TΩ = 0,6;

2, 3 — T/TΩ = 1; 4 — расчёт по формуле (6))
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Рис. 2. Зависимости нижней границы относительного СКО оценки индекса моду-
ляции от начальной фазы регистрируемого сигнала при известных (кривые 3, 6) и
неизвестных (кривые 1, 2, 5) неинформационных параметрах сигнала (кривая 1 —
T/TΩ = 0,6, m = 30; 2, 3 — T/TΩ = 1, m = 30; 5, 6 — T/TΩ = 1, m = 100; 4 —

расчёт по формуле (6) для m = 30)

ϕ = π, Φ = 4π/3. На рис. 2 показаны зависимости δm от начальной фазы регистрируе-
мого сигнала ϕ для q = 10 дБ, Φ = 4π/3, двух значений m и различных значений T/TΩ.
Зависимости нижней границы относительного СКО оценки индекса модуляции δm от на-
чальной фазы виброколебаний Φ для q = 10 дБ, ϕ = π, m = 30 и различных значений
T/TΩ приведены на рис. 3.

Оценка информационного параметра сигнала в условиях нестационарного

шума. Если оптическая схема ЛДВ позволяет устранить фоновую засветку, а аддитив-
ный шум электронных блоков минимизирован, модель наблюдаемого процесса на выходе
инерционного фотодетектора (photodetector — ph) можно представить в виде аддитивной
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Рис. 3. Зависимости нижней границы относительного СКО оценки индекса модуля-
ции от начальной фазы виброколебаний при известных (кривые 3, 5) и неизвестных
(кривые 1, 2, 4) неинформационных параметрах сигнала (кривая 1 — T/TΩ = 0,7;

2 — T/TΩ = 0,8; 3 — T/TΩ = 0,1; 4, 5 — T/TΩ ≥ 1)
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смеси сигнала и нестационарного широкополосного гауссова шума [7]:

xph(t) = uph(t) + nph(t), (8)

где

uph(t) = U0(1 + V cos[m sin(Ωt+ Φ) + ϕ]) (9)

— полезный сигнал;

Nph(t) = N0(1 + V cos[m sin(Ωt+ Φ) + ϕ]) (10)

— «мгновенное» значение спектральной плотности мощности шума; V — параметр опти-
ческой схемы датчика («видность» интерференционной картины, создаваемой зондирую-
щими лазерными пучками), 0 < V < 1 [8]. В принятой упрощённой модели нестационар-
ный шум приближённо задаётся функцией корреляции [9]

Rph(t, t+ τ) = (Nph(t)/2)δ(τ). (11)

Запишем выражение для функции правдоподобия в условиях нестационарного шума,
используя соотношение для условной многомерной плотности вероятности дискретной вы-
борки из K отсчётов процесса xph(t), которые приближённо будем считать независимыми:

p(xph(ti) |Λ, Nph(ti,Λ), i = 1, . . . , K) =

=
K∏
i= 1

√
∆

πNph(ti,Λ)
exp

{(xph(ti)− uph(ti,Λ))2

Nph(ti,Λ)
∆
}
, (12)

где ∆ — интервал дискретизации.
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Рис. 4. Зависимости нижней границы относительного СКО оценки индекса моду-
ляции от отношения сигнал/шум при известных (кривые 3, 6 — аддитивный шум;
8, 9 — мультипликативный шум) и неизвестных (кривые 1, 2 — аддитивный шум;
5, 7 — мультипликативный шум) неинформационных параметрах сигнала (кри-
вые 1, 5 — T/TΩ = 0,6; 2, 3, 7, 8 — T/TΩ = 1; 6, 9 — T/TΩ = 0,2; 4 — расчёт по

формуле (6))
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Рис. 5. Зависимости нижней границы относительного СКО оценки индекса модуляции
от времени наблюдения при известных (кривые 8, 9 — аддитивный шум; 10 — муль-
типликативный шум) и неизвестных (кривые 2, 4, 6 — аддитивный шум; 1, 3, 5 —
мультипликативный шум) неинформационных параметрах сигнала (кривые 1, 2, 9,
10 — TΩ/Td = 1000, m = 100; 3, 4 — TΩ/Td = 2000, m = 100; 5, 6 — TΩ/Td = 2000,

m = 30; 8 — TΩ/Td = 1000, m = 30; 7 — расчёт по формуле (6) для m = 30)

Используя (7)–(12), можно получить выражения для расчёта элементов i, j информа-
ционной матрицы Фишера:

Jλiλj =
K∑
k= 1

2∆

Nk

∂uk
∂λi

∂uk
∂λj

. (13)

В соответствии с (13) проведём численный расчёт элементов корреляционной матри-
цы ошибок D и найдём нижнюю границу дисперсии оценки информационного параметра

m в условиях нестационарного шума. Так как в этих условиях отношение сигнал/шум
меняется во времени, следуя [9], введём понятие среднего отношения сигнал/шум:

q̄ =

√√√√√ T∫
0

(uph(t)− U0)2dt
/

(N0/2) =
√

(U0V )2T/N0.

На рис. 4 представлены зависимости величины δm от отношения сигнал/шум q̄ = q
при m = 100, ϕ = π, Φ = 4π/3 и различных значениях T/TΩ для аддитивного и мульти-
пликативного шумов. Рис. 5 иллюстрирует зависимости величины δm от нормированного
времени наблюдения T/Td для двух моделей шума при q̄ = q = 10 дБ, ϕ = π, Φ = 4π/3,
двух значений m и различных значений TΩ/Td, где Td = ∆ — шаг дискретизации.

Заключение. На основании результатов проведённого исследования можно сделать
следующие выводы. Как видно из графиков рис. 1, при увеличении индекса модуляции
значение нижней границы относительного СКО оценки параметра m уменьшается, а в
случае когда интервал времени наблюдения становится меньше периода виброколебаний

(T/TΩ < 1), приобретает осциллирующий характер, который наиболее выражен при усло-
вии неизвестных неинформационных параметров сигнала. С одной стороны, анализ рис. 2–
5 позволяет сделать вывод, что при T/TΩ > 1 потенциальная точность оценки задаётся
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практически только отношением сигнал/шум и не зависит от неинформационных пара-
метров сигнала. При T/TΩ < 1 имеются оптимальные значения начальных фаз регист-
рируемого сигнала и виброколебаний, при которых СКО оценки минимально. С другой

стороны, на графиках рис. 5 видно, что при выборе времени наблюдения меньше некото-
рых «пороговых» значений, величина нижней границы относительного СКО оценки резко
возрастает. При известных неинформационных параметрах сигнала и оптимальных зна-
чениях фаз данные «пороговые» явления наступают при T/TΩ ≈ 0,2, а при неизвестных
неинформационных параметрах — при T/TΩ ≈ 1. Аналогичные зависимости имеют мес-
то и при мультипликативном шуме. Таким образом, для практически значимого случая
неизвестных неинформационных параметров сигнала при проведении измерений амплиту-
ды вибросмещения гомодинным ЛДВ необходимо выбирать время наблюдения, превыша-
ющее 1–1,5 периода виброколебаний. Тогда нижняя граница относительного СКО оценки
практически не зависит от начальных фаз сигнала и виброколебаний и может быть оце-
нена по приведённым в работе графикам для заданных значений отношения сигнал/шум
и информационного параметра сигнала m.
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