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Даны уравнения деформирования упругого неоднородного слоистого тела вращения.
Каждый слой представляет собой область, ограниченную выпуклыми эквидистантными
(равноудаленными) поверхностями вращения.
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Введение. Различные способы построения теории упругого деформирования много-
слойных конструкций изложены в [1–4].

В настоящей работе для построения уравнений, описывающих упругое деформиро-
вание слоистого тела вращения, используются результаты [5–7], полученные на основе
нескольких аппроксимаций каждой из неизвестных функций в виде отрезков рядов по по-
линомам Лежандра, что позволило корректно сформулировать условия сопряжения на-
пряжений и перемещений на межслойных поверхностях. С использованием этой методики
получены решения ряда задач упругого деформирования слоистых конструкций [7–9].

1. Определение криволинейной системы координат. Пусть S — достаточно

гладкая замкнутая выпуклая поверхность, причем начало координат O системы (x, y, z)
лежит внутри S на оси z (рис. 1). Поверхность S образована вращением выпуклой кри-

вой L, расположенной в плоскости zr, где r = (x2 + y2)1/2, причем L пересекает ось z под
прямым углом, радиус кривизны во всех точках L не меньше ρ∗ (рис. 2).

Уравнение кривой L можно представить в виде

r = r̂(γ) =
dF (γ)

dγ
cos γ + F (γ) sin γ, z = ẑ(γ) =

dF (γ)

dγ
sin γ − F (γ) cos γ.

Здесь γ — угол между касательной и осью r; F (γ) — опорная функция контура L (рас-
стояние от точки O до касательной). Очевидно, r̂(γ) > 0 для 0 6 γ 6 π. Радиус кривизны
кривой L равен

ρ = ρ(γ) = F (γ) +
d2F (γ)

dγ2
> ρ∗ > 0.

Уравнения поверхности S можно записать в виде

x = xS(β, γ) =
(dF (γ)

dγ
cos γ + F (γ) sin γ

)
cos β,

y = yS(β, γ) =
(dF (γ)

dγ
cos γ + F (γ) sin γ

)
sin β,
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Рис. 1 Рис. 2

z = zS(β, γ) =
dF (γ)

dγ
sin γ − F (γ) cos γ.

Рассмотрим ортогональную криволинейную систему координат (α, β, γ):

x = x(α, β, γ) =
(dF (γ)

dγ
cos γ + (F (γ) + α) sin γ

)
cos β,

y = y(α, β, γ) =
(dF (γ)

dγ
cos γ + (F (γ) + α) sin γ

)
sin β,

z = z(α, β, γ) =
dF (γ)

dγ
sin γ − (F (γ) + α) cos γ,

(1.1)

α > 0, 0 6 γ 6 π, 0 6 β < 2π.

Якобиан преобразования координат J(α, β, γ) не меняет знак:

J(α, β, γ) = D(x, y, z)/D(α, β, γ) = (ρ(γ) + α)(r̂(γ) + α sin γ) > 0.

Из (1.1) следует, что поверхность α = const представляет собой эквидистантную (равно-
удаленную) поверхность от поверхности S. Единичные векторы координатных линий (см.
рис. 1) имеют вид

kα = (sin γ cos β, sin γ sin β,− cos γ), kβ = (− sin β, cos β, 0),

kγ = (cos γ cos β, cos γ sin β,− sin γ).

2. Уравнения линейной теории упругости в криволинейной системе коорди-
нат (α, β, γ). Рассмотрим постановку задачи линейной теории упругости в ортогональной
системе координат (α, β, γ). Напряжения σαα, σαβ, σαγ , σββ, σβγ , σγγ удовлетворяют урав-
нениям равновесия

∂t̂α
∂α

+
∂t̂β
∂β

+
∂t̂γ
∂γ

= 0.

Здесь

t̂α = HγHβ(σααkα + σαβkβ + σαγkγ),
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t̂β = HαHγ(σαβkα + σββkβ + σβγkγ), t̂γ = HαHβ(σαγkα + σβγkβ + σγγkγ),

Hα = 1, Hβ = r̂(γ) + α− sin γ, Hγ = ρ(γ) + α.

Тензор деформаций определяется через вектор перемещений U в виде

eαα =
kα

Hα
· ∂U

∂α
, eββ =

kβ

Hβ
· ∂U

∂β
, eγγ =

kγ

Hγ
· ∂U

∂γ
,

2eαβ =
kα

Hβ
· ∂U

∂β
+
kβ

Hα
· ∂U

∂α
, 2eαγ =

kα

Hγ
· ∂U

∂γ
+
kγ

Hα
· ∂U

∂α
, (2.1)

2eβγ =
kβ

Hγ
· ∂U

∂γ
+
kγ

Hβ
· ∂U

∂β
.

Напряжения и деформации связаны законом Гука

σαα = 2µeαα + λe, σββ = 2µeββ + λe, σγγ = 2µeγγ + λe,

σαβ = 2µeαβ, σαγ = 2µeαγ , σβγ = 2µeβγ , (2.2)

e = eαα + eββ + eγγ ,

где λ, µ — модули упругости.
3. Уравнения упругого деформирования оболочки вращения овального про-

филя. Рассмотрим оболочку вращения толщины 2h, занимающую объем V и ограничен-
ную координатными поверхностями α1, α2; 0 < α1 < α2 = α1+2h. В направлении α введем
координату ξ ∈ [−1, 1], α = α0 + hξ, α0 = (α1 + α2)/2.

Неизвестные функции U , t̂α, t̂β, t̂γ можно представить в виде рядов по полиномам
Лежандра:

U =
∞∑

k=0

[U ]kpk(ξ), t̂i =
∞∑

k=0

[t̂i]
kpk(ξ). (3.1)

Здесь pk(ξ) — ортогональные полиномы Лежандра; [U ]k, [t̂i]
k — коэффициенты разложе-

ний, зависящие от координат β, γ:

[U ]k =
1 + 2k

2

1∫
−1

Upk dξ, [t̂i]
k =

1 + 2k

2

1∫
−1

t̂ipk dξ.

Поверхность ξ = 0 является срединной поверхностью оболочки. В ортогональной си-
стеме координат (α, β, γ) имеют место равенства

Hβ = Aβ(1 + ξh/Rβ), Hγ = Aγ(1 + ξh/Rγ),

Rβ =
Aβ

sin γ
=

dF

dγ
ctg γ + F (γ) + α0, Rγ = Aγ =

d2F

dγ2
+ F (γ) + α0,

где Aβ, Aγ — коэффициенты Ламе срединной поверхности; Rβ, Rγ — главные радиусы

кривизны срединной поверхности.
В соответствии с [5–7] напряжения аппроксимируются отрезками рядов (3.1)

t̂β ' Aγ(Nβp0/(2h) + 3Mβp1/(2h
2)), t̂γ ' Aβ(Nγp0/(2h) + 3Mγp1/(2h

2)),

t̂α ' AβAγ [P0p0 + ∆P p1 + (p2 − p0)(kα × (P0 × kα)−Q/(2h))],

∆P = (P+ − P−)/2, P0 = (P+ + P−)/2.
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Здесь

Nβ = h

1∫
−1

(
σαβkα + σββkβ +

(
1 +

hξ

Rγ

)
σβγkγ

)
dξ,

Nγ = h

1∫
−1

(
σαγkα +

(
1 +

hξ

Rβ

)
σβγkβ + σγγkγ

)
dξ,

Mβ = h2

1∫
−1

ξ(σββkβ + σβγkγ) dξ, Mγ = h2

1∫
−1

ξ(σβγkβ + σγγkγ) dξ,

(3.2)

Q = h

1∫
−1

(σαβkβ + σαγkγ) dξ, P± = (σααkα + σαβkβ + σαγkγ)
∣∣
ξ=±1

.

Перемещения U = Uαkα + Uβkβ + Uγkγ аппроксимируются отрезками рядов (3.1)

kα × (U × kα) = vp0 +ψp1 + (v0 − v)p2 + (∆v −ψ)p3,

U · kα = Wp0 + ∆Wp1 + (W0 −W )p2,

∆v = (v+ − v−)/2, v0 = (v+ + v−)/2,
(3.3)

∆W = (W+ −W−)/2, W0 = (W+ + W−)/2.

Здесь

v =
1

2

1∫
−1

(kβUβ + kγUγ) dξ, ψ =
1

2

1∫
−1

(kβUβ + kγUγ)ξ dξ,

W =
1

2

1∫
−1

kα ·U dξ, W± = kα ·U
∣∣
ξ=±1

, v± = (kβUβ + kγUγ)
∣∣
ξ=±1

.

Деформации (2.1) аппроксимируются отрезками рядов

eαα = εααp0 + χααp1, eββ = εββp0 + χββp1,

eγγ = εγγp0 + χγγp1, eβγ = εβγp0 + χβγp1, (3.4)

eαβ = εαβp0 + χαβp1 + ωαβp2, eαγ = εαγp0 + χαγp1 + ωαγp2.

Здесь

εαα = ∆W/h, χαα = 3(W0 −W )/h,

εββ =
kβ

Aβ
· ∂v

∂β
+

1

Rβ
W, χββ =

kβ

Aβ
· ∂ψ

∂β
,

εγγ =
kγ

Aγ
· ∂v

∂γ
+

1

Rγ
W, χγγ =

kγ

Aγ
· ∂ψ

∂γ
,

2εβγ =
kγ

Aβ
· ∂v

∂β
+
kβ

Aγ
· ∂v

∂γ
, (3.5)
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2χβγ =
1

Rγ

kγ

Aβ
· ∂v

∂β
+

1

Rβ

kβ

Aγ
· ∂v

∂γ
+
kγ

Aβ
· ∂ψ

∂β
+
kβ

Aγ
· ∂ψ

∂γ
,

2εαβ =
kα

Aβ
· ∂v

∂β
+

1

Aβ

∂W

∂β
+

1

h
kβ ·∆v,

2χαβ = 3kβ · (v0 − v)/h, 2ωαβ = 5kβ · (∆v −ψ)/h,

2εαγ =
kα

Aγ
· ∂v

∂γ
+

1

Aγ

∂W

∂γ
+

1

h
kγ ·∆v,

2χαγ = 3kγ · (v0 − v)/h, 2ωαγ = 5kγ · (∆v −ψ)/h.

Найдем связь усилий Nβ, Nγ и моментов Mβ, Mγ с деформациями и кривизнами.
Аппроксимации деформаций (3.4), (3.5) подставим в (2.2), а полученные выражения для
напряжений — в формулы (3.2). После интегрирования с учетом ортогональности поли-
номов Лежандра и ряда преобразований получим

Nβ = 2h
[5

6

(
2µε′αβ +

1

5
(P0 · kβ)

)
kα +

+
( E

1− ν2
(εββ + νεγγ) +

ν

1− ν
(P0 · kα)

)
kβ + 2µ

(
εβγ +

h

3Rγ
χβγ

)
kγ

]
,

Nγ = 2h
[5

6

(
2µε′αγ +

1

5
(P0 · kγ)

)
kα +

+
( E

1− ν2
(εγγ + νεββ) +

ν

1− ν
(P0 · kα)

)
kγ + 2µ

(
εβγ +

h

3Rβ
χβγ

)
kβ

]
, (3.6)

Mβ =
2h2

3

[( E

1− ν2
(χββ + νχγγ) +

ν

1− ν
(∆P · kα)

)
kβ + 2µχβγkγ

]
,

Mγ =
2h2

3

[( E

1− ν2
(χββ + νχγγ) +

ν

1− ν
(∆P · kα)

)
kγ + 2µχβγkβ

]
,

где E — модуль Юнга; ν — коэффициент Пуассона;

2ε′αβ =
kα

Aβ
· ∂v

∂β
+

1

Aβ

∂W

∂β
+
kβ ·ψ

h
; 2ε′αγ =

kα

Aγ
· ∂v

∂γ
+

1

Aγ

∂W

∂γ
+
kγ ·ψ

h
.

Найдем зависимость между внешними поверхностными силами P± и перемещениями.
Аппроксимации деформаций (3.4), (3.5) подставим в (2.2), а полученные выражения для
напряжений — в формулы (3.2). Учитывая свойства полиномов Лежандра при ξ = ±1,
получим

∆q = 3µ(v0 − v)/h, q0 = 5µ(∆v −ψ)/h,

g0 = E∆W/h + νN/(2h), ∆g = 3E(W0 −W )/h + 3νM/(2h2).
(3.7)

Здесь

∆q = (q+ − q−)/2, q0 = (q+ + q−)/2,

∆g = (g+ − g−)/2, g0 = (g+ + g−)/2,

N = Nβ · kβ +Nγ · kγ , M = Mβ · kβ +Mγ · kγ ,

q± = (σαβkβ + σαγkγ)
∣∣
ξ=±1

, g± = σαα

∣∣
ξ=±1

.



162 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2003. Т. 44, N-◦ 3

Уравнения равновесия имеют вид

∂

∂β
(AγNβ) +

∂

∂γ
(AβNγ) + 2AβAγ∆P = 0,

(3.8)

∂

∂β
(Aγkα ×Mβ) +

∂

∂γ
(Aβkα ×Mγ) +

+ AβAγ(kβ ×Nβ + kγ ×Nγ) + AβAγ2h(kα × P0) = 0.

4. Уравнения слоистого тела, составленного из параллельных слоев. Рас-
смотрим поверхность S0, образованную вращением выпуклой кривой L0 с опорной функ-
цией F0(γ). Кривые Li (i = 1, n) с опорными функциями Fi(γ) = Fi−1(γ) + 2hi образуют

семейство эквидистантных поверхностей Si, причем расстояние между соседними поверх-
ностями Si, Si−1 равно 2hi.

Пусть B — слоистое тело, составленное из монослоев Bi (i = 1, n), ограниченных
поверхностями Si−1, Si. Обозначим верхним индексом i величины, относящиеся к слою Bi.
Тогда из алгебраических уравнений (3.7) можно получить выражения для (U+)i, (P+)i:

(g+)i = 3Ei(W i − (W−)i)/hi − 2(g−)i + 3νi(N i −M i/hi)/(2hi),

(q+)i = 15µi((v−)i +ψi − vi)/hi + 4(q−)i − 3Qi/(2hi),

(W+)i = −2(W−)i + 3W i − hi(g−)i/Ei + νi(N i − 3M i/hi)/(2Ei),
(4.1)

(v+)i = 4(v−)i + 5ψi − 3vi + hi(q−)i/µi −Qi/(2µi).

На поверхностях межслойного контакта Si (i = 1, n− 1) должны быть выполнены

условия непрерывности напряжений

(q+)i = (q−)i+1, (g+)i = (g−)i+1 (4.2)

и перемещений

(v+)i = (v−)i+1, (W+)i = (W−)i+1. (4.3)

В дальнейшем ограничимся случаем, когда на лицевых поверхностях S0, Sn слоистого

тела B заданы напряжения

(q−)1 = Q0, (q+)n = Qn, (g−)1 = G0, (g+)n = Gn. (4.4)

Уравнения (4.1)–(4.4) представляют собой систему линейных алгебраических уравне-
ний относительно перемещений и напряжений на поверхностях межслойного контакта Si

(i = 1, n− 1) и перемещений на лицевых поверхностях S0, Sn. Решая эту систему, получим

(g+)i = Ai
1Gn + Ai

2G0 +
i∑

k=1

(ai
1kW

k + ai
2kN

k + ai
3kM

k),

(W+)i = Bi
1Gn + Bi

2G0 +
i∑

k=1

(bi
1kW

k + bi
2kN

k + bi
3kM

k),

(q+)i = Ci
1Qn + Ci

2Q0 +
i∑

k=1

(ci
1kv

k + ci
2kψ

k + ci
3kQ

k),

(v+)i = Di
1Qn + Di

2Q0 +
i∑

k=1

(di
1kv

k + di
2kψ

k + di
3kQ

k), (4.5)
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Wn = (W+)n = Bn
1 Gn + Bn

2 G0 +
n∑

k=1

(bn
1kW

k + bn
2kN

k + bn
3kM

k),

W0 = (W−)1 = B0
1Gn + B0

2G0 +
n∑

k=1

(b0
1kW

k + b0
2kN

k + b0
3kM

k),

Vn = (v+)n = Dn
1Qn + Dn

2Q0 +
n∑

k=1

(dn
1kv

k + dn
2kψ

k + dn
3kQ

k),

V0 = (v−)1 = D0
1Qn + D0

2Q0 +
n∑

k=1

(d0
1kv

k + d0
2kψ

k + d0
3kQ

k).

Подставляя выражения (4.5) в формулы (3.5)–(3.8), после преобразований получим
систему уравнений в частных производных

∂

∂β
(G1X) +

∂

∂γ
(G2X) = G3X + G4. (4.6)

Здесь Gk (k = 1, . . . , 4) — матрицы размерности 10n × 10n; X = (vi,ψi, W i,N i,M i)
(i = 1, . . . , n) — вектор неизвестных функций.

ЛИТЕРАТУРА

1. Дудченко А. А., Лурье С. А., Образцов И. Ф. Анизотропные многослойные пластины
и оболочки. М.: ВИНИТИ, 1983. С. 3–68. (Итоги науки и техники. Сер. Механика деформиру-
емого твердого тела; Т. 15).

2. Амбарцумян С. А. Общая теория анизотропных оболочек. М.: Наука, 1974.
3. Пелех Б. Л., Максимук А. В., Коровайчук И. М. Контактные задачи для слоистых
элементов конструкций и тел с покрытиями. Киев: Наук. думка, 1988.

4. Григолюк Э. И., Коган Е. А., Мамай В. И. Проблемы деформирования тонкостенных
слоистых конструкций с расслоениями // Изв. РАН. Механика твердого тела. 1994. № 2.
С. 6–42.

5. Иванов Г. В. Теория пластин и оболочек. Новосибирск: Изд-во Новосиб. ун-та, 1980.
6. Алексеев А. Е. Построение уравнений слоя переменной толщины на основе разложений по
полиномам Лежандра // ПМТФ. 1994. Т. 35, № 4. С. 137–147.

7. Волчков Ю. М., Дергилева Л. А., Иванов Г. В. Численное моделирование напряженных
состояний в плоских задачах упругости методом слоев // ПМТФ. 1994. Т. 35, № 6. С. 129–135.

8. Алексеев А. Е. Изгиб трехслойной ортотропной балки // ПМТФ. 1995. Т. 36,№ 3. С. 158–166.
9. Алексеев А. Е., Алехин В. В., Аннин Б. Д. Плоская задача теории упругости для неод-
нородного слоистого тела // ПМТФ. 2001. Т. 42, № 6. С. 136–141.

Поступила в редакцию 25/XI 2002 г.


