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Исследуется задача об установившейся ползучести длинной прямоугольной мембра-
ны внутри жесткой матрицы с отношением высоты к ширине не менее 0,5 в случае
кусочно-постоянной зависимости скорости поперечного давления от времени. Изучена
ползучесть мембраны при однократном изменении скорости поперечного давления во
времени. Рассмотрены два варианта условий контакта мембраны и матрицы: идеаль-
ное скольжение и прилипание. Исследованы три стадии ползучести мембраны. Анализ
проводится до момента времени, в который мембрана практически полностью приле-
гает к стенкам матрицы. Получены зависимости переменной толщины мембраны от
времени, а также интенсивности напряжений в мембране от времени. Показано, что в
данной задаче правило суммирования парциальных времен не выполняется.
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Введение. Решение задачи о ползучести длинной узкой прямоугольной мембраны,
закрепленной вдоль длинных сторон и нагруженной равномерным поперечным давлением,
которое может изменяться во времени t по заданному закону, при различных физических
и геометрических условиях приведено в работах [1–3] и др. Особый интерес представляет
исследование ползучести рассматриваемой мембраны внутри жесткой матрицы. В рабо-
тах [3, 4] рассмотрены задачи о ползучести такой мембраны внутри жесткой матрицы.
В [4] приведены решения задач при учете различных форм матриц: клиновидной [5], кри-
волинейной [6] и прямоугольной при различных условиях на поверхности контакта мем-
браны и матрицы. Во всех приведенных решениях величина равномерного поперечного
давления q не зависит от времени. В различных решениях использовались закон установив-
шейся ползучести, закон неустановившейся ползучести, дробно-степенной закон. В случае
применения дробно-степенной модели ползучести [7] в зависимости от условий контакта
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Рис. 1. Свободное деформирование мембраны под действием давления

мембрана либо полностью прилегает к стенкам матрицы за конечное или бесконечное вре-
мя, либо разрушается внутри матрицы [5].

В данной работе исследуется ползучесть мембраны внутри матрицы прямоуголь-
ной формы. В отличие от [1–7] рассматривается не постоянная величина q(t) = const,
а кусочно-постоянная зависимость скорости от времени q̇(t) с однократным изменением ее
величины.

1. Свободное деформирование мембраны в условиях ползучести (первая
стадия деформирования). Исследуется задача о ползучести длинной прямоуголь-
ной мембраны шириной 2a с начальной толщиной H0 в стесненных условиях в случае

кусочно-постоянной зависимости скорости изменения поперечного давления от времени
q̇(t) (рис. 1).

Для описания деформирования мембраны при t > 0 используется степенной закон
установившейся ползучести материала

ṗu =
1

t0

(σu

σ0

)n
, (1)

где σu, ṗu — интенсивности напряжений и скоростей деформаций ползучести соответ-
ственно; σ0 — характерное напряжение; t0, n — постоянные; точка означает дифференци-
рование по времени t.

На первой стадии мембрана деформируется в условиях установившейся ползучести

вплоть до момента, в который она касается стенок жесткой матрицы, при этом угол

раствора мембраны совпадает с углом раствора матрицы и равен 2α1. При модели-
ровании напряженно-деформированного состояния мембраны рассматриваются радиаль-
ное σrr, окружное σθθ и осевое σzz главные напряжения и соответствующие компоненты

тензора деформаций ползучести prr, pθθ, pzz.
Введем безразмерные переменные

q̄ =
q

σ0
, H̄ =

H

H0
, H̄0 =

H0

a
, t̄ =

t

t0
, ρ̄ =

ρ

a
, σ̄u =

σu

σ0
, σ̄ij =

σij

σ0
. (2)

Здесь H, ρ — толщина и радиус кривизны поперечного сечения мембраны при произволь-
ных значениях времени. Далее черта над всеми безразмерными переменными опускается.
На стадии свободного деформирования проводится моделирование ползучести мембраны
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до момента, в который она касается стенок матрицы, т. е. до момента времени t1, в кото-
рый угол раствора мембраны становится равным 2α1 = π.

Рассматривая элемент матрицы и записывая уравнения его равновесия в проекциях

на нормаль и касательную, получаем

σθθ =
qρ

H0H
, σθθH = const. (3)

Из уравнений равновесия (3) следует, что ρ = ρ(t), т. е. срединная поверхность мембраны
при ее деформировании является частью поверхности кругового цилиндра с углом раство-
ра 2α. В плоском деформированном состоянии скорость осевой деформации ползучести ṗzz

полагается равной нулю:

ṗzz = 0. (4)

В силу тонкостенности цилиндрических оболочек принимается равенство

σrr = 0. (5)

В этом случае из гипотезы пропорциональности девиаторов напряжений и скоростей де-
формаций ползучести следует

ṗij =
3f(σu)

2σu
(σij − σ0), σ0 =

1

3
(σrr + σθθ + σzz).

Тогда с учетом (4) получаем

σzz = σθθ/2. (6)

С учетом формул (3), (5), (6) выражение для интенсивности напряжений имеет вид

σu =

√
3

2
σθθ =

√
3

2

qρ

H0H
. (7)

Рассматривая два близких деформированных состояния мембраны, определим при-
ращение окружной деформации ползучести, учитывая, что деформированное состояние
является однородным:

dpθθ =
(ρ + dρ)(α + dα)− ρα

ρα
=

dρ

ρ
+

dα

α
.

Следовательно,

ṗθθ = ρ̇/ρ + α̇/α. (8)

Так как

ρ sin α = 1, (9)

то

ρ̇ sin α + ρα̇ cos α = 0.

Тогда выражение (8) преобразуется к виду

ṗθθ = (α−1 − ctg α)α̇. (10)

С учетом (4) из условия несжимаемости в случае плоского деформированного состояния
получаем

ṗ = ṗrr + ṗθθ + ṗzz = 0, ṗrr = −ṗθθ, ṗu = (2/
√

3 )ṗθθ. (11)



106 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2019. Т. 60, N-◦ 1

Поскольку скорость радиальной деформации ползучести равна ṗrr = Ḣ/H, из ра-
венств (10), (11) получаем

ṗθθ = −ṗrr = −Ḣ/H = (α−1 − ctg α)α̇. (12)

Проинтегрируем уравнение (12), используя начальные значения t = 0, α = 0, H = 1:

H = α−1 sin α. (13)

С помощью выражений (7), (9), (13) окружное напряжение σθθ и интенсивность напряже-
ний σu можно выразить через угол раствора α:

σθθ =
q̇tρ

H0H
=

q̇tα

H0 sin2 α
, σu =

√
3

2
σθθ =

√
3

2

q̇tα

H0 sin2 α
. (14)

С учетом (4), (10), (11) выражение для интенсивности скоростей деформаций ползучести
принимает следующий вид:

ṗu =

√
2

3

√
(ṗrr − ṗθθ)2 + (ṗθθ − ṗzz)2 + (ṗzz − ṗrr)2 + 6(ṗ2

rθ + ṗ2
θz + ṗ2

zr) =

=
2√
3

ṗθθ =
2√
3

( 1

α
− ctg α

)
α̇. (15)

Подставляя (13)–(15) в закон ползучести (1), получаем решение задачи о свободном
деформировании мембраны

σu =

√
3

2

q̇tα

H0 sin2 α
, H =

sin α

α
,

α∫
0

Φ(α) dα = Gtn+1
1 , G =

( q̇

H0

)n 1

n + 1
,

Φ(α) =
( 2√

3

)n+1( 1

α
− ctg α

)(sin α)2n

αn
, tn+1 =

1

G

α∫
0

Φ(α) dα, tn+1
1 =

1

G

α1∫
0

Φ(α) dα.

В конце первой стадии деформирования угол раствора мембраны равен 2α1 = π. Сле-
довательно, момент времени t1, в который завершается первая стадия, и толщина мем-
браны H1 = H(t1) определяются выражениями

t1 = t
∣∣
α=α1=π/2

, H1 =
sin α1

α1
=

2

π
. (16)

2. Вторая стадия деформирования при идеальном скольжении мембраны

вдоль продольных стенок высокой П-образной матрицы. Рассмотрим относитель-
но высокую матрицу, сечение которой имеет форму прямоугольника (рис. 2). Введем до-
полнительные безразмерные параметры b, x0, y0, представляющие собой отношения вы-
соты матрицы, поперечной и продольной координат точек касания матрицы и мембраны
соответственно к половине ширины матрицы. Вследствие осевой симметрии мембраны и
матрицы далее изучается ползучесть половины мембраны (0 6 x 6 1, 0 6 y 6 b).

При исследовании второй стадии ползучести мембраны рассмотрим два ее близких

положения (радиус свободной дуги мембраны ρ = 1). В одном положении длина зоны

контакта равна y0, в другом — y0 + dy0. Согласно определению ṗθθ с учетом (16) имеем

dpθθ =
y0 + dy0 + π/2− (π/2 + y0)

y0 + π/2
=

dy0

y0 + π/2
, ṗθθ = − 1

H

dH

dt
, dpθθ = −dH

H
,
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Рис. 2. Вторая стадия ползучести мембраны

pθθ =

y0∫
0

dy0

y0 + π/2
= −

H(y0)∫
H1

dH

H
= ln

H1

H
= ln

y0 + π/2

π/2
, H =

(π/2)H1

y0 + π/2
=

1

y0 + π/2
.

Таким образом,

pθθ = ln
y0 + π/2

π/2
, ṗθθ =

1

y0 + π/2

dy0

dt
, ṗu =

2√
3

1

y0 + π/2

dy0

dt
. (17)

Вторая стадия заканчивается в тот момент, когда мембрана касается верхней стенки мат-
рицы (при y0 = b− 1). В конце второй стадии толщина мембраны равна

H2 =
1

b− 1 + π/2
.

Интенсивность напряжений определяется следующим соотношением (см. (14)):

σu =

√
3

2

q̇tρ

H0H
, ρ = 1, σu =

√
3

2

y0 + π/2

H0
q̇t. (18)

Подставляя (17), (18) в (1), получаем зависимость основных параметров от времени t

2√
3

1

y0 + π/2

dy0

dt
=

(√3

2

q̇

H0

)n
(y0 + π/2)ntn,

t∫
t1

tn dt =

y0∫
0

( 2√
3

)n+1 1

(y0 + π/2)n+1

(H0

q̇

)n
dy0,

1

n + 1
(tn+1 − tn+1

1 ) =
( 2√

3

)n+1(H0

q̇

)n
y0∫
0

dy0

(y0 + π/2)n+1
,

tn+1 = tn+1
1 +

( 2√
3

)n+1(H0

q̇

)n n + 1

n

( 1

(π/2)n
− 1

(y0 + π/2)n

)
.
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Рис. 3. Третья стадия ползучести мембраны

Время окончания второй стадии определяется следующим выражением:

tn+1
2 = (t

∣∣
y0=b−1

)n+1 = tn+1
1 +

n + 1

n

(H0

q̇

)n( 2√
3

)n+1( 1

(π/2)n
− 1

(b− 1 + π/2)n

)
. (19)

3. Третья стадия деформирования при идеальном скольжении мембра-
ны вдоль продольных стенок высокой П-образной матрицы. На третьей стадии
(рис. 3) ползучесть мембраны в момент касания ею обеих стенок матрицы описывается

соотношениями

dpθθ =
b− 1 + 2(x0 + dx0) + π(1− x0 − dx0)/2− [b− 1 + 2x0 + π(1− x0)/2]

b− 1 + π(1− x0)/2 + 2x0
=

=
(2− π/2) dx0

b− 1 + π/2 + x0(2− π/2)
= F (x0) dx0,

(20)
F (x0) =

2− π/2

b− 1 + π/2 + x0(2− π/2)
,

pθθ = −
H(x0)∫
H2

dH

H(x0)
= ln

H2

H(x0)
=

x0∫
0

F (x0) dx0 = ln
b− 1 + π/2 + x0(2− π/2)

b− 1 + π/2
;

H(x0) = H2
b− 1 + π/2

b− 1 + π/2 + x0(2− π/2)
=

1

b− 1 + π/2 + x0(2− π/2)
. (21)

В качестве момента времени t3, в который заканчивается третья стадия, примем значе-
ние t, при котором мембрана практически полностью прилегает к стенкам матрицы, при
этом x0 = xlim

0 . Предполагается, что 1 − xlim
0 � 1. Толщина мембраны в конце третьей

стадии определяется выражением (21) при этом значении xlim
0 :

H3 = H(xlim
0 ) =

1

b− 1 + π/2 + xlim
0 (2− π/2)

.

Согласно (17), (20) интенсивность скоростей деформаций ползучести равна

ṗu =
2√
3

F (x0)
dx0

dt
. (22)

Интенсивность напряжений определяется соотношением

σu =

√
3

2

q̇tρ

H0H(x0)
, ρ = 1− x0. (23)



А. М. Локощенко, Е. А. Абросимова 109

Подставляя (22), (23) в (1), получаем

tn+1 = tn+1
2 +

(H0

q̇

)n
(n + 1)

( 2√
3

)n+1
x0∫
0

(H(x0)

ρ

)n
F (x0) dx0.

Момент времени, в который матрица практически полностью заполняется мембраной,
определяется равенством t03 = t

∣∣
x0=xlim

0
(величина t2 вычисляется с помощью равен-

ства (19)):

(t03)
n+1 = tn+1

2 +
(H0

q̇

)n
(n + 1)

( 2√
3

)n+1
xlim
0∫

0

(H(x0)

1− x0

)n
F (x0) dx0.

4. Вторая стадия деформирования мембраны в случае ее прилипания к про-
дольным стенкам высокой П-образной матрицы. При исследовании второй стадии
ползучести мембраны рассмотрим два ее близких положения (радиус свободной дуги мем-
браны ρ = 1). Согласно определению ṗθθ имеем

dpθθ =
dy0 + π/2− π/2

π/2
=

2dy0

π
, ṗθθ =

2

π

dy0

dt
= − 1

H

dH

dt̄
, dpθθ = −dH

H
,

(24)

pθθ =

H(y0)∫
H1

dH

H
= −

y0∫
0

2 dy0

π
, H(y0) = H1 e−2y0/π =

2

π
e−2y0/π .

Вторая стадия завершается в тот момент, когда мембрана касается верхней стенки мат-
рицы (при y0 = b− 1).

Толщина мембраны в конце второй стадии равна

H2 = H
∣∣
y0=b−1

=
2

π
e−2(b−1)/π .

Интенсивность напряжений в свободной части мембраны определяется следующим соот-
ношением (см. (7)):

σu =

√
3

2

q̇tρ

H0H(y0)
, ρ = 1. (25)

Согласно (24) интенсивность скоростей деформаций ползучести равна

ṗu =
2√
3

ṗθθ =
2√
3

2

π

dy0

dt
. (26)

Подставляя (25), (26) в (1), получаем

tn+1 = tn+1
1 +

2

π

(H0

q̇

)n
(n + 1)

( 2√
3

)n+1
y0∫
0

[H(y0)]
n dy0.

Время окончания второй стадии определяется выражением

t2 = t
∣∣
y0=b−1

.
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5. Третья стадия деформирования мембраны в случае ее прилипания к

продольным стенкам высокой П-образной матрицы. На третьей стадии ползучесть
мембраны в тот момент, когда она касается всех стенок матрицы, определяется следующим
образом:

dpθθ =
2dx0 + π(1− x0 − dx0)/2− π(1− x0)/2

π(1− x0)/2
=

(2− π/2) dx0

π(1− x0)/2
,

pθθ = −
H(x0)∫
H2

dH

H(x0)
=

x0∫
0

(2− π/2)

π(1− x0)/2
dx0, ln

H(x0)

H2
=

2(2− π/2)

π
ln (1− x0),

H(x0) = H2(1− x0)
2(2−π/2)/π.

Третья стадия завершается при x0 = xlim
0 . Предполагается, что 1− xlim

0 � 1.
Толщина мембраны в конце третьей стадии равна

H3 = H(xlim
0 ) = H2(1− xlim

0 )2(2−π/2)/π.

Интенсивность напряжений определяется соотношением

σu =

√
3

2

q̇tρ

H0H
, ρ = 1− x0, (27)

интенсивность скоростей деформаций ползучести равна

ṗu =
2√
3

2− π/2

π/2

dx0

dt
. (28)

Подставляя (27), (28) в (1), получаем

tn+1 = tn+1
2 +

(H0

q̇

)n
(n + 1)

( 2√
3

)n+1
x0∫
0

(H(x0)

ρ

)n 2− π/2

π(1− x0)/2
dx0 =

= tn+1
2 + (n + 1)

( 2√
3

)n+1(H0

q̇

)n 2− π/2

π/2

x0∫
0

(H(x0))
n

(1− x0)n+1
dx0.

Время окончания третьей стадии (практически полного заполнения матрицы) определя-
ется выражением

t03 = t
∣∣
x0=xlim

0
.

6. Результаты расчетов при постоянной скорости q̇. Рассмотрим деформиро-
вание мембраны внутри матрицы высотой b = 2 при следующих значениях параметров:
H0 = 0,01, n = 3, xlim

0 = 0,99. Исследуем ползучесть мембраны до момента t03 при значе-
ниях скорости возрастания поперечного давления q̇ = 0,5 · 10−4 и q̇ = 10−4.

На рис. 4 приведены зависимости толщины мембраны H и интенсивности напряжений

в свободной части мембраны σu от времени при различных значениях q̇. Значения основ-
ных параметров t, H, σu в конце каждой стадии приведены в табл. 1, 2 (графы 2–4 и 5–7).
Из приведенных в пп. 2–5 формул и табл. 1, 2 следует, что при q̇ = 0,5 · 10−4 и q̇ = 10−4

значения толщины свободной части мембраны в конце каждой стадии совпадают. Во всех
случаях зависимости H(t) являются монотонно убывающими. На первой и второй ста-
диях интенсивность напряжений σu увеличивается, на третьей — уменьшается. Момент
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Рис. 4. Зависимости толщины мембраны (а) и интенсивности напряжений в
свободной части мембраны (б) от времени в случае постоянного нагружения:
1, 2 — q̇ = 0,5·10−4, 3, 4 — q̇ = 10−4; 1, 3 — контактные условия идеального скольжения

(сплошные линии), 2, 4 — условия прилипания (штриховые линии)

Та бли ц а 1
Характеристики ползучести мембраны в случае идеального скольжения

Номер

стадии
q̇ = 0,5 · 10−4 q̇ = 10−4 q̇ =

{
0,5 · 10−4, τ < τ1,

10−4, τ1 < τ < τ0
1

q̇ =

{
10−4, τ < 0,5τ2,

0,5 · 10−4, τ2 < τ < τ0
2

t H σu t H σu t H σu t H σu

1 52,1 0,637 0,354 31,0 0,637 0,421 52,1 0,637 0,354 31,0 0,637 0,421
2 57,8 0,389 0,643 34,4 0,389 0,765 57,8 0,389 0,643 34,4 0,389 0,765
3 198,0 0,334 0,026 117,7 0,334 0,031 128,9 0,334 0,038 195,2 0,334 0,030

Та бли ц а 2
Характеристики ползучести мембраны в случае прилипания

Номер

стадии
q̇ = 0,5 · 10−4 q̇ = 10−4 q̇ =

{
0,5 · 10−4, τ < τ1,

10−4, τ1 < τ < τ0
1

q̇ =

{
10−4, τ < 0,5τ2,

0,5 · 10−4, τ2 < τ < τ0
2

t H σu t H σu t H σu t H σu

1 52,1 0,637 0,354 31,0 0,637 0,421 52,1 0,637 0,354 31,0 0,637 0,421
2 58,3 0,337 0,749 34,7 0,337 0,891 58,3 0,337 0,749 34,7 0,337 0,891
3 281,3 0,096 0,127 167,3 0,096 0,151 183,2 0,096 0,168 277,3 0,096 0,127

времени t03, в который мембрана практически полностью прилегает к стенкам матрицы,
при обоих значениях q̇ в случае идеального скольжения меньше, чем в случае прилипания,
значения H3, наоборот, в случае идеального скольжения больше, чем в случае прилипания.

Вычисления показывают, что при заданных значениях используемых параметров де-
формирование мембраны в основном происходит на третьей стадии.

7. Ползучесть мембраны в случае кусочно-постоянной зависимости q̇ от
времени. Рассмотрим две программы нагружения. В соответствии с первой программой
(графы 8–10 в табл. 1, 2) сначала деформирование мембраны происходит при скорости

q̇(1) = 0,5 · 10−4 в течение времени τ1 = 0,5τ0
1 (τ0

1 — момент времени, в который мембрана

касается всех стенок матрицы), затем — при q̇(2) = 10−4 в течение времени τ1 < τ < τ0
1 .

В соответствии со второй программой нагружения (графы 11–13 в табл. 1, 2) сначала мем-
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Рис. 5. Зависимость интенсивности напряжений в свободной части мембраны

от времени в случае кусочно-постоянного нагружения (обозначения те же, что
на рис. 4)

брана деформируется при значении q̇(2) = 10−4 в течение времени τ2 = 0,5τ0
2 (τ0

2 — момент

времени, в который мембрана касается всех стенок матрицы), затем— при q̇(1) = 0,5 ·10−4

в течение времени τ2 < τ < τ0
2 . В табл. 1, 2 приведены значения t, H, σu, соответствующие

окончанию каждой из трех стадий ползучести мембраны согласно первой и второй про-
граммам нагружения (графы 8–10 и 11–13 соответственно). Из табл. 1, 2 следует, что при

данных значениях q̇(1) и q̇(2) скачкообразное изменение q̇ происходит на третьей стадии
ползучести мембраны. На рис. 5 приведены зависимости σu(t) в свободной части мембра-
ны, соответствующие двум программам нагружения при условиях идеального скольжения
и прилипания.

Рассмотрим сумму парциальных времен S, определяемую как сумму отношений дли-
тельностей ползучести при постоянных значениях q̇ к длительностям деформирования до
момента, в который мембрана практически полностью прилегает к стенкам матрицы.

В случае идеального скольжения

S1 =
99

198
+

128,9− 99

117,7
= 0,75 < 1, S2 =

0,5 · 117,7

117,7
+

195,2− 88,8

198,0
= 1,04 > 1,

в случае прилипания

S1 =
140,6

281,3
+

183,2− 140,6

167
= 0,76 < 1, S2 =

83,5

167,0
+

277,3− 83,5

281,3
= 1,19 > 1.

Вычисления показывают, что и в случае идеального скольжения, и в случае прилипания
при мгновенном увеличении значения q̇ сумма парциальных времен S < 1, при мгновенном
уменьшении значения q̇ S > 1.

8. Длительная прочность при ступенчатом одноосном нагружении. Для под-
тверждения достоверности полученных теоретических результатов рассмотрим результа-
ты известных испытаний металлов на длительную прочность при однократном ступенча-
том изменении величины растягивающего напряжения.

В работе [8] при анализе результатов испытаний при переменной температуре пред-
ложено использовать правило линейного суммирования парциальных времен. Ниже рас-
сматривается случай, когда растягивающее напряжение в образце равно σ1 в течение вре-
мени τ1, затем оно скачкообразно меняется до значения σ2 и остается постоянным вплоть

до разрушения в момент времени τ∗ = τ1 + τ2. Правило суммирования парциальных вре-
мен при переменных напряжениях называется правилом Бейли, в этом случае имеет место
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Та бли ц а 3

Значения суммы парциальных времен, характеризующие длительную прочность металлов
при ступенчатом изменении напряжения

Материал T , ◦C
S

σ1 < σ2 σ1 > σ2

Сталь марки ЭИ-695Р [9] — 0,77 3,15
Aлюминиевый сплав [10] 180 0,71 1,26
Сплав марки ЭИ-826 [11] 800 0,84 1,04
Сталь марки Р2М [12] 525 — 1,54

следующее равенство:
S =

τ1

τ∗1
+

τ2

τ∗2
= 1

(τ∗i — время до разрушения при постоянном растягивающем напряжении σi (i = 1, 2)).
В табл. 3 приведены значения суммы S при увеличении и уменьшении растягиваю-

щего напряжения. Во всех проведенных испытаниях металлов на длительную прочность
при кусочно-постоянном растягивающем напряжении в случае σ1 > σ2 S > 1, в случае
σ1 < σ2 0 < S < 1. Результаты экспериментов, приведенные в табл. 3, согласуются
с результатами исследований, полученными в пп. 1–7.
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