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В рамках упругопластической модели предложена методика теоретического описания 
мульд сдвижения земной поверхности с высокими градиентами оседаний. Подход основан 
на снижении модуля сдвига породного массива, приуроченного к краевой части мульды 
сдвижения. Предпосылкой к ослаблению модуля сдвига на этих участках является повы-
шенная техногенная нагрузка, которая обусловливает формирование зон нарушенности, 
увеличение дефектности горных пород за счет раскрытия микротрещин, межзеренных кон-
тактов и т. д. Методика определения коэффициента техногенного ослабления модуля сдви-
га базируется на сопоставительном анализе наклонов земной поверхности. Реализация дан-
ного подхода позволяет достоверно отразить в расчетах процесс сдвижения земной по-
верхности с высокими градиентами оседаний и обеспечивает адекватные оценки напря-
женно-деформированного состояния подработанного массива, включая локализацию зон 
пластического деформирования.  

Разработка месторождений, оседания земной поверхности, мульда сдвижения, породный мас-
сив, математическое моделирование, напряженно-деформированное состояние 
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При разработке месторождений полезных ископаемых формируются мульды сдвижения 
земной поверхности с высокими градиентами оседаний в краевых частях выработанного про-
странства. Это происходит как при камерной, так и при столбовой системе разработки [1 – 3]. 
При отработке длинными очистными забоями такой характер развития сдвижения отмечается 
уже в процессе движения очистного фронта, а при камерной высокие градиенты оседаний, как 
правило, приурочены к временно или длительно остановленным границам горных работ. Зна-
чительные градиенты оседаний возникают также в аварийных ситуациях и в процессе ликви-
дации шахт и рудников [4 – 7]. 

 

Методика исследований разработана при финансовой поддержке РНФ (проект № 19-77-30008), пример прак-
тической реализации выполнен при поддержке Министерства науки и высшего образования РФ в рамках государ-
ственного задания (рег. номер 124020500031-4). 
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Контроль процесса сдвижения на месторождениях полезных ископаемых обычно прово-
дится методами инструментальных маркшейдерских наблюдений [4, 8, 9], используются спут-
никовые навигационные системы [10 – 12], все шире применяются радарные интерферометри-
ческие технологии [13 – 14].    

В настоящее время в России и за рубежом для описания развития процесса сдвижения актив-
но применяются методы математического моделирования, основанные на различных моделях 
деформирования и алгоритмах их численной реализации [15 – 19]. При формировании мульд 
со значительными градиентами оседаний отражение такого характера деформаций земной по-
верхности вызывает определенные сложности [1, 20]. Это затрудняет прогнозные оценки нега-
тивного воздействия горных работ на объекты, расположенные на земной поверхности и испы-
тывающие максимальную техногенную нагрузку именно на участках с высокими градиентами 
оседаний, на что обращалось внимание многими исследователями [21 – 23].  

Логично предположить, что формирование мульд сдвижения с высокими градиентами осе-
дания земной поверхности связано с уменьшением модуля сдвига подработанного массива 
в краевых частях выработанного пространства. Предпосылками к этому служат концентрация 
на участках горизонтальных деформаций растяжения и развитие зон пластичности, которые 
в физическом отношении ассоциируются с образованием трещин сдвига [1]. Кроме того, в ин-
тервалах геологического разреза, где не происходит локализация пластических деформаций, 
отмечается уменьшение модуля сдвига вследствие увеличения дефектности горных пород 
за счет раскрытия микротрещин, межзеренных контактов и т. д.  

Достоверное описание развития процесса сдвижения — важный элемент оценки напряжен-
но-деформированного состояния подработанного массива, свидетельствующий о правильности 
геомеханических расчетов.    

МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЙ 

Математическое описание мульд сдвижения с высокими градиентами оседаний проводи-
лось на примере Верхнекамского месторождения солей (ВКМС), где накоплен обширный 
фактический материал в области сдвижения земной поверхности под воздействием подзем-
ной разработки. Необходимость тотального контроля деформаций земной поверхности на 
ВКМС, наряду с охраной зданий и сооружений, связана с проблемой защиты калийных руд-
ников от прорыва пресных вод в горные выработки [1, 5, 7]. Оседания земной поверхности 
лежат в основе инженерных критериев, определяющих сохранность водозащитной толщи, 
и включены в параметрическое обеспечение оценки ее состояния методами математического 
моделирования [1, 24, 25].  

Подработанный в условиях ВКМС породный массив моделировался слоистой изотропной 
средой, однородной по латерали и отражающей основные особенности геологического разреза: 
наличие терригенно-карбонатной и соляно-мергельной толщ, а также различные литотипы со-
ляных пород (карналлиты, сильвиниты, каменная соль) [25]. Деформирование отработанных ка-
мерной системой разработки рабочих пластов определялось переменными во времени модулями 
деформаций, алгоритм расчета которых приведен в [1]. В качестве определяющего уравнения не-
линейной связи напряжений и деформаций принималась идеальная упругопластическая модель, 
которая является обобщением упругой и жесткопластической среды с внутренним трением. Реше-
ние упругопластической задачи базировалось на методе начальных напряжений [26]. В качестве 
условия пластичности при математическом моделировании использовался трехмерный крите-
рий, предложенный в [27]. Численная реализация основывалась на алгоритмах метода конеч-
ных элементов [28, 29].   
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Пусть вследствие ведения горных работ на земной поверхности сформировалась мульда 
сдвижения, краевая часть которой (L) характеризуется значительными наклонами (рис. 1, кри-
вая 1). Непосредственное решение задачи без ослабления модуля сдвига пород G в краевой ча-
сти выработанного пространства не позволяет с приемлемой точностью обеспечить распреде-
ление наклонов мульды сдвижения и описать ее форму (рис. 1, кривая 2). 

 
Рис. 1. Мульды сдвижения (а) и распределение наклонов земной поверхности (б): 1 — фактиче-
ская; 2 – 5 — расчетные (2 — k = 1.0; 3 — k = 0.75; 4 — k = 0.5; 5 — k = 0.3) 

Допустим, что в краевой части подработанного массива происходит снижение модуля 
сдвига пород: 

 TG kG=  ,            (1)   

где k — коэффициент техногенного ослабления. 
Введение в расчет соотношения (1) без пропорционального уменьшения модуля деформаций 

(упругости) приводит к нарушению закона Гука для изотропной среды, поэтому предлагается раз-
делить деформации сдвига на техногенные Tγ , реализованные за счет ослабления модуля сдвига, 
и на деформации сдвига Tγ γ− , определяющие сдвиговые напряжения )( TGτ γ γ= − . 

В этом случае в трехмерной постановке закон Гука для касательных напряжений примет 
следующий вид:   

 ( )T
ij ij ij Gτ γ γ= − .              (2) 

С учетом предположения об уменьшении модуля сдвига породного массива, приуроченно-
го к краевой части мульды сдвижения, реализация математического моделирования основыва-
лась на итерационной процедуре метода начальных деформаций [30], в качестве начальных 
приняты техногенные деформации. На первой итерации (1) 0T

ijγ = , а на последующих i-х итера-
циях техногенные деформации находятся из соотношения 

 ( 1) ( ) ( ) ( ) 10 ).5 ( 1T i T i i T i
ij ij ij ij k

γ γ γ γ+   = + − −    
,  (3)  

где ( )T i
ijγ  и ( )i

ijγ  — соответственно техногенная и общая деформация на предыдущей итерации. 
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Численные эксперименты показали, что при использовании соотношения (3) при значениях 
0.5k ≥  итерационный процесс достаточно быстро сходится: отличие смещений на 2-й и 10-й 

итерациях не превышает 0.8 %, а отличие между 9-й и 10-й менее 0.0001 %. При значениях ко-
эффициента техногенного ослабления модуля сдвига 0.5k <  итерационный процесс при ис-
пользовании соотношения (3) может расходиться. В этой связи предложена процедура после-
довательного расчета техногенных деформаций: 

 

( ) ( ) ( )

( 1)

1( 1) ( 1)T i i T i
ij ij ij

T i
ij

n
k

n

γ γ γ
γ +

 − + − − 
 = .  (3*) 

Здесь параметр n, зависящий от значения k, определяет количество итераций, обеспечиваю-
щих сходимость итерационного процесса: i n≥ . При n = 2 соотношение (3*) соответствует 
выражению (3). 

На рис. 2 представлена зависимость n = f (k), полученная на основе многовариантного ма-
тематического моделирования. При значительном снижении модуля сдвига наблюдается рез-
кое увеличение количества итераций. Построенную эмпирическую кривую можно аппрокси-
мировать выражением n = 1 / k + 1, которая вследствие заведомо большего числа итераций обес-
печит сходимость процесса. 

 
Рис. 2. Зависимость параметра n от уменьшения модуля сдвига в краевой части выработанного 
пространства 

Варьируя коэффициент техногенного ослабления модуля сдвига, можно достаточно точно 
описать мульду сдвижения с высокими градиентами оседания (см. рис. 1).  

Необходимый коэффициент ослабления модуля сдвига может быть получен из анализа 
фактического распределения наклонов мульды сдвижения. На рис. 3 приведена построенная 
по результатам математического моделирования зависимость 

 
( )

( )
* max

1
max

( ) ,
kik f i f

i
= =                   (4) 

где ( )
max

ki  и ( )1
maxi  — соответственно максимальные значения наклона при заданном коэффициенте 

техногенного ослабления модуля сдвига k, которые формально отождествляются с фактиче-
скими или прогнозными деформациями земной поверхности, и при отсутствии ослабления k = 1 
(рис. 3). При построении зависимости (4) максимальные оседания земной поверхности ηmax  
варьировались в диапазоне 1 – 4 м. Как видно, коэффициент ослабления модуля сдвига практи-
чески не зависит от ηmax, а полностью определяется соотношением наклонов. 
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Рис. 3. Зависимость коэффициента ослабления модуля сдвига от наклона земной поверхности 

Зависимость (4) может быть аппроксимирована степенной функцией 
 k = (i*)–2.25.              (5) 
Таким образом, определение значения коэффициента техногенного ослабления модуля 

сдвига в краевой части подработанного массива проводится по следующей схеме:  
— для фактической, полученной по данным маркшейдерских наблюдений, или прогнозной 

мульды сдвижения вычисляется значение максимальных наклонов ( )
max

ki ;  
— на основе математического моделирования строится мульда сдвижения в отсутствии 

техногенного ослабления модуля сдвига (k = 1) и рассчитывается соответствующее значение 
наклона (1)

maxi ;  
— по значению i* (рис. 3) или по формуле (5) находится численное значение коэффициента 

ослабления модуля сдвига k = k*;  
— для полученного оценочного значения k* выполняется уточняющий расчет напряженно-

деформированного состояния подработанного массива.  

ПРИМЕР ПРАКТИЧЕСКОЙ РЕАЛИЗАЦИИ 

Рассматривался участок одного из шахтных полей ВКМС, в пределах которого под воздей-
ствием камерно-столбовой системы разработки на земной поверхности сформировалась мульда 
сдвижения с высокими градиентами оседаний. В соответствии с методикой [1] выполнено ма-
тематическое моделирование напряженно-деформированного состояния подработанного мас-
сива с оценкой оседаний земной поверхности и локализацией зон пластичности, которые иден-
тифицируются с областями разрушения.   

При математическом моделировании учитывались основные особенности строения подра-
ботанного массива. Граничные условия определялись следующим образом: на боковых грани-
цах горизонтальные смещения, а на нижней границе вертикальные — принимались равными 
нулю. Верхняя граница свободна от усилий. Расчетная схема представлена на рис. 4. Исходное 
напряженное состояние ненарушенного горными работами соляного массива принималось ли-
тостатическим. Решение задачи выполнялось в постановке плоской деформации. Принятый 
к анализу геологический разрез включал: отработанные рабочие пласты (сильвинитовые КрII, 
АБ и карналлитовый В), терригено-карбонатную (ТКТ) и соляно-мергельную (СМТ) толщи. 
В интервале водозащитной толщи (ВЗТ) выделены карналлит-сильвинитовая зона (ВЗТ1), по-
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кровная каменная соль (ВЗТ2) и переходная пачка (ВЗТ3). Размеры расчетной области состав-
ляли: по латерали 2000 м, по вертикали 450 м. Средняя глубина горных работ принималась рав-
ной 300 м. Параметры камерной системы разработки варьировались в диапазоне: пласт КрII — 
ширина камер 15 – 16 м, ширина целиков 11 – 12 м, вынимаемая мощность 5.1 – 6.4 м; пласт 
АБ — ширина камер 15 – 16 м, ширина целиков 11 – 12 м, вынимаемая мощность 3.4 – 4.1 м;  
пласт В — ширина камер 8 м, ширина целиков 19 м, вынимаемая мощность 9.4 – 10.5 м. В рас-
четах принимались средние механические свойства пород, развитых в геологическом разрезе 
ВКМС [30]. 

 
Рис. 4. Принципиальная схема расчета подработанного массива 

В рамках упругопластической постановки решение задачи основывалось на трехмерном 
критерии прочности [28]: 

 2 2 2
1 2 2 3 3 1 сж pacт 1 2 3 сж pacт

1 [( ) ( ) ( ] ( )
2

) )(F σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ= − + − + − + − + + −  , (6) 

где σ1, σ2, σ3 — главные напряжения; σсж, σраст — соответственно пределы на одноосное сжа-
тие и растяжение. 

При F < 0 напряженно-деформированное состояние соответствует упругой модели дефор-
мирования; при F > 0 — пластическая модель деформирования, при F = 0 выражение (6) опре-
деляет поверхность предельных напряжений.  

Для случая плоского деформированного состояния 2 1 3)(σ ν σ σ= +  (ν — коэффициент 
Пуассона). Исключая из выражения (6) напряжение 2σ , получим следующее аналитическое 
представление критерия: 2

1 1 0A B Cσ σ+ + = , где 21A ν ν= − + ; 2
3 2 2 1)(B σ ν ν= − − +  

сж pacт( 1 ))(σ σ ν+ − + ; 2 2
3 сж pacт 3 сж pacт1) ( 1 )( )(C σ ν ν σ σ ν σ σ σ= − − + − + − . 

На первом этапе математическое моделирование выполнялось для варианта без введения 
техногенного ослабления модуля сдвига (рис. 5). Как видно, в этом случае не удается адекват-
но описать фактические оседания земной поверхности, полученные по результатам маркшей-
дерских измерений. Обратим внимание также на характер распределения зон техногенной 
нарушенности в подработанном массиве. В интервале ВЗТ они развиты лишь в нижней ее ча-
сти — ВЗТ1. 



 ГЕОМЕХАНИКА ФТПРПИ, № 3, 2024 

 20 

 
Рис. 5. Распределение оседаний земной поверхности (а) и зон техногенной нарушенности (б) без 
ослабления модуля сдвига 

Используя фактическую мульду оседания земной поверхности, выполним оценку коэффи-
циента ослабления модуля сдвига в соответствии с вышеприведенной методикой. На рис. 5а 
прямая АА соответствует наклону расчетных оседаний земной поверхности (1) 3

max 5.34 10i −= ⋅ . 
Поскольку фактическая мульда оседания земной поверхности имеет сложный вид и значитель-
но отличается от мульды в краевой части отработанного пространства, определение наклона 
проводилось по осредненной прямой ВВ: ( ) 3

max 11.53 10ki −= ⋅ . Тогда коэффициент ослабления мо-
дуля сдвига k по формуле (5) примет значение 0.177 . Варьируя значение k в диапазоне  
0.15 – 0.25, получим, что при коэффициенте 0.2k =  расчетная мульда сдвижения практически 
точно отражает процесс деформации земной поверхности.  

При оценке техногенной нарушенности по критерию (6) необходимо учитывать, что в зо-
нах с уменьшенным модулем сдвига прочностные характеристики ( *

сжσ , *
pacт σ ) также будут 

снижены. В этих зонах предлагается ввести коэффициент ослабления прочностных свойств f, 
определяемый соотношением 

 */ i if σ σ=  ,              (7) 

где  iσ  — интенсивность напряжений в рассматриваемой точке для рассчитанного поля напря-
жений { , , , , , }xx yy zz xy yz zxσ σ σ σ σ σ . Здесь ijτ  находится из соотношения (2); * iσ — интенсив-
ность напряжений в рассматриваемой точке для скорректированного поля напряжений 

* * *{ , , , , , }xx yy zz xy yz zxσ σ σ τ τ τ , *
ij ijGτ γ= . 
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Тогда  
 *

сж сж fσ σ= ,   раст р с
*

а т fσ σ= .      (8) 

Введение в расчетную схему зоны с ослабленным модулем сдвига позволяет не только 
адекватно описать мульду сдвижения земной поверхности, соответствующую фактическим 
данным, но и существенно уточнить оценку напряженно-деформированного состояния подра-
ботанного массива. В частности, в отличие от расчетов, приведенных на рис. 5, зоны локализа-
ции пластических деформаций охватывают (рис. 6) весь разрез ВЗТ, что свидетельствует о зна-
чительной степени нарушения ее сплошности и реальной опасности прорыва пресных вод 
в горные выработки.  

 
Рис. 6. Распределение оседаний земной поверхности (а) и зон техногенной нарушенности (б) 
при уменьшении модуля сдвига   

Таким образом, предложенный подход к математическому описанию мульд сдвижения 
с высокими градиентами оседания, основанный на ослаблении модуля сдвига в краевой части 
выработанного пространства, характеризуется достаточно простой численной реализацией и 
обеспечивает для калийных рудников точные прогнозные оценки безопасных условий подра-
ботки водозащитной толщи.           

ВЫВОДЫ 

Предложена методика теоретического описания методом математического моделирования 
мульд сдвижения земной поверхности с высокими градиентами оседаний. Подход основан на 
снижении модуля сдвига породного массива, приуроченного к краевой части мульды сдвиже-
ния.   
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На конкретном практическом примере показано, что реализация данной методической схе-
мы позволяет достоверно отразить сдвижение земной поверхности на участках с высокими 
градиентами оседаний земной поверхности и обеспечивает адекватные оценки напряженно-
деформированного состояния подработанного массива, включая локализацию зон пластическо-
го деформирования. 
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