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В работе представлены результаты численного моделирования сопряженного теплообмена в водно-
медной наножидкости в микроканале с использованием метода двухфазных решеточных уравнений Больцма-
на, учитывающего вязкое рассеяние. Авторами изучаются и анализируются межмолекулярные силы, такие как 
аэродинамическое сопротивление, броуновская сила, сила выталкивания, а также силы Ван-дер-Ваальса и 
Борна. Оцениваются величины этих сил и определяется важность их учета при моделировании. Исследуется 
влияние увеличения объемной доли и диаметра наночастиц на теплообмен и течение жидкости. Кроме того, 
определяется влияние теплопроводности стенки микроканала на числа Нуссельта. 
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Введение 

Для развития различных областей промышленности и технологий важнейшей зада-
чей является изучение теплообмена и методов его улучшения [1]. Эффективным для 
этой цели является применение в качестве рабочих жидкостей наножидкостей с луч-
шими теплообменными свойствами, чем у традиционно используемых. Известно много 
численных и эмпирических исследований теплообмена в наножидкостях. Так, в работе [2] 
экспериментально исследовался теплообмен в наножидкости в трубе. Результаты пока-
зали, что при добавлении наночастиц в чистую воду теплообмен увеличивается. Авторы [3] 
экспериментально исследовали коэффициент теплообмена в наножидкости в горизон-
тальной трубе в условиях постоянного теплового потока. Было показано, что развитие 
теплового пограничного слоя снижает коэффициент теплопередачи. В работе [4] прово-
дились экспериментальные исследования теплообмена наножидкостей в микроканале. 
Результаты показали, что увеличение скорости теплопередачи путем добавления нано-
частиц к потоку чистой воды с низкой скоростью более ощутимо, чем их добавление 
к высокоскоростному водному потоку. Авторы [5] использовали численное моделирова-
ние двухфазного потока для изучения влияния диаметра наночастиц на ламинарное те-
чение наножидкости в изогнутой трубе. Было установлено, что число Нуссельта умень-
шается с увеличением диаметра наночастиц. 
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Метод решеточных уравнений Больцмана (LBM, Lattice Boltzmann Method) — это 
численный метод, который можно применять для моделирования наножидкостей. Прос-
тота использования для решения сложных задач и граничных условий сделала его очень 
популярным. Авторы [6] использовали однофазный LBM для моделирования свободной 
конвекции наножидкости. Результаты показали хорошее согласование с данными, полу-
ченными с помощью других численных методов. В работе [7] LBM применялся для мо-
делирования естественной конвекции наножидкости в квадратной полости. Было полу-
чено, что число Нуссельта растет с увеличением объемной доли наночастиц и средней 
температуры жидкости. Авторы [8] использовали LBM для моделирования теплового 
потока при вынужденной конвекции течения наножидкости в канале, в нижнюю стенку 
которого вмонтированы блоки. Было установлено, что добавление наночастиц и наличие 
вихрей, создаваемых блоками, оказывают значительное влияние на усиление теплообмена. 
В работе [9] использовался метод решеточных уравнений Больцмана для исследования 
теплообмена и течения наножидкости в квадратной полости. Результаты показали, что 
число Рэлея и объемная доля твердого вещества существенно влияют на усиление теп-
лообмена. В работе [10] применялся LBM для моделирования ламинарных потоков 
в канале. Полученные данные показали хорошее согласование с результатами исследо-
вания методом ANSYS-FLUENT. Авторы [11] разработали LBM с учетом внешних сил 
для моделирования естественной конвекции в полости с открытой стенкой. Результаты 
показали, что учет силового воздействия при моделировании дает более точные резуль-
таты. В работе [12] использовался метод однофазных решетчатых уравнений Больцмана 
с учетом вязкой диссипации для моделирования потока ламинарной наножидкости в мик-
ротеплообменнике. Было показано, что число Нуссельта растет при увеличении объем-
ной доли наночастиц и уменьшается с увеличением диаметра наночастиц. 

Авторы [13] использовали LBM для моделирования одного из компонентов много-
фазного потока, а также модель Шаня и Ченя [14] и показали, что LBM обладает лучшей 
способностью моделировать смачиваемость и разделение фаз. В работе [15] применялись 
вычислительная гидродинамика и LBM для моделирования вынужденного конвекцион-
ного теплообмена в микроканалах различной геометрии. Полученные результаты хоро-
шо согласуются с экспериментальными данными. 

Моделирование теплообмена в двухфазных течениях — одно из широко распрос-
траненных применений LBM. Оно является мощным инструментом для исследования 
теплообмена в потоках наножидкостей. В работах [16–18] был разработан двухфазный 
LBM для моделирования двухфазных несмешивающихся жидкостей с большой разницей 
в плотности. Результаты продемонстрировали хорошее согласование с аналитическими 
и экспериментальными прогнозами. Авторы [19] усовершенствовали LBM для модели-
рования многокомпонентной многофазной системы с жидкостями с высоким отношени-
ем плотностей. В работе [20] использовался многофазный LBM аналогичный методу 
Шана–Чена для моделирования двухфазного потока в пористых средах. Было показано, 
что LBM является подходящим методом для моделирования течения в пористых средах. 

Важными параметрами при моделировании наножидкостей являются силы взаимо-
действия между частицами. Моделирование с использованием двухфазного метода 
Больцмана имеет особое значение благодаря его простоте и способности исследовать 
силы взаимодействия между частицами. В работе [21] применялся двухфазный LBM для 
моделирования течения наножидкости. При этом рассматривались межмолекулярные 
силы, такие как сила сопротивления, броуновская сила и силы выталкивания и Ван-дер-
Ваальса. Результаты показали, что LBM является подходящим методом для моделирова-
ния нанофлюидных течений и теплообмена. В работе [22] использовался двухфазный 
LBM для моделирования естественной конвекции в наножидкостях с учетом межмолеку-
лярных сил. Было получено, что среднее число Нуссельта увеличивается с увеличением 
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объемной доли наночастиц. Это увеличение больше при более высоких числах Рэлея. 
Также было обнаружено, что броуновский потенциал взаимодействия и силы гравитаци-
онного выталкивания оказывают положительное влияние на естественную конвекцию, 
в то время как сила сопротивления уменьшает теплообмен. Авторы [23] разработали 
двухфазный LBM для прогнозирования характеристик течения наножидкости. Они так-
же привели формулы для измерения величины сил взаимодействия между частицами. 
Этот метод был ими использован для моделирования теплообмена и распределения час-
тиц между двумя параллельными пластинами. Результаты показали, что наножидкости 
способны увеличить температуру жидкости и скорость теплообмена. В работе [24] был 
использован двухфазный LBM для сравнения естественной конвекции внутри квадрат-
ной полости, заполненной наножидкостью и обычной жидкостью. Результаты показали, 
что присутствие наножидкости увеличивает теплообмен. Кроме того, термический по-
граничный слой, сформированный около стенки, оказывался тоньше, когда в полости 
использовалась наножидкость. В работе [25] применялся двухфазный LBM для исследо-
вания теплообмена с естественной конвекцией в различных прямоугольных замкнутых 
областях с учетом сил взаимодействия частиц. Результаты показали, что воздействие на 
жидкость за счет разности температур и последующие за ним броуновская сила и сила 
сопротивления, оказывают наибольшее влияние на теплообмен при естественной кон-
векции. Кроме того, было установлено, что теплообмен увеличивается с уменьшением 
диаметра наночастиц. Авторы [26] использовали LBM для изучения теплообмена и те-
чения наножидкости в микроканале. Они рассматривали силы взаимодействия частиц и 
комбинировали их с моделью белого гауссового шума, которая используется для моде-
лирования броуновского движения наночастиц. Было показано, что броуновская сила 
может привести к колебаниям числа Нуссельта по длине канала. Более того, среднее 
число Нуссельта будет расти с увеличением объемной доли наночастиц и числа Рей-
нольдса на входе. В работе [27] применялся двухфазный LBM для моделирования теп-
лообмена естественной конвекцией в квадратном замкнутом объеме. Результаты показа-
ли, что двухфазный метод позволяет повысить точность решения задач теплообмена 
в наножидкостях. Авторы [28] использовали LBM конечного объема для моделирования 
течения наножидкости. Они рассматривали внутренние и внешние силы, действующие 
на течение наножидкости. Было показано, что число Нуссельта наножидкости выше, чем 
у чистой жидкости. 

Важным параметром при моделировании течения и теплообмена в микроканалах 
является вязкая диссипация. В работе [29] рассматривалась роль вязкой диссипации для 
течения и теплообмена в микроканалах. Авторы [30] ввели термический интеграл столк-
новений Батнагара в LBM, используемый для расчета тепловых потоков в течении Пуа-
зейля, в течении Куэтта, а также в задаче о естественной конвекции с вязкой диссипа-
цией. Полученные результаты показали хорошее согласование с существующими реше-
ниями. 

В работе [31] были разработаны микроустройства для охлаждения в биохимиче-
ских приложениях, криогенной технике, аэрокосмической промышленности и микро-
электромеханических системах. Этим микроустройствам необходимы собственные си-
стемы охлаждения, чтобы предотвратить их перегрев. Микроканалы являются основной 
частью оборудования, используемого в системах охлаждения микроустройств. Толщина 
стенки микроканала может быть значительной по сравнению с шириной канала, поэтому 
передачей тепла теплопроводностью в стенке пренебрегать нельзя [32]. В работе [33] 
использовался однофазный LBM для моделирования сопряженного теплообмена нано-
жидкости в микроканале. Результаты показали, что при увеличении объемной доли 
наночастиц и числа Рейнольдса наблюдается рост числа Нуссельта. Авторы [34] раз-
работали с помощью LBM моделирование сопряженного теплообмена для системы 
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жидкость–твердое тело. Результаты показали хорошее согласование с классическим мето-
дом вычислительной гидродинамики. В работе [35] LBM применялся для сопряженного 
теплообмена при моделировании микроканалов на основе металлов. Полученные ре-
зультаты коррелировали с численными и экспериментальными данными. Авторы [36] 
использовали LBM для моделирования сопряженного теплообмена в прямоугольном 
канале. Было показано, что он является подходящим методом для моделирования со-
пряженного теплообмена. В работе [37] LBM применялся для моделирования сопряжен-
ного теплообмена в прямоугольной полости. Было установлено, что LBM является под-
ходящим методом для моделирования сопряженного теплообмена. Температуропровод-
ность нагреваемой стенки является определяющим параметром сопряженной скорости 
теплообмена. Авторы [38] использовали LBM для моделирования сопряженного теп-
лообмена и течения жидкости в микроканале. Результаты подтвердили важность учета 
сопряженной постановки для изучения теплообмена в микроканале. 

В работах [21–26] в качестве важных факторов при двухфазном моделировании 
LBM рассматривались силы сопротивления, броуновская сила и силы выталкивания и 
Ван-дер-Ваальса, но ни в одном из этих исследований не учитывалась сила отталкивания 
Борна. Авторы [39] ввели формулу для силы отталкивания между ближайшими колло-
идными частицами. Они утверждали, что эта формулировка более совместима 
с реальностью, чем другие формулы, которые не учитывают силу отталкивания. Авторы [28] 
также подчеркивали, что при двухфазном моделировании наночастиц следует учитывать 
силу отталкивания. В работах [40] и [41] исследовались силы отталкивания Борна и Ван-
дер-Ваальса в наночастицах с использованием молекулярно-динамического моделиро-
вания. Авторы пришли к выводу, что сила притяжения Ван-дер-Ваальса и сила отталки-
вания Борна должны учитываться при моделировании поведения наночастиц. 

Из анализа вышеперечисленной литературы можно видеть, что вопрос о сопряжен-
ном переносе тепла в наножидкости с использованием двухфазного LBM не изучался. 
Кроме того, в исследованиях при двухфазном LBM-моделировании потока и теплооб-
мена в наножидкости не принималась во внимание сила отталкивания Борна. С учетом 
данного положения дел в настоящей работе рассматривается моделирование сопряжен-
ного теплопереноса в наножидкости в микроканале с использованием двухфазного LBM. 
Авторы анализируют степень влияния силы сопротивления, броуновской силы, сил пла-
вучести, Ван-дер-Ваальса и Борна, исследуют и оценивают их величину. В работе также 
изучается влияние материала стенок микроканала на теплообмен и число Нуссельта.  

1. Численное моделирование 

В представленной работе двухфазное LBM моделирование используется для иссле-
дования течения и сопряженного теплообмена в водно-медной наножидкости в микро-
канале с толстой стенкой. Стенка микроканала выполнена из кремния. Стоит отметить, 
что в моделировании учитываются межмолекулярные силы, такие как силы сопротивле-
ния и выталкивания, броуновская сила и силы Ван-дер-Ваальса и Борна. Схематический 
вид микроканала показан на рис. 1. Согласно рисунку, холодный поток наножидкости 
с температурой 293 K втекает в микроканал с левой стороны. На нижнюю стенку дей-
ствует постоянный тепловой поток 40 кВт⋅м–2. Тепло движется поперек стенки канала и 
достигает границы раздела жидкость–твердое вещество. Температура наножидкости 
увеличивается по мере получения тепла от границы раздела. Нагретая жидкость выходит 
с правой стороны микроканала. Число Рейнольдса потока наножидкости ρ bf H/vbf при-
нимается равным 10. Предполагается, что входящий в канал поток развивается термиче-
ски и гидравлически. Высота канала составляет 3⋅10–4 м. Диаметр наночастиц считается 
равным 100 нм, за исключением раздела 3.3, в котором планируется рассмотреть влия-
ние этого диаметра на число Нуссельта. 
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Решеточное уравнение Больцмана для двухфазного потока жидкости записывается 
следующим образом [22]: 
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где if
σ (x, t) — функция распределения σ-компоненты наножидкости со скоростью ei 

(вместе с направлением i), x — положение решетки, στ — безразмерное время релакса-

ции столкновения для компоненты σ, Fσ — сумма всех межмолекулярных сил, действую-
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                                             (4) 

где σϕ  — объемная доля компоненты σ  наножидкости. 
Остальные величины в уравнениях (1) имеют вид: 

(0,0) при 0,
( 1) ( 1)cos , sin при 1,..., 4,

2 2
(2 9) (2 9)2 cos , sin при 5,..., 8,

4 4

i

i
i ic i

i ic i

π π

π π


 =
 − − = =  
 

 − −  =  
 

e                       (5) 

1/ 6 при 1,..., 4,
1/ 24 при

0 пр

5,...,8,

и 0,

i i
i

i
B


= =
 =

=
                                                (6) 

c = ∆x/∆t,                                                             (7) 

 
 

Рис. 1. Схема микроканала. 
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где Bi — весовой коэффициент, c — решеточная скорость звука, ∆t и ∆x — шаг по вре-

мени и длина ячейки решетки соответственно, ,eq ( , )if tσ x  — функция локального рас-
пределения в равновесном состоянии, определяемая следующим образом: 

2
,eq

2 4 2
( ) ( )9 3 ( )( , ) 1 3 ,

2 2
i i

i i
e e

f t
c c c

x
σ σ σ

σ σω ρ
 

= + + − 
  

u u u                             (8) 

здесь σρ и σu — плотность и скорость компоненты σ наножидкости соответственно, 
ωi — весовой коэффициент, принимающий значения: 

4 / 9 при 0,
1/ 9 при 1, ..., 4,
1/ 36 при 5, ..., 8;

i

i
i

i
ω

=
= =
 =

                                               (9) 

( , ) ( , ),
i it f tx xσ σρ = ∑                                                  (10) 

1 ( , ) .i ii xf tσ σ
σρ

= ∑u e                                                 (11) 

В работе [42] функция распределения температуры с оценкой вязкой диссипации при 
низкоскоростном потоке определялась следующим образом:  

1 ˆ( , ) ( , ) ( , ) ,i i i ig x t t t g x t g x t tRσ σ σ
σ
θτ
 + ∆ + ∆ − = − + ∆ e                        (12) 

2
,eq

2 4 2
( ) ( )9 3 ( )( , ) 1 3 ,

2 2
i i

i i
e e

g t
c c c

x
σ σ σ

σ σω θ
 

= + + − 
  

u u u                      (13) 

( )( ),eq1ˆ )( ,
3 iR f f

R

σ
σ σ σ σ ∂ = − − −  ∂ 

uc u c u
r

                          (14) 

23 0,5,t
x

σ
θτ α ∆
= +

∆
                                                 (15) 

где σα  — коэффициент температуропроводности, r — X или Y направление. Согласно 
исследованию [25], средняя температуропроводность записывается в виде 

22 1 ( ) .
6

С x
t

σ
σ θσ τ

α
− ∆

= ⋅
∆

∑                                               (16) 

Безразмерная макроскопическая температура рассчитывается как 

,ii gσ σθ = ∑                                                            (17) 

( )in

h
.

T T K

q D

σ σ
σθ

−
=

′′
                                                     (18) 

Этап распространения определяется следующим образом: 

( ), ( , ).i i if t t t txf tx + ∆ + ∆ = + ∆e                                        (19) 

Как отмечалось ранее, силы взаимодействия между твердыми частицами и базовой 
жидкостью играют важную роль в двухфазном моделировании наножидкостей. Приве-
дем описание уравнений этих сил. Выражение для силы сопротивления имеет вид [22]: 

FD = – 6πµ a∆u,                                                        (20) 
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где µ — вязкость базовой жидкости, a — радиус наночастиц, Δu — разность скоростей 
между наночастицей и базовой жидкостью. Согласно работе [43], броуновская сила за-
писывается как 

B c b bf (6 ),C K T aπµ=F                                                 (21) 

где λ — средняя длина пробега, Сс — поправочный коэффициент Каннингема, опреде-
ляемый как 

( )p1,1 2
c

p

21 1,257 0,4e .dC
d

λλ  = + +  
                                      (22) 

Сила выталкивания рассчитывается следующим образом [22]: 
3

H
4 ,
3

aπ ρ= − ∆F g                                                       (23) 

где Δρ  — разница плотностей между наночастицами и базовой жидкостью. 
Согласно работам [39] и [40], силы потенциала взаимодействия (силы Ван-дер-

Ваальса и Борна) представим в виде 

2 22 2
cc

VDW 2 2 2 2
cc cc cc

42 2 ln ,
6 4

L aA a aE
L a L L

 −
= − + + 

−  
                             (24) 

( )
( )

( )
( )

2 26
cc cc cc

Br 7 7
cc cc cc

2
cc cc

7
cc

2 ( / ) 30 / 14 / 54( 8)!4
( 2)! ( / ) / 2

/ 14 / 54
,

/ 2

L a L a L an aE A
a n L L a L a

L a L a

L a

  − + + +′Λ −   = + +  −  +
− +
+
− 

       (25) 

8
VDW,Br

VDW,Br
1

,i
ii

E
n

r=

∂
=

∂∑F                                              (26) 

где Λ — конечное расстояние, на котором результирующие потенциальные силы взаи-
модействия равны нулю, ni — число частиц в каждом направлении, i — направление, 
A и Lcc — постоянная Гамакера и расстояние между центрами частиц соответственно, 
cогласно [44] Lcc рассчитывается как 

3cc
4 ,
3

L Rπ
ϕ

=                                                          (27) 

здесь ni — число частиц в каждом направлении (i — направление), записываемое в виде 

,i
Vn

m

σ

σ
ρ

=                                                            (28) 

здесь V и mσ — объем решетки и масса наночастицы соответственно. Количество сил, 
действующих на наночастицы в единице объема элемента решетки, получается следую-
щим: 

D B H VDW Br
p

( )
,

n
V

+ + + +
= −

F F F F F
F                                       (29) 

где n — общее число частиц в каждой ячейке решетки. Результирующие силы, действу-
ющие на базовую жидкость, определяются как 

( )bf D B .n= − +F F F                                                    (30) 
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Макроскопические скорости наночастиц и базовой жидкости оцениваются согласно [3] 
следующим образом: 

p
p-new p

p
,

2
it

ρ
∆

= +
F e

u u                                                    (31) 

br
bf-new bf

bf
,

2 x y

t
L L ρ
∆

= +
F

u u                                                (32) 

где Lx и Ly — число ячеек решетки в направлениях X и Y соответственно. В соответствии 
с данными работы [26] теплообмен между наночастицами и базовой жидкостью описы-
вается выражениями 

new p,bf ,T T tσ σ σ
θτ= + ∆ Φ                                                    (33) 

p,bf p bf
p,bf

p

( , ) ( , )
,

h T x t T x t

C Sσ σ αρ

 − Φ =                                           (34) 

p(1/3)0,6
p,bf bf2 1,1Re Pr ,

2
K

h
a

  = +     
                                       (35) 

p p

6 ,S
d

α

ρ
=                                                         (36) 

где p,bfΦ  — энергоперенос между наночастицами и базовой жидкостью, hp,bf — коэф-
фициент теплоотдачи от конвективного теплообмена между жидкой и твердой фазами, 
Kp — теплопроводность частицы, S a — удельная площадь поверхности компонента σ 
наножидкости. Среднее число Нуссельта рассчитывается как 

h

w bulk bf
Nu ,

q D
T T K

′′
=

−
                                                (37) 

ave
0

1Nu Nu( ) ,
L

x dx
L

= ∫                                           (38) 

где Tw — температура стенки, Tbulk — среднемассовая температура. Критерии сходимо-
сти для скорости и температуры определены следующим образом: 

погрешность скорости = 

= 
{ }2 2

,

1
2 2

,

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
,

( , , ) ( , , )

x x y yi j

x yi j

i j t t i j t i j t t i j t

i j t t i j t t

σ σ σ σ

σ σ
ε

   + ∆ − + + ∆ −   
<

 + ∆ + + ∆ 

∑

∑

u u u u

u u
          (39) 

погрешность температуры = 

2

,
22

,

( , , ) ( , , )
.

( , , )

i j

i j

T i j t t T i j t

T i j t t

σ σ

σ
ε

 + ∆ −  <
+ ∆

∑
∑

              (40) 

В текущем расчете ε1 и ε2 предполагаются равными 2⋅10–6. 

2. Сеточная сходимость 

В целях определения сеточной сходимости изучалось влияние количества узлов 
сетки на среднее число Нуссельта. Результаты приведены в табл. 1, откуда видно, что 
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наилучший результат (с минимальными погрешностью и временем расчета) соответ-
ствует плотности сетки 750 × 200 в направлениях X и Y соответственно. 

Проверка результатов расчета проводится двумя этапами. Сначала результаты 
двухфазного моделирования LBM в микроканале с различными числами Пекле Pe срав-
ниваются с экспериментальными и численными данными [45]. Результаты сравнения 
представлены на рис. 2. Видно, что данные двухфазного моделирования LBM лучше 
согласуются с экспериментальными данными, чем результаты программного моделиро-
вания однофазных потоков (CFD — Computational Fluid Dynamics). Здесь число Pe опре-
деляется как 

Pe = Re⋅Prbf .                                                            (41) 
На втором этапе моделируется однофазный сопряженный теплообмен в нано-

жидкости между двумя параллельными пластинами, верхняя из которых является более 
толстой. Результаты этого моделирования приведены в табл. 2 и сравниваются с данны-
ми работы [46]. Согласно таблице, между результатами моделирования сопряженного 
теплообмена наблюдается хорошее согласование. 

Та б л иц а  1  
Средние числа Нуссельта для различных сеток при Re = 10 и φ = 1 % 

№ сетки Количество узлов сетки Среднее число Нуссельта 
1 300 × 80 = 24000 8,32 
2 450 × 120 = 54000 8,11 
3 600 × 160 = 96000 7,94 
4 750 × 200 = 150000 7,84 
5 900 × 240 = 216000 7,79 

 

Т а бл и ц а  2 
С равнение процентного увеличения числа Нуссельта, 
полученного в настоящем исследовании и в работе [46] 

Процентное увеличение числа Нуссельта 
наножидкости в сравнении с чистой водой Число Нуссельта (данные 

настоящего исследования) 
Объемная доля 
наночастиц, % Данные 

работы [46] 
Данные настоящего 

исследования 
– – 1,565 0 
7 7,15655 1,677 2 

17 17,1246 1,833 4 
 

 
 

Рис. 2. Сравнение численных результатов для средних чисел Нуссельта, 
полученных в настоящем исследовании и в работе [45]. 

Экспериментальные данные [45] при Tw = 75 (1), 60 (4), 45 (7) °C,  результаты однофазного 
моделирования CFD [45] при Tw = 75 (2), 60 (5), 45 (8) °C  и результаты  

настоящего двухфазного моделирования LBM при Tw = 75 (3), 60 (6), 45 (9) °C  для Ti O2 = 0,01 млн–1. 
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3. Результаты и обсуждение 

3.1. Влияние объемной доли наночастиц 
       на распределение скорости и температуры 

Проанализируем, каким образом влияет оказывает увеличение объемной доли на-
ночастиц на температуру и скорость на участке x = длина/3 и как изменяется темпера-
турный контур по микроканалу. Согласно рис. 3 на рассматриваемом участке наножид-
кость развивается гидравлически, а распределение скорости принимает параболическую 
форму. Кроме того, скорость жидкой фазы на этом участке уменьшается с увеличением 
объемной доли наножидкости. Это может быть связано с бóльшим влиянием силы со-
противления на течение наножидкости при увеличении объемной доли наночастиц, что 
приводит к снижению максимальной и средней скоростей на этом участке. 

На рис. 4 видно, что температура толстой стенки уменьшается с увеличением объ-
емной доли наночастиц. Это явление может быть связано с увеличением теплообмена 
в наножидкости при увеличении объемной доли наночастиц. Увеличение теплообмена 
в наножидкости приводит к бóльшему оттоку тепла от стенки микроканала. Кроме того, 
благодаря постоянному тепловому потоку, поступающему в микроканал, средняя темпе-
ратура стенки микроканала снижается. Согласно рисунку, температура жидкости возрас-
тает с увеличением объемной доли наночастиц вблизи верхней стенки канала. Следует 
отметить, что средняя температура вдоль исследуемого участка растет с увеличением 
объемной доли наночастиц (см. табл. 3). 

 
 

Рис. 3. Распределение скорости при x = 5 ⋅ 10–4 и  Re = 10 для жидкой фазы. 
Объемная доля частиц ϕ = 0 (1), 1 (2), 2 (3), 3 (4), 4 (5), 5 (6) %. 

 
 

Рис. 4. Распределение температуры при x = 5 ⋅ 10–4 и Re = 10 для жидкой фазы. 
Обозначения см. на рис. 3. 
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На рис. 5 приведены температурные контуры жидкой и твердой фаз вдоль микрока-

нала. Видно, что температура наножидкости увеличивается при протекании наножидко-
сти по каналу. Кроме того, температура стенки увеличивается в направлении потока. 
Температурный контур стенки микроканала показывает, что постоянные линии темпера-
туры имеют наклон вдоль ширины стенки. Это явление связано с разницей температур 
между поверхностью, подвергающейся воздействию теплового потока, и поверхностью, 

 
 

Рис. 5. Контуры температуры для различных объемных долей наночастиц при Re = 10. 
a — жидкая фаза, b — твердая фаза. 

Т а бл и ц а  3  
Средняя температура по микроканалу в зависимости 

от различных объемных долей наночастиц 

Объемная доля наночастиц % Средняя температура по микроканалу 
0 0,317 
1 0,323 
2 0,327 
3 0,335 
4 0,344 
5 0,355 
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подвергающейся воздействию потока наножидкости. Также установлено, что увеличе-
ние объемной доли наночастиц в каждой фазе ускоряет повышение температуры в этой 
фазе. 

3.2. Влияние объемной доли наночастиц на силы взаимодействия 

Рассмотрим среднее значение и распределение межмолекулярных сил вдоль канала, 
а также влияние увеличения объемной доли наночастиц на их изменения. Кроме того, 
сравнивая величину межмолекулярных сил, исследуем важность учета каждой силы 
в двухфазном моделировании. 

На рис. 6 представлены распределения силы сопротивления вдоль канала при различ-
ных объемных долях наночастиц. На рисунке видно, что после гидравлического разви-
тия потока, вследствие того, что скорость остается неизменной в жидкой и твердой фазах, 
сила сопротивления, создаваемая разностью этих скоростей, также остается неизменной. 
Подобно профилю скорости сила сопротивления в канале увеличивается от нуля на 
стенке до максимума в середине канала при перемещении по его ширине. В табл. 4 пред-
ставлены средние величины межмолекулярных сил по длине канала. Неожиданным оказа-
лось, что средняя сила сопротивления уменьшается с увеличением объемной доли нано-
частиц. Это, очевидно, вызвано тем, что разница в скорости между жидкой и твердой фазами 

Т а бл и ц а  4  
Сравнение различных сил для разных объемных долей наночастиц при Re = 10 

Объем-
ная 

доля, % 

Сила 
сопротив-

ления 

Броунов-
ская сила 

Выталки-
вающая 

сила 

Сила Ван- 
дер-Ваальса 
(X-направ-

ление) 

Сила Ван- 
дер-Ваальса 
(Y-направ-

ление) 

Сила Борна  
(X-направ-

ление) 

Сила Борна 
(Y-направ-

ление) 

1 5,06⋅10–12 6,54⋅10–16 –2,71⋅10–19 –1,53⋅10–27 –2,34⋅10–27 1,06⋅10–19 1,28⋅10–19 
2 4,52⋅10–12 6,62⋅10–16 –2,34⋅10–19 –2,31⋅10–25 –2,24⋅10–25 1,02⋅10–16 8,39⋅10–16 
3 4,04⋅10–12 6,77⋅10–16 –2,10⋅10–19 –1,08⋅10–23 –1,24⋅10–23 1,04⋅10–15 7,34⋅10–15 
4 3,61⋅10–12 6,96⋅10–16 –1,85⋅10–19 –3,79⋅10–21 –2,76⋅10–21 2,00⋅10–14 1,69⋅10–14 
5 3,23⋅10–12 7,16⋅10–16 –1,70⋅10–19 –1,12⋅10–20 –1,18⋅10–20 2,29⋅10–14 1,95⋅10–14 

 

 
 

Рис. 6. Контуры силы сопротивления для различных объемных долей наночастиц при Re = 10. 
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уменьшается с увеличением объемной доли, тем самым снижая силу сопротивления. 
Следует отметить, что данное уменьшение не сокращает влияние силы сопротивления 
в расчетах. Это связано с тем, что при двухфазном моделировании величина каждой си-
лы умножается на количество частиц в каждой ячейке (см. (29)). Таким образом, увели-
чение объемной доли наночастиц приводит к увеличению числа частиц ячейки и, соот-
ветственно, к увеличению силы сопротивления в расчетах. 

На рис. 7 изображены контуры броуновской силы вдоль канала для различных объ-
емных долей наночастиц. Видно, что величина этой силы увеличивается при перемеще-
нии по каналу, что может быть обусловлено прямой связью этой силы с температурой 
в каждой точке. По мере роста температуры наножидкости при ее движении вдоль кана-
ла увеличивается и броуновская сила. Значения средней броуновской силы в канале пред-
ставлены в табл. 4. Очевидно, что средняя броуновская сила увеличивается с увеличени-
ем объемной доли наночастиц. 

На рис. 8 показаны контуры силы выталкивания для различных объемных долей 
наночастиц. Согласно этому рисунку, величина силы выталкивания уменьшается вдоль 
канала, что связано с увеличением температуры, а также с уменьшением разницы между 
плотностью жидкой и твердой фаз вдоль канала. В табл. 4 отражено влияние увеличения 
объемной доли наночастиц на среднюю силу выталкивания, когда температура вдоль 
канала возрастает с увеличением объемной доли наночастиц, тем самым уменьшая силу 
выталкивания. 

На рис. 9 представлены контуры силы Ван-дер-Ваальса для различных объемных 
долей наночастиц. Согласно рисунку, величина силы Ван-дер-Ваальса изменяется в каж-
дой точке вдоль канала. Последнее вполне понятно, так как расстояние между частица-
ми является основным параметром при расчете этой силы. Кроме того, поскольку данное 
расстояние пропорционально количеству частиц в каждой сетке, эта сила будет меняться 
в зависимости от изменения числа частиц. В табл. 4 показано влияние увеличения объ-
емной доли наночастиц на силу Ван-дер-Ваальса. Видно, что средняя сила Ван-дер-
Ваальса увеличивается вдоль микроканала с увеличением объемной доли наночастиц. 

 
 

Рис. 7. Контуры броуновской силы для различных объемных долей наночастиц при Re = 10. 
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Рис. 8. Контуры выталкивающей силы 

для различных объемных долей наночастиц 
при Re = 10. 

 
 

Рис. 9. Контуры силы Ван-дер-Ваальса для различных объемных долей наночастиц при Re = 10. 
а — X-направление, b — Y-направление. 
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На рис. 10 представлены контуры силы Борна внутри микроканала для различных 
объемных долей наночастиц. Видно, что величина этой силы, как и величина силы Ван-
дер-Ваальса, зависит от расстояния между частицами. Сила Борна является функцией 
числа частиц в каждой сетке. В табл. 4 показано влияние увеличения объемной доли 
наночастиц на эту силу. Согласно таблице, средняя сила Борна возрастает вдоль канала 
с увеличением объемной доли наночастиц. 

В табл. 4 представлена средняя величина каждой силы, действующей на частицы, 
для различных объемных долей наночастиц. Из таблицы видно, что сила сопротивления, 
сопровождаемая броуновской силой и силой выталкивания, имеет наибольшую величи-
ну и влияние на скорость теплопередачи в наножидкости. Авторы [47] выявили анало-
гичные тенденции для потока наножидкости в микроканале с параллельными пласти-
нами. Тщательное сравнение данных таблицы показывает, что силы Ван-дер-Ваальса и 
Борна претерпевают наибольшие изменения при увеличении объемной доли частиц. Это 
может быть связано с зависимостью сил от расстояния между частицами, которое резко 
меняется с возрастанием их концентрации. 

3.3. Влияние объемной доли и диаметра наночастиц 
       на среднее число Нуссельта  

Рассмотрим влияние объемной доли наночастиц на число Нуссельта в микрока-
нале, а также влияние диаметра наночастиц на число Нуссельта и механизм его изменения 

 
 

Рис. 10. Контуры силы Борна для различных объемных долей наночастиц при Re = 10. 
a — X-направление, b — Y-направление. 
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в зависимости от изменения объемной доли частиц. Согласно рис. 11, среднее число 
Нуссельта возрастает почти на 19,56 % с увеличением объемной доли наночастиц от 0 % 
до 5 %. Этот рост связан с более высокой теплопроводностью наножидкости по сравне-
нию с базовой жидкостью. Авторы [48] связывают данное явление с броуновским дви-
жением наночастиц и увеличением поверхности контакта твердого тела с жидкостью. 
В работе [49] изучалось влияние броуновской скорости и размера наночастиц на тепло-
проводность наножидкости. Результаты показали, что при увеличении броуновской ско-
рости и уменьшении размера наночастиц увеличивается теплопроводность наножидко-
сти. Во многих исследованиях диаметр наночастиц рассматривается как фактор, влияю-
щий на степень увеличения теплопередачи в наножидкости относительно базовой жид-
кости. Так, авторы [23] исходили из предположения, что диаметр наночастиц является 
важным фактором, влияющим на броуновскую силу. Результаты показали, что броунов-
ская сила уменьшается с увеличением диаметра наночастиц, вследствие чего уменьша-
ется теплопередача в наножидкостях. На рис. 12 показано влияние диаметра наночастиц 
на число Нуссельта при разных объемных долях. Из рисунка видно, что среднее число 
Нуссельта уменьшается с увеличением диаметра наночастиц. Это явление можно объяс-
нить не только уменьшением броуновской силы с увеличением диаметра наночастиц 
(21), но в дополнение к этому и увеличением силы сопротивления (20). Скорость вдоль 
микроканала уменьшается с увеличением силы сопротивления, вследствие чего умень-
шает число Нуссельта. 

3.4. Влияние теплопроводности стенки микроканала 
       на среднее число Нуссельта 

Влияние теплопроводности стенки микроканала на среднее число Нуссельта и рас-
пределение температуры отражено в табл. 5 и на рис. 13. Рассматривались стенки мик-
роканала из трех различных материалов: из меди, кремния и железа. Установлено, что 
при увеличении теплопроводности стенки микроканала увеличивается среднее число 
Нуссельта и температура стенки. 

 
 
Рис. 11. Зависимость среднего числа Нуссельта 

от объемной доли наночастиц при Re = 10. 

 
 

Рис. 12. Зависимость числа Нуссельта 
от диаметра наночастиц при Re = 10. 

ϕ = 2 (1), 3 (2), 4 (3), 5 (4) %. 

Т а бл и ц а  5  
Изменение числа Нуссельта в зависимости 

от материалов стенки микроканала 

Материал стенки микроканала  Число Нуссельта 
Медь 10,19 

Кремний 7,84 
Железо 4,70 
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Заключение 

Проведено численное моделирование сопряженного теплообмена водно-медной 
наножидкости в микроканале под воздействием постоянного теплового потока от нижней 
стенки с использованием метода двухфазных решеточных уравнений Больцмана (LBM). 
Вследствие простоты применения условия непрерывности температуры на границе жид-
кость–твердое тело LBM хорошо подходит для моделирования сопряженного теплооб-
мена. Он является также мощным инструментом для моделирования и использования 
межмолекулярных сил и сложных граничных условий. Исследование проведено 
с учетом межмолекулярных сил, таких как аэродинамическое сопротивление, плаву-
честь, броуновская сила, силы Борна и Ван-дер-Ваальса. Установлено, что сила сопро-
тивления, сопровождаемая броуновской силой, силой выталкивания, силами Борна и 
Ван-дер-Ваальса, оказывает наибольшее влияние на теплообмен и число Нуссельта. 
В работе также изучено влияние объемной доли и диаметра наночастиц на число Нус-
сельта. Полученные данные показали, что число Нуссельта возрастает с увеличением 
объемной доли наночастиц. Кроме того обнаружено, что существует обратная зависи-
мость между числом Нуссельта и диаметром наночастиц, которая обусловлена эффектом 
сопротивления и броуновскими силами. Чем больше объемная доля наночастиц, тем 
сильнее эта зависимость. Также исследовано влияние материала стенки микроканала на 
среднее число Нуссельта, отмечено, что вследствие увеличения теплопроводности стен-
ки микроканала возрастает среднее число Нуссельта. 

Обозначения 

A — коэффициент Гамакера, 
а — радиус наночастиц, м, 
Bi — весовой коэффициент, 
c — решеточная скорость звука, 
Cc — поправочный коэффициент Каннингема, 
Dh — гидравлический диаметр, 
dp — диаметр наночастиц, м, 
EBr — потенциал взаимодействия Борна, 
EVDW — потенциал взаимодействия 
              Ван-дер-Ваальса, 
ei — направление скорости решетки, 
Cσ — массовая доля σ компоненты, 
Cp — удельная теплоемкость, Дж⋅г–1⋅K–1, 

h — коэффициент конвективного теплообмена, 
        Вт⋅м–2⋅K, 
K — теплопроводность, Вт⋅м–1⋅K–1, 
Kp — теплопроводность частицы, Вт⋅м–1⋅K–1, 
Kb — постоянная Больцмана, Дж⋅K–1,  
LCC — расстояние между центрами частиц, м, 
Lx — число узлов в решетке в направлении X, 
Ly — число узлов в решетке в направлении Y, 
mσ — масса наночастицы, кг, 
n — число частиц в решетке, 
n′ — показатель степени в потенциале 
         Леннарда–Джонса, 

 
 

Рис. 13. Распределение температуры при x = 5⋅10–4 (м) 
для различных материалов стенки микроканала. 

1 — медь, 2 — кремний, 3 — железо. 
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FB — броуновская сила, Н, 
FBr — сила Борна, Н, 
FH — сила выталкивания, Н, 
Fbf — сумма сил, действующих на базовую 
          жидкость, Н, 
FD — сила сопротивления, Н, 
FP — сумма сил, действующих на наночастицу, Н, 
FVDW — сила Ван-дер-Ваальса, Н, 
f — функция распределения плотности, 
f eq — равновесная функция распределения 
          плотности, 
g — функция распределения температуры, 
geq — равновесная функция распределения 
          температуры, 

ni — число частиц, 
Nu — число Нуссельта, 
Pe — число Пекле, 
q″ — тепловой поток, Вт⋅м–2, 
R — газовая постоянная, Дж⋅K–1⋅моль–1,  
R̂  — член вязкой диссипации, 
Re — число Рейнольдса, 
S α — удельная поверхность, м2 ⋅кг–1, 
T — температура, K, 
Tbulk — среднемассовая температура потока, K, 
t — время, c, 
V — объем решетки, 
u — макроскопическая скорость, м⋅с–1, 
x — положение решетки, 
X, Y — осевые и вертикальные декартовы 
             координаты.  

Греческие символы 

α — температуропроводность, м2⋅с–1, 
Δt — временной шаг, 
Δx — длина ячейки решетки, 
θ — безразмерная температура, 
λ — средняя длина пробега, м, 
Λ — диаметр столкновения, м, 
µ — динамическая вязкость, м2⋅с–1, 
ν — кинематическая вязкость, м2⋅с–1, 

ρ — плотность, кг⋅м–3, 
τ — время релаксации столкновения для потока, 
τθ — время релаксации столкновения для температуры, 
ϕ — объемная доля частиц, 
Φ — энергетический обмен между наночастицами 
         и базовой жидкостью, 
χ — средняя температуропроводность, 
ωi — весовой коэффициент. 

Подстрочные символы 

ave — средний, 
bf — базовая жидкость, 
i — направления дискретной решетки, 
in — вход, 

nf — наножидкость, 
p — частицы, 
X и Y — координаты, 
w — стенка. 

Надстрочные символы 

σ, σ — жидкая и твердая фазы. 
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