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Ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ÷åòûðåõ ìåòîäîâ ðåãèñòðàöèè îïòè÷åñêèõ âèõðåé â ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ ñèíãó-
ëÿðíîé îïòèêè. Ïðèâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû, ïîñòðîåíèå êîòîðûõ íåîáõîäèìî äëÿ ïðîãðàììíîé ðåà-
ëèçàöèè àëãîðèòìîâ, óêàçàíà âõîäíàÿ èíôîðìàöèÿ, òðåáóåìàÿ äëÿ ðàáîòû êîìïüþòåðíûõ ïðèëîæåíèé. 
Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü òî÷íîñòè ðåãèñòðàöèè ÷èñëà è êîîðäèíàò îñîáûõ òî÷åê âîëíîâîãî ôðîíòà. Â çà-
âèñèìîñòè îò õàðàêòåðèñòèê ìåòîäîâ è îáúåìà âõîäíûõ äàííûõ áûëè îïðåäåëåíû îáëàñòè (ýêñïåðèìåíò èëè 
èñêëþ÷èòåëüíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå) èõ âîçìîæíîãî èñïîëüçîâàíèÿ.  

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòè÷åñêèå âèõðè, îñîáûå òî÷êè âîëíîâîãî ôðîíòà, ëîêàëüíûå íàêëîíû âîëíîâîãî 
ôðîíòà, äàò÷èê Øåêà–Ãàðòìàíà; optical vortices, singular points of wavefront, local tilts of wavefront, 
Shack–Hartmann sensor. 

 

Ââåäåíèå 
 

Âèõðåâîå èçëó÷åíèå íàõîäèò øèðîêîå ïðèìå-
íåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé îïòèêè. 
Äîñòàòî÷íî ÷àñòî ïó÷îê òàêîãî òèïà èñïîëüçóåòñÿ  
â êà÷åñòâå îïòè÷åñêîãî ïèíöåòà, ò.å. äëÿ ïåðåìåùå-
íèÿ îáúåêòîâ ìàëûõ ðàçìåðîâ [1–3]. Óíèêàëüíûå 
ñâîéñòâà èçëó÷åíèÿ ïîçâîëÿþò íå òîëüêî êîíòðîëè-
ðîâàòü ïðîñòûå ñìåùåíèÿ ìèêðî÷àñòèö è ñîçäàâàòü 
îïòè÷åñêèå ëîâóøêè, íî è âûïîëíÿòü áîëåå ñëîæíûå 
îïåðàöèè, íàïðèìåð, ïðîâîäèòü îïòè÷åñêóþ ñîð-
òèðîâêó, îñíîâàííóþ íà òîì, ÷òî òðàåêòîðèè ïîìå-
ùåííûõ â ëàçåðíûé ïó÷îê ÷àñòèö çàâèñÿò îò èõ ðàç-
ìåðà, ôîðìû, ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ, à òàêæå  
îò ïàðàìåòðîâ âîëíîâîãî ôðîíòà. Äëÿ ñîðòèðîâêè 
ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü èçëó÷åíèå ñî ñôîðìèðî-
âàííûì ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ðàñïðåäåëåíèåì ôà-
çû [4]. 

Åùå îäíèì àêòèâíî ðàçâèâàþùèìñÿ íàïðàâëå-
íèåì ñèíãóëÿðíîé îïòèêè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå 
âîçìîæíîñòè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè âèõðåâûì ïó÷-
êîì è â ëèíÿõ îïòè÷åñêîé ñâÿçè [5, 6]. Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî àòìîñôåðíûå èñêàæåíèÿ îêàçûâàþò 
ìåíüøåå âëèÿíèå íà òàêóþ ëèíèþ ïî ñðàâíåíèþ  
ñ îáû÷íîé, êðîìå òîãî ïåðåäàâàåìàÿ èíôîðìàöèÿ 
èìååò áîëåå âûñîêóþ ñòåïåíü çàùèòû îò ïåðåõâà-
òà [6].  

Îòäåëüíàÿ îáëàñòü – èñïîëüçîâàíèå âèõðåé  
â ìèêðîñêîïèè. Êàê ïîêàçàíî àâòîðàìè [7], âèõ-
ðåâîé ïó÷îê ïîçâîëÿåò â íåñêîëüêî ðàç óâåëè÷èòü 
ðàçðåøåíèå ñêàíèðóþùåãî ìèêðîñêîïà, à â [8] ïðåä-
ëàãàåòñÿ ïðèìåíÿòü èçëó÷åíèå óêàçàííîãî òèïà äëÿ 
ðåãèñòðàöèè ìèêðîñìåùåíèé ÷àñòèö (ñìåùåíèé íà íå-
ñêîëüêî ìèêðîí). 
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Áîëüøîå êîëè÷åñòâî îïóáëèêîâàííûõ ê íàñòîÿ-
ùåìó âðåìåíè ñòàòåé ïîñâÿùåíî îïðåäåëåíèþ õàðàê-
òåðèñòèê ïðîöåññîâ è îáúåêòîâ ñ ïîìîùüþ èçëó÷å-
íèÿ, âêëþ÷àþùåãî îñîáûå òî÷êè. Òàê, â ðàñïðåäå-
ëåíèè âèõðåé, ñôîðìèðîâàííîì ïðè îòðàæåíèè, 
ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ èíôîðìàöèÿ î ðàçìåðàõ íåîä-
íîðîäíîñòåé øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè [9], ôîðìå  
è êîîðäèíàòàõ ôèçè÷åñêîãî òåëà [10] èëè î ñêîðî-
ñòè ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà [11] (àâòîðû [11] îïðåäå-
ëÿëè âðåìÿ âûñûõàíèÿ êðàñêè).  

Âî ìíîãèõ èç ïåðå÷èñëåííûõ çäåñü çàäà÷ íå-
îáõîäèìà ðåãèñòðàöèÿ ÷èñëà è êîîðäèíàò âèõðåé,  
à â ïîñëåäíèõ òðåõ ïðèìåðàõ áåç ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ 
äàííûõ î ðàñïðåäåëåíèè îñîáûõ òî÷åê ðåàëèçàöèÿ 
ìåòîäà íåâîçìîæíà. Íà÷èíàÿ ñ 1990-õ ãã. ñòàòüè, 
ïîñâÿùåííûå ðàçâèòèþ àëãîðèòìîâ ðåãèñòðàöèè, 
âûõîäÿò äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíî [12–17]. Íåñìîòðÿ  
íà áîëüøîé îáúåì îïóáëèêîâàííûõ äàííûõ íåâîç-
ìîæíî óâåðåííî îòâåòèòü íà âîïðîñ î òîì, êàêîé 
ìåòîä îáåñïå÷èâàåò òðåáóåìóþ òî÷íîñòü ðåãèñòðà-
öèè, è îïðåäåëèòü, â êàêèõ ñëó÷àÿõ öåëåñîîáðàçíî 
èñïîëüçîâàòü òîò èëè èíîé ïîäõîä. 

Äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è áûëî ïðîâåäå-
íî èññëåäîâàíèå, ðåçóëüòàòû êîòîðîãî ïðåäñòàâëå-
íû â íàñòîÿùåé ñòàòüå. Â ìîäåëüíîì ýêñïåðèìåíòå 
ñðàâíèâàëîñü ÷åòûðå ìåòîäà ðåãèñòðàöèè âèõðåé, 
îïðåäåëÿëàñü èõ ïðåäåëüíàÿ òî÷íîñòü (òî÷íîñòü  
â èäåàëüíûõ óñëîâèÿõ), áûëè îòìå÷åíû îáëàñòè 
âîçìîæíîãî ïðèìåíåíèÿ. 

 

1. Îñîáåííîñòè  
ïîñòðîåíèÿ ðàñïðåäåëåííîãî 
êîìïüþòåðíîãî ïðèëîæåíèÿ 

 

Èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 
êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü ñòðîèëàñü íà îñíîâå ÑÎÌ-òåõ-
íîëîãèè (component object model, â ðóññêîÿçû÷íîé 
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ëèòåðàòóðå – «ìîäåëü ðàñïðåäåëåííûõ îáúåêòîâ» 
[18, 19]). Ñõåìà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñïðåäåëåííîãî 
ïðèëîæåíèÿ, ñôîðìèðîâàííàÿ â àðõèòåêòóðå «êëè-
åíò – ñåðâåð», ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1, à. Â áîëüøèí-
ñòâå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ êëèåíòîì áûëà ïðî-
ãðàììà, ìîäåëèðóþùàÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âèõðåâîãî 
èçëó÷åíèÿ â íåèñêàæàþùåé ñðåäå. Ïðè àíàëèçå 
ìåòîäà, â êîòîðîì ðåãèñòðàöèÿ îñóùåñòâëÿëàñü  
ïî èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíå, êëèåíò áûë èçìå-
íåí, â íåãî ââîäèëñÿ âòîðîé ïó÷îê, íåîáõîäèìûé 
äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíòåðôåðåíöèè.  

 

 
Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ðàñïðåäåëåííîãî êîì-
ïüþòåðíîãî ïðèëîæåíèÿ (à) è ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû 
è ôàçû, ïåðåäàâàåìîå ÷åðåç COM-èíòåðôåéñ â ìîäåëü 
  äåòåêòîðà (á) 

 

Ñòðóêòóðà ïðèëîæåíèÿ îáåñïå÷èâàëà ïîäêëþ-
÷åíèå ðàçëè÷íûõ ñåðâåðîâ, â êà÷åñòâå êîòîðûõ èñ-
ïîëüçîâàëèñü ÷åòûðå ìîäåëè äåòåêòîðà âèõðåé. Òà-
êîé ïîäõîä, âî-ïåðâûõ, îáåñïå÷èë îäèíàêîâûå óñ-
ëîâèÿ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïðè èññëåäîâàíèè 
ðàçíûõ àëãîðèòìîâ, âî-âòîðûõ, ïîçâîëèë ñîçäàòü 
ìîäåëü, èìåþùóþ ïîòåíöèàë äëÿ äàëüíåéøåãî ðàç-
âèòèÿ (èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðè íàëè÷èè 
èñêàæåíèé, ïó÷êè â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå è ò.ä.).  

Ïðè çàäàíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ïëîñêîñòè 
èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ â âîëíîâîé ôðîíò ïó÷êà ââî-
äèëèñü îñîáûå òî÷êè íà îñíîâå óðàâíåíèÿ, çàèìñò-
âîâàííîãî èç [20]: 
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ãäå x è y – òåêóùèå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èç-
ëó÷åíèÿ; ,

kn
x  

kn
y  – êîîðäèíàòû îñîáûõ òî÷åê; Nk 

è ′
kN  – ÷èñëî âèõðåé ñ ïîëîæèòåëüíûìè è îòðèöà-

òåëüíûìè òîïîëîãè÷åñêèìè çàðÿäàìè ñîîòâåòñòâåííî; 
k – òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä âèõðÿ, êîòîðûé ìîæåò 

èçìåíÿòüñÿ â äèàïàçîíå îò 0 äî K; a0 – íà÷àëüíûé 
ðàäèóñ ïó÷êà. Àìïëèòóäíûé è ôàçîâûé ïðîôèëè 
ïó÷êà, êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà êîòîðîãî çàäàâàëàñü 
ñîãëàñíî (1), ïîêàçàíû íà ðèñ. 1, á. 

Â âûïîëíåííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ êî-
ëè÷åñòâî îñîáûõ òî÷åê âàðüèðîâàëîñü, òîïîëîãè÷å-
ñêèå çàðÿäû k çàäàâàëèñü ðàâíûìè ± 1 (ðàññìàòðè-
âàëèñü âèõðè òîëüêî ïåðâîãî ïîðÿäêà). Íåñìîòðÿ 
íà òî, ÷òî êîîðäèíàòû ,

kn
x  

kn
y  çàäàâàëèñü ãåíåðàòî-

ðîì ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, îãðàíè÷åíèå èõ èíòåðâàëà 
îáåñïå÷èëî ðàçìåùåíèå âñåõ îñîáûõ òî÷åê â îáëàñ-
òè ñ ìåíüøèì ðàäèóñîì, ÷åì ýíåðãåòè÷åñêèé ðàäèóñ 
ïó÷êà. 

×åòûðå ìîäåëè äåòåêòîðà îñîáûõ òî÷åê (ò.å. 
âõîäÿùèå â ïðèëîæåíèå ñåðâåðû) ñòðîèëèñü íà îñ-
íîâå ñîâåðøåííî ðàçíûõ ïðèíöèïîâ. Îáùèì áûëî 
òî, ÷òî â ñåðâåðû ÷åðåç COM-èíòåðôåéñ ïåðåäàâà-
ëèñü îäèíàêîâûå äàííûå: ðàññ÷èòàííàÿ â ðåçóëüòà-
òå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñâîáîäíîé äèôðàêöèè êîìïëåêñ-
íàÿ àìïëèòóäà (â îäíîì èç âàðèàíòîâ ïåðåäàâàëàñü 
èíòåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà), ýíåðãåòè÷åñêèé ðàäèóñ 
è ñìåùåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî öåíòðà ïó÷êà, à òàêæå 
êîîðäèíàòû ïîìåùåííûõ â ïó÷îê äèñëîêàöèé. 

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ 
çàäà÷àõ ñèíãóëÿðíîé îïòèêè [10, 11] íåîáõîäèìî 
îïðåäåëåíèå êîîðäèíàò è ÷èñëà îïòè÷åñêèõ âèõðåé 
â ëàçåðíîì ïó÷êå, ïîýòîìó èìåííî ñ ýòîé òî÷êè çðå-
íèÿ îöåíèâàëàñü òî÷íîñòü ðàáîòû àëãîðèòìîâ. Òî÷-
íîñòü õàðàêòåðèçîâàëàñü îòêëîíåíèåì ÷èñëà è êî-
îðäèíàò çàðåãèñòðèðîâàííûõ äèñëîêàöèé îò ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ îñîáûõ òî÷åê, ââåäåííûõ 
â âîëíîâîé ôðîíò. Äëÿ ýòîãî â ïðîãðàììå, ìîäåëè-
ðóþùåé ðàñïðîñòðàíåíèå èçëó÷åíèÿ, ðàññ÷èòûâàëñÿ 
îäèí øàã ñâîáîäíîé äèôðàêöèè [21, 22], äëèíà êî-
òîðîãî ðàâíÿëàñü íóëþ. Íóëåâàÿ äëèíà òðàññû áû-
ëà âûáðàíà äëÿ òîãî, ÷òîáû íå äîïóñòèòü ñìåùåíèÿ 
âèõðåé, êîòîðîå âñåãäà ïðèñóòñòâóåò ïðè ðàñïðî-
ñòðàíåíèè ïó÷êà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èõ êîîðäèíàòû 
èçìåíÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ. Ïîëó÷åííîå  
â ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû 
è ôàçû ïîêàçàíî íà ðèñ. 1, á. Âèçóàëüíîå ñðàâíå-
íèå ïîëó÷åííîãî ôàçîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íà÷àëü-
íûì ïîêàçàëî (ðèñóíêè íå ïðèâîäÿòñÿ â ñòàòüå), 
÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ óñëîâèÿõ äîïîëíèòåëüíûå 
îñîáûå òî÷êè íå ïîÿâëÿþòñÿ â âîëíîâîì ôðîíòå,  
à ââåäåííûå äèñëîêàöèè íå ñìåùàþòñÿ.   

Ïðè àíàëèçå òî÷íîñòè â ïðîãðàììå-ñåðâåðå êàæ-
äîìó íàéäåííîìó âèõðþ ñòàâèëñÿ â ñîîòâåòñòâèå 
çàäàííûé âèõðü, à îòêëîíåíèå êîîðäèíàò â ïàðå íà-
õîäèëîñü êàê 

 Δ = − + −( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2
reg reg regintr intr( ) ( ) ,j j j j j
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(èíäåêñ intr (îò introduced) îáîçíà÷àåò ïàðàìåòðû 
(çäåñü – êîîðäèíàòû) ââåäåííîé â âîëíîâîé ôðîíò 
îñîáîé òî÷êè; èíäåêñ reg (registered) – ïàðàìåòðû 
çàðåãèñòðèðîâàííîãî âèõðÿ; j – òåêóùèé íîìåð 
ïàðû, äëÿ êîòîðîé áûëî íàéäåíî ñîîòâåòñòâèå). Îï-
ðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâèÿ îçíà÷àëî, ÷òî, âî-ïåðâûõ, 
íàéäåííûé âèõðü ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøèì ê çàäàííîìó, 
âî-âòîðûõ, ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè çíà÷èòåëüíî 
ìåíüøå, ÷åì ðàäèóñ ïó÷êà (äîïóñòèìîå îòêëîíåíèå 
ðåãóëèðóåòñÿ ñïåöèàëüíî ââîäèìûì ïàðàìåòðîì).  



 

 Àíàëèç òî÷íîñòè àëãîðèòìîâ ðåãèñòðàöèè îïòè÷åñêèõ âèõðåé  7 
 

Ïîëíîå ñðåäíåå îòêëîíåíèå âû÷èñëÿëîñü êàê 

 
=

Δ = Δ�
( )

reg reg

1

1
,

M
j

j

r r
M

  (2) 

ãäå M – ÷èñëî ïàð âèõðåé, ìåæäó êîòîðûìè íàé-
äåíî ñîîòâåòñòâèå. Êàæäàÿ ïàðà âõîäèò â ñóììó 
òîëüêî îäèí ðàç. Äèñëîêàöèè, äëÿ êîòîðûõ ïàðà íå 
íàéäåíà (îáû÷íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî ââåäåííûõ 
âèõðåé íå ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì çàðåãèñòðèðîâàííûõ 
äèñëîêàöèé), â ñóììèðîâàíèè íå ó÷àñòâóþò. 

Ïîëíàÿ ìîäåëü íåñêîëüêî îòëè÷àëàñü îò ðàñ-
ñìîòðåííîé âûøå òîëüêî òîãäà, êîãäà íàëè÷èå îñî-
áûõ òî÷åê è èõ êîîðäèíàòû îïðåäåëÿëèñü ïî âåòâ-
ëåíèþ ïîëîñ èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû. Ïðè ýòîì 
áëîê çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íå èçìåíÿëñÿ,  
íî äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ èíòåðôåðîãðàììû çàäàâàëàñü 
êîíå÷íàÿ (áîëüøå íóëÿ) äëèíà òðàññû ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ. Ïðè ðàáîòå ïðîãðàììû ÷åðåç ÑÎÌ-èíòåð-
ôåéñ ïåðåäàâàëîñü ïîëó÷åííîå èçîáðàæåíèå (ôàê-
òè÷åñêè ìàññèâ ÷èñåë, çàäàþùèõ èíòåíñèâíîñòü 
èíòåðôåðîãðàììû â êàæäîé òî÷êå).  

Ñåðâåð ìîäåëè (ò.å. ïðîãðàììà îáðàáîòêè èí-
òåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû) ìîã ðàáîòàòü è êàê  
íåçàâèñèìîå ïðèëîæåíèå (stand-alone application).  
Â ýòîì ñëó÷àå èçîáðàæåíèå â ôàéëå ñ ðàñøèðåíèåì 
BMP ñ÷èòûâàëîñü ïðîãðàììîé, îöèôðîâûâàëîñü, 
çàòåì ìàññèâ ÷èñåë îáðàáàòûâàëñÿ ñïåöèàëüíûì îá-
ðàçîì. Ñêîðîñòü îïðåäåëåíèÿ âèõðåé óìåíüøàëàñü, 
íî ïîÿâëÿëàñü âîçìîæíîñòü ðåãèñòðèðîâàòü äèñëîêà-
öèè íå òîëüêî â ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ, íî è â ýêñïå-
ðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûõ èíòåðôåðîãðàììàõ; èìåííî 
ñ ýòîé öåëüþ è áûëî ïîñòðîåíî ýòî ïðîãðàììíîå 
ïðèëîæåíèå. 

 

2. Àëãîðèòì ðåãèñòðàöèè îïòè÷åñêèõ 
âèõðåé êàê òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé, 
ñôîðìèðîâàííûõ íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè 

ìíèìîé è äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòåé 
êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû èçëó÷åíèÿ 

 

2.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàöèé  
â àëãîðèòìå 

 

Êðàòêîå îïèñàíèå èññëåäóåìîãî ìåòîäà ñîäåð-
æèòñÿ â [23, 24]. Ê ñîæàëåíèþ, àâòîðû óêàçàííûõ 
ïóáëèêàöèé íå àíàëèçèðîâàëè òî÷íîñòü àëãîðèòìà 
ðåãèñòðàöèè âèõðåé, ïîñòðîåííîãî íà åãî îñíîâå.  
Â ñâÿçè ñ ýòèì ìû ïîñ÷èòàëè âîçìîæíûì, âî-ïåð- 
âûõ, áîëåå äåòàëüíî ðàññìîòðåòü îñíîâíûå îïåðà-
öèè, ôîðìèðóþùèå ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ îñîáûõ 
òî÷åê, âî-âòîðûõ, èññëåäîâàòü òî÷íîñòü àëãîðèòìà.  

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàáîòà ÷èñëåííîé ìîäåëè 
èëëþñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå ïó÷êà, â âîëíîâîé 
ôðîíò êîòîðîãî áûëî ââåäåíî 12 îñîáûõ òî÷åê. 
Ðàñïðåäåëåíèå äèñëîêàöèé â ïëîñêîñòè àïåðòóðû 
èñòî÷íèêà çàäàâàëîñü ãåíåðàòîðîì ñëó÷àéíûõ ÷è-
ñåë, ïàðàìåòðû âèõðåé â ïëîñêîñòè ðåãèñòðàöèè 
íàõîäèëèñü ñîãëàñíî ðàññìîòðåííîé íèæå ìåòîäèêå.  

Ïåðâàÿ îïåðàöèÿ àëãîðèòìà – ýòî îïðåäåëåíèå 
êîîðäèíàò òî÷åê, â êîòîðûõ ðàâíû íóëþ çíà÷åíèÿ 

÷èñëîâûõ ìàññèâîâ ìîäåëè, ôîðìèðóþùèõ äåéñòâè-
òåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû. 
Ïðè âûïîëíåíèè ýòîé îïåðàöèè âîçíèêàåò ïðîáëåìà, 
ñâÿçàííàÿ ñ ñåòî÷íûì çàäàíèåì ôóíêöèé. Òàê, åñëè 
äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò íóëÿ èñïîëüçóåòñÿ ðà-
âåíñòâî f(xi, yj) = 0 (f(xi, yj) – äåéñòâèòåëüíàÿ èëè 
ìíèìàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû; xi, yj – êî-
îðäèíàòû óçëà ðàñ÷åòíîé ñåòêè; i, j – íîìåð óçëà), 
òî íàõîäèòñÿ î÷åíü ìàëîå êîëè÷åñòâî òî÷åê, óäîâ-
ëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ, òàê êàê ÷àñòü íóëåé 
çàäàííîé äèñêðåòíî ôóíêöèè f(xi, yj) ïîïàäàåò ìå-
æäó óçëàìè. Ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò çàäàíèÿ òî÷íîãî 
ðàâåíñòâà è ââåñòè íåêîòîðûé èíòåðâàë, ïðè ïî-
ïàäàíèè â êîòîðûé çíà÷åíèå ôóíêöèè ñ÷èòàåòñÿ 
ðàâíûì íóëþ. Íàïðèìåð, åñëè −ε ≤ f(xi, yj) ≤ ε, �
òî ïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(xi, yj) = 0, íî â ýòîì ñëó÷àå íå-
îäíîçíà÷íûì ÿâëÿåòñÿ âûáîð ε,�à îò âåëè÷èíû ýòîãî 
ïàðàìåòðà çàâèñèò ÷èñëî íàéäåííûõ òî÷åê.  

Ïðîáëåìà ðåøàëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áûë 
ââåäåí äîïîëíèòåëüíûé ìàññèâ, ïðè çàäàíèè êîòî-
ðîãî ïîëàãàëîñü, ÷òî ôîðìèðóþùèå åãî ÷èñëà ðàâíû 
åäèíèöå â óçëàõ (xi, yj), åñëè f(xi, yj) > 0, è íóëþ, 
åñëè f(xi, yi) � 0. Êîíòóð, îãðàíè÷èâàþùèé îáëàñòü 
ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé îïðåäåëåííîé òàêèì îáðà-
çîì äâóìåðíîé ôóíêöèè, íàõîäèòñÿ äîñòàòî÷íî ïðî-
ñòî, à îáðàçóþùèå åãî òî÷êè ïðèáëèçèòåëüíî ñîîò-
âåòñòâóþò f(xi, yj) = 0. Íàéäåííûå òàêèì îáðàçîì 
íóëè äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè àìïëèòóäû ïîêàçàíû  
íà ðèñ. 2, à, íóëè ìíèìîé ÷àñòè – íà ðèñ. 2, á.  

Äëÿ âûäåëåíèÿ òî÷åê èñïîëüçîâàëîñü ÷åòûðå 
öâåòà, èõ âûáîð çàâèñåë îò òîãî, êàê èçìåíÿëàñü 
ôóíêöèÿ f(xi, yj) ïðè ïåðåñå÷åíèè êîíòóðà (ò.å. 
ïðè ñìåùåíèè â öèêëå ïðîãðàììû â ñòîðîíó óâåëè-
÷åíèÿ X è Y). Åñëè íàáëþäàëîñü èçìåíåíèå îò ïî-
ëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ê îòðèöàòåëüíûì, ââîäè-
ëèñü òî÷êè ñâåòëî-ñåðîãî öâåòà íà ðàñïðåäåëåíèè 
äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè è òåìíî-ñåðîãî – íà ðàñïðå-
äåëåíèè ìíèìîé. Åñëè íàîáîðîò, îò îòðèöàòåëüíûõ 
ê ïîëîæèòåëüíûì, òî èñïîëüçîâàëèñü áåëûå è ÷åð-
íûå òî÷êè. Âûäåëåíèå ðàçëè÷íûõ òèïîâ íóëåâûõ 
òî÷åê âïîñëåäñòâèè ïîçâîëèëî îïðåäåëèòü çíàê òî-
ïîëîãè÷åñêîãî çàðÿäà îïòè÷åñêîãî âèõðÿ. 

 

 
Ðèñ. 2. Äåéñòâèòåëüíàÿ (à) è ìíèìàÿ (á) ÷àñòè êîìïëåêñ-
íîé àìïëèòóäû ñèíãóëÿðíîãî âîëíîâîãî ôðîíòà; êðóæêà-
ìè ïîêàçàíû êîîðäèíàòû òî÷åê, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ñîîò- 
  âåòñòâóþùèõ ÷èñëîâûõ ìàññèâîâ ðàâíû íóëþ 

 

Âòîðàÿ îïåðàöèÿ – ýòî ãðóïïèðîâêà íàéäåí-
íûõ òî÷åê â ëèíèè. Ôàêòè÷åñêè êàæäàÿ ëèíèÿ 
ôîðìèðîâàëàñü èç íàèáîëåå áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ 
äðóã ê äðóãó íóëåé, íî, òàê êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó 
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íèìè íåîäèíàêîâîå (ýòî âèäíî íà ðèñ. 2), îêàçàëîñü 
äîñòàòî÷íî ñëîæíî ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå èõ 
îáúåäèíåíèÿ â ëèíèþ. Ïîýòîìó âíà÷àëå áûëî ñôîð-
ìèðîâàíî íåñêîëüêî ëèíèé èç òî÷åê, íàõîäÿùèõñÿ 
íà ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâûõ ðàññòîÿíèÿõ äðóã 
îò äðóãà, çàòåì ëèíèè áûëè îáúåäèíåíû â îäíó. 
Îáúåäèíåíèå ëèíèé ðåàëèçóåòñÿ ïðîùå, òàê êàê èõ 
îòíîñèòåëüíîå ðàñïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ðàâ-
íîìåðíûì, ÷åì ðàñïîëîæåíèå òî÷åê. Ðåçóëüòàò ýòîé 
ïðîöåäóðû ïîêàçàí íà ðèñ. 3, à, ãäå ïîëó÷åííûå 
ëèíèè íàðèñîâàíû ïîâåðõ ôàçîâîãî ïðîôèëÿ ïó÷êà. 
Áåëûå ñîîòâåòñòâóþò íóëÿì äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè, 
÷åðíûå – ìíèìîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ïîëÿ. 

 

 
Ðèñ. 3. Ëèíèè, ïîëó÷èâøèåñÿ â ðåçóëüòàòå ãðóïïèðîâêè 
òî÷åê íóëåé (à); ïåðåñå÷åíèå ëèíèé è íàéäåííûå îïòè÷åñ- 
  êèå âèõðè (á)  

 

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé îïðåäåëÿþò ïîëîæå-
íèÿ âèõðåé è ïîçâîëÿþò íàéòè èõ òîïîëîãè÷åñêèé 
çàðÿä. Åñëè îáå ïåðåñåêàþùèåñÿ ëèíèè ñîîòâåòñò-
âóþò èçìåíåíèþ ôóíêöèé îò îòðèöàòåëüíûõ çíà÷å-
íèé ê ïîëîæèòåëüíûì èëè íàîáîðîò, òî íàéäåííàÿ 
äèñëîêàöèÿ èìååò ïîëîæèòåëüíûé òîïîëîãè÷åñêèé 
çàðÿä. Ïåðåñå÷åíèå ëèíèé ðàçëè÷íîé îðèåíòàöèè 
îçíà÷àåò ïðèñóòñòâèå äèñëîêàöèè ñ îòðèöàòåëüíûì 
çàðÿäîì (ðèñ. 3, á). 

 
2.2. Òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà  

è êîîðäèíàò äèñëîêàöèé  
 

Ðàáîòó àëãîðèòìà èëëþñòðèðóåò ðèñ. 4, ãäå 
òî÷êàìè ïîêàçàíî ÷èñëî âèõðåé Nreg, îïðåäåëåííîå 
äåòåêòîðîì íà ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèÿõ NR (âñåãî 
1000 ðåàëèçàöèé) àíñàìáëÿ ñëó÷àéíûõ êîîðäèíàò.  
Â ïó÷îê áûëî ââåäåíî 20 äèñëîêàöèé, âû÷èñëåíèÿ 
ïðîâîäèëèñü íà ðàñ÷åòíîé ñåòêå ðàçìåðíîñòüþ 
512 × 512 óçëîâ, ðàäèóñ ïó÷êà ñîñòàâëÿë 1/5 îò ðàç-
ìåðîâ ñåòêè, ò.å. ðàññòîÿíèå ìåæäó óçëàìè ïðè-
áëèçèòåëüíî ðàâíÿëîñü 0,01 ðàäèóñà. Êàê áóäåò 
ïîêàçàíî â äàëüíåéøåì, îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ 
çàâèñèò òî÷íîñòü ðåãèñòðàöèè. 

Òàê êàê âåðîÿòíîñòü, äëÿ êîòîðîé íàõîäèëñÿ 
äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë íà ðèñ. 3, áûëà âûáðàíà 
ðàâíîé 95%, ðÿä òî÷åê ïîïàë çà åãî ïðåäåëû. Ðå- 
çóëüòàòû ðàññìîòðåííîãî ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà 
ïîêàçûâàþò, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî íàéäåííûõ âèõðåé 
î÷åíü áëèçêî ê ÷èñëó äèñëîêàöèé, ââåäåííûõ  
â âîëíîâîé ôðîíò (20,1 è 20 ñîîòâåòñòâåííî), õîòÿ 
íà îòäåëüíûõ ðåàëèçàöèÿõ àëãîðèòìîì ðåãèñòðèðó-
åòñÿ îò 18 äî 22 îñîáûõ òî÷åê. Âåðîÿòíîñòü ïðåâû-
øåíèÿ ñðåäíåãî ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà âåðîÿòíîñòè 
ïîëó÷èòü çàíèæåííûå ðåçóëüòàòû. 

 
Ðèñ. 4. ×èñëî âèõðåé (òî÷êè), çàðåãèñòðèðîâàííîå íà ðàç-
ëè÷íûõ ðåàëèçàöèÿõ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà çàäàíèÿ èõ êî-
îðäèíàò. Â ïó÷êå 20 äèñëîêàöèé, ðàçìåðíîñòü ðàñ÷åòíîé 
ñåòêè 512 × 512. Ñðåäíåå ÷èñëî íàéäåííûõ îñîáûõ òî÷åê  

è äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë (ïðÿìûå ëèíèè) <Nreg> = 
  = 20,1 ± 1,7; äèñïåðñèÿ ðåçóëüòàòîâ σ =2

N  0,41 
 
Äàííûå, äåòàëüíî õàðàêòåðèçóþùèå àëãîðèòì, 

ïðèâîäÿòñÿ íà ðèñ. 5 è 6: ñðåäíåå ÷èñëî äèñëîêàöèé 
<Nreg> (ðèñ. 5, à, â), îïðåäåëåííûõ â ðåçóëüòàòå 
äåòåêòèðîâàíèÿ, óñðåäíåííîå îòêëîíåíèå èõ êîîð-
äèíàò <Δrreg> îò çàäàííûõ (ðèñ. 5, á, ã), à òàêæå 
äèñïåðñèÿ ðåãèñòðàöèè óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ 
(ðèñ. 6). Ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïðè âàðüèðî-
âàíèè ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê è èñïîëüçîâàíèè ðàñ÷åò-
íûõ ñåòîê ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè. Óñðåäíåíèå 
ïðîâîäèëîñü ïî 1000 ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò.  

Àíàëèç äàííûõ ïîçâîëÿåò âûäåëèòü íåñêîëüêî 
õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé àëãîðèòìà ðåãèñòðà-
öèè. Ïðåæäå âñåãî, íóæíî ñêàçàòü, ÷òî âî âñåõ 
âàðèàíòàõ ðåøàåìîé çàäà÷è ñðåäíåå ÷èñëî íàéäåí-
íûõ îñîáûõ òî÷åê áûëî ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî ÷èñ-
ëó ââåäåííûõ â ïó÷îê âèõðåé (ðèñ. 5, à, â). Îòëè-
÷èÿ çäåñü íå ïðåâûøàþò îäíîãî ïðîöåíòà. Îòìåòèì 
òàêæå, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà äèñëîêàöèé îò 5 
äî 40 ðàñòóò äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë è äèñïåðñèÿ. 
Òàê, äëÿ âàðèàíòà, îáåñïå÷èâàþùåãî íàèáîëüøóþ 
òî÷íîñòü (ñåòêà 1024 × 1024), äèñïåðñèÿ âîçðàñòàëà 
îò 0,020 äî 0,44 (ðèñ. 6, à). Ïðè èñïîëüçîâàíèè 
ñåòîê ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè èíòåðâàë è äèñïåðñèÿ 
åùå óâåëè÷èëèñü, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðàçìåðíîñòè 

256 × 256 è 40 âèõðÿõ σ2
=3,87,N  ò.å. ïî÷òè â 9 ðàç 

áîëüøå îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííîãî íà ñåòêå 
1024 × 1024. Ãðàôèêè íà ðèñ. 6, à òàêæå ïîêàçûâà-
þò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà σ2

N  âèõðåé íà ñåòêàõ 
ìàëîé ðàçìåðíîñòè äèñïåðñèÿ âîçðàñòàåò íåìîíî-
òîííî (ðèñ. 6, à, êðèâàÿ 1), èñïûòûâàåò çíà÷èòåëü-
íûå îñöèëëÿöèè.  

Èçìåíåíèå ïîãðåøíîñòè ðåãèñòðàöèè êîîðäèíàò 
âèõðåé â çàâèñèìîñòè îò èõ ÷èñëà â âîëíîâîì ôðîí-
òå è ðàçìåðíîñòè ñåòêè ïîêàçàíî íà ðèñ. 5, á, ã  
è ðèñ. 6, á. Çäåñü ìû íàáëþäàåì ïðèáëèçèòåëüíîå 
ðàâåíñòâî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó óçëàìè ñåòêè è ñðåäíåãî 
îòêëîíåíèÿ çàäàííûõ êîîðäèíàò îò íàéäåííûõ (ðèñ. 5). 

Íàïðèìåð, äëÿ ñåòêè 256 × 256 è 40 îñîáûõ òî-
÷åê îòêëîíåíèå êîîðäèíàò <Δrreg>/a0 = 0,03 ïðè ðàñ-
ñòîÿíèè ìåæäó óçëàìè Dx = 0,02, à äëÿ ñåòêè 
1024 × 1024 – 0,006 è 0,005 ñîîòâåòñòâåííî. Â òî æå 
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ÷èñëà çàðåãèñòðèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê (à, â) è ñðåäíåãî îòêëîíåíèÿ êîîðäèíàò îñîáûõ 
òî÷åê (á, ã) îò ÷èñëà ââåäåííûõ â âîëíîâîé ôðîíò äèñëîêàöèé Nintr. Ðàçìåðíîñòè ðàñ÷åòíûõ ñåòîê ðàâíû 256 × 256 (à, á) 
  è 1024 × 1024 (â, ã) 

 

 
Ðèñ. 6. Äèñïåðñèÿ ðåãèñòðàöèè ÷èñëà σ2

N  (à) è êîîðäèíàò σ2

r
 (á) îñîáûõ òî÷åê. Ðàçìåðíîñòè ðàñ÷åòíîé ñåòêè: 256 × 256 

  (êðèâàÿ 1); 512 × 512 (êðèâàÿ 2); 1024 × 1024 (êðèâàÿ 3) 
 

âðåìÿ òðóäíî îáúÿñíèòü ïîâåäåíèå äèñïåðñèè èçìå-
ðåíèé, êîòîðàÿ èñïûòûâàëà êîëåáàíèÿ è óìåíüøà-
ëàñü ïðè âîçðàñòàíèè êîëè÷åñòâà âèõðåé â ïó÷êå 
(ðèñ. 6, á, êðèâûå 1 è 2). Ìîæíî ëèøü ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìîäåëü äåòåêòîðà íåäîñòà-
òî÷íî òî÷íà. 
 

2.3. Îñîáåííîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà  
ïðè ââåäåíèè îãðàíè÷åíèé íà ìèíèìàëüíîå  

ðàññòîÿíèå ìåæäó îñîáûìè òî÷êàìè 
 

Â ïðîâåäåííîì âûøå àíàëèçå òî÷íîñòè àëãîðèò-
ìà ðåãèñòðàöèè êîîðäèíàòû îñîáûõ òî÷åê (ðèñ. 7, à) 

çàäàâàëèñü ãåíåðàòîðîì, îáåñïå÷èâàþùèì ðàâíî-
ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ïîýòîìó 
âèõðè ìîãëè íàõîäèòüñÿ íà î÷åíü ìàëûõ ðàññòîÿ-
íèÿõ äðóã îò äðóãà, â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå – â ñî-
ñåäíèõ óçëàõ ñåòêè. Â òî æå âðåìÿ âî ìíîãèõ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ â ñèíãóëÿðíîé îïòèêå ïðîöåññàõ, íà-
ïðèìåð ïðè îòðàæåíèè èçëó÷åíèÿ îò øåðîõîâàòîé 
ïîâåðõíîñòè [24], ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòîòà âèõðåé 
(ò.å. ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè) îãðà-
íè÷åíà. Òàêæå ìîæíî îæèäàòü, ÷òî âèõðè, âîçíè-
êàþùèå â ïðîõîäÿùèõ ñëîé òóðáóëåíòíîé àòìîñ-
ôåðû ïó÷êàõ, íàõîäÿòñÿ íà á��ëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ,  
÷åì âíóòðåííèé ìàñøòàá òóðáóëåíòíîñòè. Ïîýòîìó,  
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ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî àëãîðèòì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ  
â ìîäåëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷-
êîâ â èñêàæàþùåé ñðåäå, öåëåñîîáðàçíî îöåíèòü 
òî÷íîñòü åãî ðàáîòû â ñëó÷àÿõ, êîãäà ìèíèìàëüíîå 
ðàññòîÿíèå ìåæäó îñîáûìè òî÷êàìè íå ìîæåò áûòü 
ìåíüøå îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ. Äðóãèõ îãðàíè-
÷åíèé â ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ãåíåðàöèè êîîðäèíàò  
â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ââåäåíî íå áûëî.  

Ïðèìåð ðàñïðåäåëåíèÿ âèõðåé â óêàçàííûõ 
óñëîâèÿõ (ò.å. ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé) ïðèâåäåí 
íà ðèñ. 7, á, îòëè÷èÿ êîòîðîãî îò ðèñ. 7, à äîñòà-
òî÷íî õîðîøî çàìåòíû. 

 

 
Ðèñ. 7. Ðàñïðåäåëåíèå ââåäåííûõ â âîëíîâîé ôðîíò ïó÷êà 
îñîáûõ òî÷åê áåç îãðàíè÷åíèé íà ïðîñòðàíñòâåííóþ ÷àñòî-
òó ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (à) è ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé (á). 
Âî âòîðîì ñëó÷àå ìèíèìàëüíîå äîïóñòèìîå ðàññòîÿíèå 
ìåæäó âèõðÿìè Δmin ðàâíî 0,2 íà÷àëüíîãî ðàäèóñà ïó÷êà 

 

Ðåãèñòðàöèÿ ÷èñëà âèõðåé â óêàçàííûõ óñëî-
âèÿõ ïîêàçàíà íà ðèñ. 8, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àíàëî-
ãîì ðèñ. 4. Êàê è ðàíåå, â âîëíîâîé ôðîíò áûëî  
 

ââåäåíî 20 îñîáûõ òî÷åê, à îòëè÷èå ñîñòîÿëî â îã-
ðàíè÷åíèè ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòîòû ñëó÷àéíîãî 
ïîëÿ êîîðäèíàò, êîòîðîå áûëî çàäàíî òàêèì îáðà-
çîì, ÷òî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó âèõðÿìè 
ñîñòàâëÿëî íå ìåíåå 0,2 íà÷àëüíîãî ðàäèóñà ïó÷êà 
(15 óçëîâ ðàñ÷åòíîé ñåòêè). 

 

 
Ðèñ. 8. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 4; ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå 
ìåæäó âèõðÿìè îãðàíè÷åíî; <Nreg> = 20,1 ± 1,0; σ =2

N  0,16 
 

Ñðàâíèâàÿ ðèñ. 4 è 8, âèäèì, ÷òî, õîòÿ ñðåäíåå 
÷èñëî íàéäåííûõ âèõðåé íå èçìåíèëîñü, ñóùåñòâåí-
íî (áîëåå ÷åì â äâà ðàçà) óìåíüøèëàñü äèñïåðñèÿ 
ðåçóëüòàòîâ è ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì èçìåíèëñÿ 
äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë.  

Óìåíüøåíèå ïîãðåøíîñòè â ðåãèñòðàöèè âèõ-
ðåé ïðè âàðüèðîâàíèè èõ ÷èñëà â âîëíîâîì ôðîíòå 
èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 9 è 10; îñíîâíîå îòëè÷èå îò 
àíàëîãè÷íûõ ðèñ. 5 è 6 çäåñü òàêæå çàêëþ÷àåòñÿ  
â óìåíüøåíèè äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà è äèñïåðñèè  
 

 
Ðèñ. 9. Òî æå, ÷òî íà ðèñ. 5. Ðàçìåðíîñòè ðàñ÷åòíûõ ñåòîê ðàâíû 256 × 256 ïðè ìèíèìàëüíîì äîïóñòèìîì ðàññòîÿíèè  
  ìåæäó äèñëîêàöèÿìè Δmin = 12 (à, á) è 1024 × 1024 ïðè Δmin = 20 (â, ã) 
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Ðèñ. 10. Äèñïåðñèÿ ðåãèñòðàöèè ÷èñëà (à) è êîîðäèíàò (á) îñîáûõ òî÷åê. Êðèâûå 1 ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñ÷åòíîé 
ñåòêè ðàçìåðíîñòüþ 256 × 256 ïðè ìèíèìàëüíîì äîïóñòèìîì ðàññòîÿíèè ìåæäó âèõðÿìè Δmin = 12; êðèâûå 2 – äëÿ ñåòêè 
512 × 512 è Δmin = 15; êðèâûå 3 – äëÿ 1024 × 1024 è Δmin = 20. Òî÷êàìè îòìå÷åíû êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûì, íà- 
  áëþäàåìûì â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå áåç îãðàíè÷åíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ââîäèìûìè â âîëíîâîé ôðîíò âèõðÿìè  
 

ðåçóëüòàòîâ. Êðîìå òîãî, èçìåíåíèÿ äèñïåðñèè  
è äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà áîëåå ìîíîòîííû: îáà 
ïàðàìåòðà ïî÷òè áåç îñöèëëÿöèé ðàñòóò ïðè óâåëè-
÷åíèè ÷èñëà âèõðåé íà ñåòêàõ ðàçìåðíîñòüþ 256 × 256, 
512 × 512 è îñòàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèé, 
åñëè ðàçìåðíîñòü ñîñòàâëÿåò 1024 × 1024 óçëà.  

Â öåëîì ïî ðåçóëüòàòàì, ïðåäñòàâëåííûì â ðàç-
äåëå, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ðàññìîòðåííûé àë-
ãîðèòì îáëàäàåò óäîâëåòâîðèòåëüíîé òî÷íîñòüþ îï-
ðåäåëåíèÿ ÷èñëà è êîîðäèíàò îïòè÷åñêèõ âèõðåé, 
êîòîðàÿ ðàñòåò ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè ðàñ-
÷åòíîé ñåòêè è íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé ïðîñòðàíñò-
âåííîé ÷àñòîòû ðàñïðåäåëåíèÿ îñîáûõ òî÷åê. 

 

3. Àëãîðèòì ðåãèñòðàöèè îïòè÷åñêèõ 
âèõðåé êàê òî÷åê îêîí÷àíèÿ ðàçðûâîâ 

ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè 
 

3.1. Îïèñàíèå àëãîðèòìà 
 

Â ðàññìàòðèâàåìîì àëãîðèòìå, â îòëè÷èå îò ïðå-
äûäóùåãî, ãäå îñîáûå òî÷êè îïðåäåëÿëèñü â ðåçóëü-
òàòå îáðàáîòêè äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé 
êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ïîëÿ, äëÿ ðåãèñòðàöèè 
âèõðåé ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî îäèí ìàññèâ ÷èñåë, êî-
òîðûé ñîäåðæèò ðàñïðåäåëåíèå ôàçîâîãî ïðîôèëÿ 
ïó÷êà. Óêàçàííàÿ îñîáåííîñòü çíà÷èòåëüíî óïðîùà- 
åò ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà, êîòîðàÿ 
âêëþ÷àåò âñåãî äâå îïåðàöèè (ðèñ. 11).  

 

 
Ðèñ. 11. Ðåãèñòðàöèÿ îïòè÷åñêèõ âèõðåé êàê òî÷åê îêîí÷à- 
  íèÿ ðàçðûâîâ ôàçîâîé ïîâåðõíîñòè 

1. Ôàçîâàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà îäèíà-
êîâûå êâàäðàòíûå ÿ÷åéêè. Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íî-
ñòè ïðîâîäèòñÿ îïòèìèçàöèÿ èõ ðàçìåðîâ. Â âû÷èñ-
ëåíèÿõ îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ÿ÷åéêè ñî ñòîðîíàìè, 
ñîñòîÿùèìè èç 4–6 óçëîâ.  

2. Ïî ïåðèìåòðó êàæäîé èç ÿ÷ååê îðãàíèçîâàí 
âû÷èñëèòåëüíûé öèêë, â êîòîðîì çíà÷åíèå ôàçû  
â òî÷êå ñðàâíèâàåòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíè- 
åì â ïðåäûäóùåé òî÷êå. Ïðè èçìåíåíèÿõ ôàçû  
íà ± 2πn, ãäå n – öåëîå ÷èñëî, ôèêñèðóåòñÿ ðàç-
ðûâ. Åñëè â êîíòóðå íàõîäèòñÿ íå÷åòíîå êîëè÷åñò-
âî ðàçðûâîâ, ïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïðåäåëàõ ÿ÷åéêè 
çàêëþ÷åí îïòè÷åñêèé âèõðü ñ òîïîëîãè÷åñêèì çà-
ðÿäîì, ðàâíûì n (â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè àíà-
ëèç òî÷íîñòè áûë âûïîëíåí òîëüêî äëÿ äèñëîêàöèé 
ïåðâîãî ïîðÿäêà, ò.å. ïðè n = 1).  

Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî âåëè÷èíà ðàçðûâîâ âñåãäà 
áûëà íåìíîãî ìåíüøå èëè íåìíîãî áîëüøå 2π. Ýòî 
ìîæíî îáúÿñíèòü íåäîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ çàäàíèÿ 
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë â êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììå. 
Ïîýòîìó ïðè îòëè÷èè âåëè÷èíû ðàçðûâà îò 6,2832 
ìåíåå ÷åì íà 5% ìû ïîëàãàëè, ÷òî èçìåíåíèå ôàçû 
ðàâíî 2π. 

 
3.2. Îöåíêà òî÷íîñòè àëãîðèòìà 
 

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòè íèæå ïðèâîäÿòñÿ 
ñëåäóþùèå äàííûå: êîëè÷åñòâî âèõðåé, çàðåãèñòðè-
ðîâàííûõ íà îòäåëüíûõ ðåàëèçàöèÿõ (ðèñ. 12); ñðåä-
íåå ÷èñëî âèõðåé, îïðåäåëåííîå ïðè ðàâíîìåðíîì  
 

 
Ðèñ. 12. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 4; <Nreg> = 13,6 ± 4,68; σ2

=3,24N  
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ðàñïðåäåëåíèè èõ êîîðäèíàò â ñëó÷àéíîì ïðîöåññå 
(ðèñ. 13, à, â) è ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ÷àñòîòû çàäàíèÿ êîîðäèíàò (ðèñ. 13,  
á, ã); äèñïåðñèÿ ðåãèñòðàöèè ÷èñëà âèõðåé (ðèñ. 14). 

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòà-
òû áûëè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4, 5, â; 6, à; 9, â. Ïðè 
ñðàâíåíèè ðèñ. 4 è 12 âèäíî, ÷òî åñëè â ïåðâîì 
ñëó÷àå ëèøü íà îòäåëüíûõ ðåàëèçàöèÿõ ÷èñëî çà-
äàííûõ âèõðåé (20) îòëè÷àëîñü îò èõ ÷èñëà, îïðå-
äåëåííîãî àëãîðèòìîì, òî â íàñòîÿùåì ïðèìåðå 
ñèòóàöèÿ êàðäèíàëüíî ìåíÿåòñÿ.  

 

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ àëãîðèòì íàõîäèò ìåíåå 20 îñîáûõ 
òî÷åê. Â ðåçóëüòàòå óìåíüøàåòñÿ ñðåäíåå ÷èñëî çàðå-
ãèñòðèðîâàííûõ äèñëîêàöèé (<Nreg> = 13,6), óâåëè-
÷èâàþòñÿ äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë è äèñïåðñèÿ. 

Àíàëîãè÷íûå âûâîäû ìîæíî ñäåëàòü è íà îñíî-
âå àíàëèçà çàâèñèìîñòè ïîãðåøíîñòè îò ÷èñëà îñî-
áûõ òî÷åê â âîëíîâîì ôðîíòå (ðèñ. 13). Âèäíî, ÷òî 
çàðåãèñòðèðîâàííîå ÷èñëî äèñëîêàöèé çíà÷èòåëüíî 
ìåíüøå èõ ðåàëüíîãî ÷èñëà â ïó÷êå. Ïðè 40 âèõðÿõ 
ýòî îòëè÷èå ñîñòàâëÿåò 52% íà ðàñ÷åòíîé ñåòêå ðàç-
ìåðíîñòüþ 512 × 512 è 35% äëÿ ñåòêè 1024 × 1024  

 
Ðèñ. 13. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ÷èñëà çàðåãèñòðèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê îò ÷èñëà ââåäåííûõ â âîëíîâîé ôðîíò äèñëîêàöèé. 
Ðàçìåðíîñòè ðàñ÷åòíîé ñåòêè 512 × 512 (à, á) è 1024 × 1024 (â, ã). Äàííûå ïîëó÷åíû áåç îãðàíè÷åíèé ïðîñòðàíñòâåííîé 
÷àñòîòû ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà (à, â) è ïðè ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè ìåæäó âèõðÿìè, ðàâíîì 0,2 íà÷àëüíîãî ðàäèóñà 
  ïó÷êà (á, ã). Ïðÿìàÿ ëèíèÿ – ðàññìàòðèâàåìàÿ çàâèñèìîñòü ïðè òî÷íîì îïðåäåëåíèè ÷èñëà âñåõ îñîáûõ òî÷åê  
 

 
Ðèñ. 14. Äèñïåðñèÿ ðåãèñòðàöèè ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê íà ñåòêå ðàçìåðíîñòüþ 512 × 512 (à) è 1024 × 1024 (á). Êðèâàÿ 1 
ïîëó÷åíà ïðè ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè ìåæäó âèõðÿìè, ðàâíîì 0,2 íà÷àëüíîãî ðàäèóñà ïó÷êà, êðèâàÿ 2 – áåç îãðàíè÷å- 
  íèé ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòîòû ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà çàäàíèÿ êîîðäèíàò âèõðåé  
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(ñì. ðèñ. 13, à, â). Óâåëè÷åíèå ðàçìåðíîñòè ÷èñëåí-
íîé ìîäåëè èëè ââåäåíèå îãðàíè÷åíèé íà ïðîñò-
ðàíñòâåííóþ ÷àñòîòó ðàñïðåäåëåíèÿ íå ïðèâîäèò  
ê ñóùåñòâåííîìó óìåíüøåíèþ ïîãðåøíîñòè (ñì. 
ðèñ. 13, á, ã). 

Çíà÷èòåëüíî áîëåå âûñîêîé îòíîñèòåëüíî ïðå-
äûäóùåãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ è äèñïåðñèÿ ðåçóëü-
òàòîâ, êîòîðàÿ ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåòñÿ ïðè óâå-
ëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè èëè ââåäåíèè îãðàíè÷åíèé ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ÷àñòîòû çàäàíèÿ êîîðäèíàò (ðèñ. 14). 

Â öåëîì ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî â ïðåäñòàâëåí-
íîé ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ðàáîòà àëãîðèòìà 
ÿâëÿåòñÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíîé è åãî ïðèìåíåíèå  
â çàäà÷àõ ñèíãóëÿðíîé îïòèêè íåöåëåñîîáðàçíî. 

 

4. Ðåãèñòðàöèÿ îïòè÷åñêèõ âèõðåé  
íà îñíîâå êîìïüþòåðíîé îáðàáîòêè 

ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòîâ  
âîëíîâîãî ôðîíòà 

 

4.1. Îïèñàíèå àëãîðèòìà 
 

Âî ìíîãèõ îïóáëèêîâàííûõ ê íàñòîÿùåìó âðå-
ìåíè ñòàòüÿõ, íàïðèìåð [25, 26], áûëî ïîêàçàíî, 
÷òî ðåãèñòðàöèÿ îñîáûõ òî÷åê òàêæå ìîæåò áûòü 
âûïîëíåíà ïðè âû÷èñëåíèè öèðêóëÿöèè Γ(α) ãðà-
äèåíòîâ, èëè ëîêàëüíûõ íàêëîíîâ âîëíîâîãî ôðîí-
òà α(r, z) ïó÷êà, ò.å. èíòåãðàë 

 Γ α = α
��

( ) ( , )

L

z dr r   (3) 

äîëæåí áûòü ðàâåí ± 2π, åñëè â êîíòóðå èíòåãðèðî-
âàíèÿ íàõîäèòñÿ îñîáàÿ òî÷êà ïåðâîãî ïîðÿäêà, 
± 4π – åñëè âòîðîãî è ò.ä. Â ïðèâåäåííîì óðàâíå-
íèè z – êîîðäèíàòíàÿ îñü, íàïðàâëåíèå êîòîðîé 
ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà,  
r = {x, y} çàäàåò êîîðäèíàòû òî÷åê â ïëîñêîñòè 
ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ; 
L – êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ.  

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ îñîáûõ òî÷åê  
âñÿ îáëàñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòîâ ðàçáèâàåòñÿ  
íà ïðÿìîóãîëüíûå ÿ÷åéêè, ïî ïåðèìåòðó êàæäîé  
èç êîòîðûõ ïî ôîðìóëå (3) âû÷èñëÿåòñÿ öèðêóëÿ-
öèÿ ãðàäèåíòîâ. Åñëè îñîáàÿ òî÷êà ïîïàäàåò â ÿ÷åé-
êó, òî èíòåãðàë (3) ïðèíèìàåò îïðåäåëåííîå çíà÷å-
íèå, çàâèñÿùåå îò òîïîëîãè÷åñêîãî çàðÿäà âèõðÿ, 
èìåííî ïî ýòîìó çíà÷åíèþ îïðåäåëÿþòñÿ íàëè÷èå  
è ïîðÿäîê îñîáîé òî÷êè. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó-
÷àå (ò.å. ïðè îïðåäåëåíèè äèñëîêàöèé ïî ðàçðûâàì  
ôàçû), ñòîðîíà ÿ÷åéêè ôîðìèðîâàëàñü 4–6 óçëàìè 
ðàñ÷åòíîé ñåòêè.  

Â ÷èñëåííîé ìîäåëè ãðàäèåíòû âîëíîâîãî ôðîí-
òà âû÷èñëÿëèñü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ [26]: 

 ( ) ( ) ( )α = ∇ − ∇1
, * * .

2 ,
z E E E E

ikI z
r

r

  (4) 

Çäåñü k – âîëíîâîå ÷èñëî; I(r, z) – èíòåíñèâíîñòü 
èçëó÷åíèÿ; E(r, z) – êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ïîëÿ. 

Òèïè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ãðàäèåíòîâ ñèíãóëÿðíîãî 
âîëíîâîãî ôðîíòà íà êîíòóðå èíòåãðèðîâàíèÿ,  
âû÷èñëåííîå ñîãëàñíî (4), ïðèâåäåíî íà ðèñ. 15. 
 

 
Ðèñ. 15. Ðàñïðåäåëåíèå ãðàäèåíòîâ âîëíîâîãî ôðîíòà  
íà êîíòóðå èíòåãðèðîâàíèÿ, èñïîëüçóåìîì äëÿ âû÷èñëå- 
  íèÿ öèðêóëÿöèè  

 
Ïðè âçãëÿäå íà ðèñóíîê ñîçäàåòñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî 
òàì ïîêàçàíû âåêòîðû ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèö  
â âèõðå. Öèðêóëÿöèÿ ãðàäèåíòîâ â ðàññìàòðèâàå-
ìîì ïðèìåðå ðàâíà 2π, â êîíòóðå ñîäåðæèòñÿ îñî-
áàÿ òî÷êà ïåðâîãî ïîðÿäêà. 

 

4.2. Îöåíêà òî÷íîñòè àëãîðèòìà 
 

Òî÷íîñòü îöåíèâàëàñü òàê æå, êàê è äëÿ äâóõ 
îïèñàííûõ âûøå àëãîðèòìîâ. Âèçóàëüíîå ïðåäñòà-
âëåíèå î òî÷íîñòè ðàáîòû äåìîíñòðèðóåò ðèñ. 16, 
ãäå îòìå÷åíû íàéäåííûå îñîáûå òî÷êè íà êàæäîé 
èç 1000 ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà çàäàíèÿ 
èõ êîîðäèíàò (â âîëíîâîé ôðîíò áûëî ââåäåíî  
20 îïòè÷åñêèõ âèõðåé).  

Âèäíî, ÷òî íàèáîëüøåé ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü 
îáíàðóæåíèÿ èìåííî 20 âèõðåé, õîòÿ â îòäåëüíûõ 
ðåàëèçàöèÿõ ðåãèñòðèðóåòñÿ ìåíüøåå êîëè÷åñòâî 
îñîáûõ òî÷åê (17–19, èíîãäà äàæå 16). Ñëó÷àåâ, 
êîãäà êîëè÷åñòâî íàéäåííûõ âèõðåé áûëî áîëüøå 
20, îòìå÷åíî íå áûëî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àëãîðèòì 
èìååò òåíäåíöèþ ê çàíèæåíèþ ÷èñëà âèõðåé. 

 

 
Ðèñ. 16. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 4; <Nreg> = 19,2 ± 3,2; σ =2

N  1,27 
 
Äëÿ äâóõ ðàññìîòðåííûõ âûøå àëãîðèòìîâ àíà-

ëîãè÷íûå äàííûå ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4 è 12. Â ïåð-
âîì ñëó÷àå äèñïåðñèÿ ðåçóëüòàòîâ è äîâåðèòåëü- 
íûé èíòåðâàë ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì íà ðèñ. 16, 
âî âòîðîì – çíà÷èòåëüíî áîëüøå. 



 

14 Êàíåâ Ô.Þ., Àêñåíîâ Â.Ï., Âåðåòåõèí È.Ä. 
 

Çàâèñèìîñòü ÷èñëà çàðåãèñòðèðîâàííûõ âèõðåé 
îò ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê, ââåäåííûõ â âîëíîâîé 
ôðîíò, ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 17 áåç îãðàíè÷åíèé  
íà ïðîñòðàíñòâåííóþ ÷àñòîòó ñëó÷àéíîãî ïîëÿ çà-
äàííûõ îïòè÷åñêèõ âèõðåé è ïðè íàëè÷èè îãðàíè-
÷åíèé. Îáà ðèñóíêà ìîãóò áûòü ñîïîñòàâëåíû ñ ñî-
îòâåòñòâóþùèìè äàííûìè, ðàññìîòðåííûìè âûøå 
(ñì. ðèñ. 5, â; 9, â; 13, â, ã).  

 

 
Ðèñ. 17. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ÷èñëà çàðåãèñòðèðîâàííûõ 
âèõðåé îò ÷èñëà âèõðåé, ââåäåííûõ â âîëíîâîé ôðîíò 
ïó÷êà. Ðàçìåðíîñòü ðàñ÷åòíîé ñåòêè 1024 × 1024 óçëà. 
Äàííûå ïîëó÷åíû áåç îãðàíè÷åíèé ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñ-
òîòû çàäàíèÿ êîîðäèíàò çàäàíèÿ êîîðäèíàò (à) è ïðè 
ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè ìåæäó âèõðÿìè, ðàâíîì 0,2 íà- 
  ÷àëüíîãî ðàäèóñà ïó÷êà (á) 

 

Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ àíàëèçèðóåìîãî àë-
ãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî òî÷íàÿ ðåãèñòðàöèÿ 
âèõðåé ïðè ââåäåíèè îãðàíè÷åíèé íà ïðîñòðàíñò-
âåííóþ ÷àñòîòó: íà ðèñ. 17, á âèäíî, ÷òî äîâåðè-
òåëüíûé èíòåðâàë âî âñåõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí-
òàõ ðàâåí íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè èçìåíåíèè 
÷èñëà ââåäåííûõ â âîëíîâîé ôðîíò äèñëîêàöèé  
îò 5 äî 40 âî âñåõ ðåàëèçàöèÿõ áûëè çàðåãèñòðèðî-
âàíû âñå îñîáûå òî÷êè. Òàêîé ðåçóëüòàò íå íàáëþ-
äàëñÿ íè äëÿ îäíîãî èç ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ìåòî-
äîâ, ò.å. íàñòîÿùèé àëãîðèòì îáåñïå÷èâàåò íàèáîëåå 
âûñîêóþ òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà âèõðåé ïðè 
óñëîâèè, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè áóäåò áîëüøå, 
÷åì 0,2 íà÷àëüíîãî ðàäèóñà ïó÷êà (ôàêòè÷åñêè 
áîëüøå, ÷åì ðàçìåð êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ). 

Óêàçàííàÿ îñîáåííîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ è ïðè âû-
÷èñëåíèè äèñïåðñèè ðåçóëüòàòîâ. Êàê è äëÿ äâóõ 
ïðåäûäóùèõ àëãîðèòìîâ, äèñïåðñèÿ âîçðàñòàåò ïðè 
óâåëè÷åíèè ÷èñëà âèõðåé (ðèñ. 18), íî òîëüêî åñëè 
íå áûëè ââåäåíû îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîñòðàíñòâåííóþ 
÷àñòîòó çàäàíèÿ êîîðäèíàò îñîáûõ òî÷åê. Ïðè 
ââåäåíèè îãðàíè÷åíèé äèñïåðñèÿ âî âñåì äèàïàçîíå 
èçìåíåíèÿ ÷èñëà âèõðåé ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó ñîîò-
âåòñòâóþùåé êðèâîé íåò íà ðèñ. 18. 

 

 
Ðèñ. 18. Äèñïåðñèÿ ïîãðåøíîñòè ðåãèñòðàöèè ÷èñëà äèñ-
ëîêàöèé íà ñåòêå ðàçìåðíîñòüþ 1024 × 1024; ðåçóëüòàòû 
ïîëó÷åíû áåç îãðàíè÷åíèé ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòîòû 
  ñëó÷àéíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò âèõðåé  

 

Ïðèâåäåííûå äàííûå ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä, 
÷òî íàèáîëüøóþ òî÷íîñòü ðåãèñòðàöèè îñîáûõ òî÷åê 
îáåñïå÷èâàåò àëãîðèòì, â êîòîðîì äèñëîêàöèè íà-
õîäÿòñÿ â ðåçóëüòàòå îáðàáîòêè ðàñïðåäåëåíèÿ 
ãðàäèåíòîâ âîëíîâîãî ôðîíòà èçëó÷åíèÿ. Ïðè 
èñïîëüçîâàíèè ðàñ÷åòíûõ ñåòîê áîëüøîé ðàçìåðíî-
ñòè (áîëåå 1000) è ââåäåíèè îãðàíè÷åíèé íà ïðî-
ñòðàíñòâåííóþ ÷àñòîòó ðàñïðåäåëåíèÿ âèõðåé âîç-
ìîæíî äîáèòüñÿ àáñîëþòíîé òî÷íîñòè ðåãèñòðàöèè, 
åñëè â âîëíîâîì ôðîíòå èçëó÷åíèé íàõîäèòñÿ íå 
áîëåå 40 îñîáûõ òî÷åê. 

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êà÷åñòâî ðàáîòû ðàññìîò-
ðåííîãî çäåñü àëãîðèòìà çíà÷èòåëüíî ñíèæàåòñÿ, 
åñëè äëÿ ðåãèñòðàöèè âèõðåé èñïîëüçóþòñÿ íå ãðà-
äèåíòû âîëíîâîãî ôðîíòà, à ëîêàëüíûå íàêëîíû, 
èçìåðåííûå äàò÷èêîì Øåêà–Ãàðòìàíà [25]. Ýòî îç-
íà÷àåò, ÷òî â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ 
íåâîçìîæíî áóäåò ïîëó÷èòü òàêèå æå âûñîêèå õà-
ðàêòåðèñòèêè, êàêèå áûëè îòìå÷åíû ïðè ÷èñëåííîì 
ìîäåëèðîâàíèè. 

 

5. Âèõðü êàê òî÷êà âåòâëåíèÿ ïîëîñ 
èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû  

 

Äëÿ ðåãèñòðàöèè èñïîëüçóåòñÿ õîðîøî èçâåñò-
íîå ñâîéñòâî ëàçåðíîãî ïó÷êà: ïðè íàëè÷èè â åãî 
âîëíîâîì ôðîíòå îïòè÷åñêèõ âèõðåé íàáëþäàåòñÿ 
âåòâëåíèå ïîëîñ èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû 

[27, 28]. Ýòîò ìåòîä ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò 
âñåõ ðàññìîòðåííûõ âûøå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ îñîáûõ òî÷åê ïðèìåíÿåòñÿ èíòåðôåðî-
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ãðàììà, ò.å. ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû èçëó÷åíèÿ, 
ïîýòîìó äèñëîêàöèè ìîãóò áûòü íàéäåíû âèçóàëü-
íî, áåç ïðèâëå÷åíèÿ êàêèõ-ëèáî îïòè÷åñêèõ ïðèáî-
ðîâ. Êîìïüþòåðíàÿ îáðàáîòêà èçîáðàæåíèÿ öåëåñî-
îáðàçíà, åñëè â âîëíîâîì ôðîíòå åñòü íåñêîëüêî 
âèõðåé ïåðâîãî ïîðÿäêà, âèõðè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ 
ëèáî ïðè íàëè÷èè èñêàæåíèé èçëó÷åíèÿ [29]. Àë-
ãîðèòì îáðàáîòêè âêëþ÷àåò òàêèå îïåðàöèè, êàê 
ôèëüòðàöèÿ èçîáðàæåíèÿ, ñêåëåòîíèçàöèÿ èíòåðôå-
ðîãðàììû, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé èíòåðôåðåíöèîí-
íûå ïîëîñû ïðåîáðàçóþòñÿ â ëèíèè ìàêñèìóìîâ  
è ìèíèìóìîâ (ðèñ. 19, à), è îïðåäåëåíèå òî÷êè 
âåòâëåíèÿ ïîëîñ. Ïîäðîáíî àëãîðèòì ðàññìàòðè-
âàåòñÿ â [29]. 

Íåñîìíåííîå äîñòîèíñòâî ìåòîäà – ïðîñòîòà 
åãî ïðèìåíåíèÿ, â òîì ÷èñëå â ðåàëüíûõ ýêñïåðè-
ìåíòàõ, à îñíîâíîé íåäîñòàòîê – ïðîáëåìû â èñ-
ïîëüçîâàíèè, âîçíèêàþùèå ïðè ðåãèñòðàöèè áîëü-
øîãî ÷èñëà äèñëîêàöèé èëè äèñëîêàöèé, íàõîäÿ-
ùèõñÿ íà ìàëîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà. Òàê, 
ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî îñîáûõ òî÷åê, êîòîðîå íàì 
óäàëîñü çàðåãèñòðèðîâàòü â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåí-
òå, ñîñòàâèëî 14, íî äîñòèãíóòî ýòî áûëî òîëüêî 
ïðè èõ ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè (ðèñ. 19, á).  

 

 
Ðèñ. 19. Ñêåëåòîíèçàöèÿ èíòåðôåðîãðàììû è ðåãèñòðàöèÿ 
îñîáîé òî÷êè ñ òîïîëîãè÷åñêèì çàðÿäîì +2 (à); ðåãèñòðà- 
  öèÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê (á) 

Ïî ðåçóëüòàòàì àíàëèçà äîâîëüíî áîëüøîãî êî-
ëè÷åñòâà èíòåðôåðîãðàìì, ïîëó÷åííûõ â ÷èñëåííûõ 
è ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ, ìû ñäåëàëè âûâîä, 
÷òî ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó îñîáûìè òî÷-
êàìè äîëæíî áûòü íå ìåíüøå, ÷åì øèðèíà 2-3 ïî-
ëîñ èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû, ò.å. ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ìåòîäà ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíî äîáèòüñÿ 
âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ [26]. 

 

Çàêëþ÷åíèå 
 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìîòðåíû ÷åòûðå àëãî-
ðèòìà îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ îïòè÷åñêèõ âèõðåé  
â âîëíîâîì ôðîíòå èçëó÷åíèÿ, â êîòîðûõ âèõðè 
ðåãèñòðèðóþòñÿ êàê:  

1) òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëèíèé, ñôîðìèðîâàííûõ 
íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè ìàññèâîâ, ñîäåðæàùèõ äåéñò-
âèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû;  

2) òî÷êè îêîí÷àíèÿ ðàçðûâîâ ôàçîâîé ïîâåðõ-
íîñòè; 

3) öåíòðû êîíòóðîâ, äëÿ êîòîðûõ öèðêóëÿöèÿ 
ãðàäèåíòîâ âîëíîâîãî ôðîíòà ïðèíèìàåò îïðåäåëåí-
íîå çíà÷åíèå (± 2πn);  

4) òî÷êè âåòâëåíèÿ ïîëîñ èíòåðôåðåíöèîííîé 
êàðòèíû. 

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîçâîëèë ñäåëàòü ñëåäóþ-
ùèå âûâîäû. 

Â ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèÿõ öåëåñîîáðàçíî èñ-
ïîëüçîâàòü àëãîðèòìû 1 è 3, òàê êàê ïðè ðåøåíèè 
ìîäåëüíûõ çàäà÷ îíè îáåñïå÷èâàþò íàèáîëüøóþ 
òî÷íîñòü. Îò ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà 2 íóæíî îòêà-
çàòüñÿ (íèçêàÿ òî÷íîñòü) èëè ðàäèêàëüíî èçìåíèòü 
åãî ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ. Ïðèíöèïèàëüíî âîç-
ìîæíî âêëþ÷åíèå â ÷èñëåííóþ ìîäåëü àëãîðèòìà 4, 
íî èç-çà íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ åãî ïðèìåíåíèå îïðàâ-
äàíî òîëüêî â ñëó÷àÿõ, êîãäà âîëíîâîé ôðîíò ñî-
äåðæèò íåáîëüøîå (ìåíåå 10) ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê. 

Â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ íåïðèìå-
íèìû àëãîðèòìû 1 è 2, òàê êàê íåâîçìîæíî (èëè,  
âî âñÿêîì ñëó÷àå, î÷åíü ïðîáëåìàòè÷íî) ïîëó÷èòü 
èíôîðìàöèþ, òðåáóåìóþ äëÿ èõ ðåàëèçàöèè. Äëÿ 
ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ñèíãóëÿðíîé 
îïòèêè ïðåäíàçíà÷åíû àëãîðèòìû 3 è 4, íî â ïåð-
âîì ñëó÷àå â îïòè÷åñêóþ ñõåìó íåîáõîäèìî âêëþ-
÷èòü äàò÷èê Øåêà–Ãàðòìàíà, ÷òî ïðèâîäèò ê âîç-
ðàñòàíèþ ñëîæíîñòè ýêñïåðèìåíòà è ñíèæåíèþ 
òî÷íîñòè èññëåäîâàíèé (ðàçðåøåíèå äàò÷èêà âñåãäà 
íèæå, ÷åì ðàçðåøåíèå ÷èñëåííîé ìîäåëè). Âî âòî-
ðîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå âèõðåé ïî èíòåðôåðîãðàì-
ìå âîçìîæíî âèçóàëüíî è â ðåçóëüòàòå êîìïüþòåð-
íîé îáðàáîòêè èçîáðàæåíèÿ, íî â îáîèõ ñëó÷àÿõ 
ðàçðåøåíèå, äîñòèãàåìîå ïðè ðåãèñòðàöèè îñîáûõ 
òî÷åê, áóäåò íåâûñîêèì.  

Îñíîâíàÿ ÷àñòü ïðèâîäèìûõ â ñòàòüå äàííûõ 
ïîëó÷åíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÎÀ 
ÑÎ ÐÀÍ. Ìîäåëèðîâàíèå àëãîðèòìîâ è âûïîëíå-
íèå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ 
ïðèâîäÿòñÿ â ðàçä. 3 è 4, áûëî ïðîâåäåíî ïðè ôè-
íàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ãðàíò ¹ 20-19-00-597). 
Ðàçðàáîòêà èñïîëüçîâàííûõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå 
÷èñëåííûõ ìîäåëåé áûëà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñó-
äàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÎÀ ÑÎ ÐÀÍ. 
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F.Yu. Kanev, V.P. Aksenov, I.D. Veretekhin. Precision of algorithms for detecting optical vortices. 
Application of four algorithms developed for detecting optical vortices in problems of singular optics is 

considered. Structure of numerical models and design of corresponding computational application are described; 
input parameters required for the model implementation are listed. Special attention is devoted to precision of 
vortex coordinates and number. Depending on these characteristic, suggestions are made for possible application 
of the algorithms: two of them can only be used in theoretical studies, while other two can be applied in real 
laboratory experiments. 
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