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Предложена модификация теории Качанова — Работнова повреждаемости материа-
ла в условиях ползучести. Представлены одномерная и многомерная модели с учетом
неустановившейся ползучести. Скалярный параметр поврежденности вычислялся до мо-
мента разрушения как функция времени и напряжения. При построении модели исполь-
зованы экспериментальные результаты для случая одноосного деформирования образца.
Вычислены времена до разрушения для образцов с различными надрезами. Показано,
что использование параметра поврежденности позволяет определить область, в которой
происходит повреждение. Проведено сравнение экспериментальных и теоретических ре-
зультатов. Показано, что учет первой стадии ползучести оказывает существенное вли-
яние на распределение областей, в которых происходит повреждение материала.
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Введение. В материале элементов конструкций, работающих при высоких темпера-
турах, вследствие накопления пластических деформаций и деформаций ползучести проис-
ходят необратимые изменения: образуются поры, трещины и т. п. Этот процесс называется
поврежденностью материала. В результате поврежденности материала срок эксплуатации
элементов конструкций существенно сокращается.Континуальная теория повреждаемости
была предложена в работах Л.М. Качанова и Ю. Н. Работнова [1, 2] для описания кинети-
ки повреждений материала элементов конструкций, работающих в условиях ползучести.

Существует ряд методов, позволяющих получить эффективное решение [3]. В настоя-
щей работе предложен метод определения длительной прочности элементов конструкций,
в котором учитывается третья стадия ползучести. С использованием метода конечных

элементов исследовано напряженное состояние в образцах с надрезами четырех типов и

определена длительная прочность этих образцов. Проведено сравнение вычисленных вре-
мен до разрушения (длительной прочности) с экспериментальными данными [4, 5].

1. Формулировка модели поврежденности. Сформулируем модели поврежденно-
сти для случаев одноосного и сложного нагружения.

1.1. Одноосная ползучесть. Первые модели поврежденности с учетом перераспределе-
ния напряжений и деформаций вследствие внутренних повреждений представлены в рабо-
тах Л.М. Качанова [1] и Ю. Н. Работнова [2]. Обзор работ, посвященных созданию модели
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поврежденности, приведен в [6]. При постоянных нагрузках признаком поврежденности
материала является увеличение скорости (третья стадия ползучести), а в испытаниях
с постоянной скоростью деформации признаком поврежденности является уменьшение на-
пряжения. При отсутствии повреждений параметр поврежденности ω = 0, при разрушении
ω = 1. В [7] для одноосного случая полагалось, что скорости деформации ползучести ε̇cr

зависят от приложенного напряжения σ0 и параметра поврежденности ω:

ε̇cr = f(σ0, ω).

Для предсказания поведения материала в условиях ползучести с учетом первой и второй

стадий, а также для определения времени до разрушения использовалась зависимость

ε̇cr = Bσntm. (1)

Уравнение (1), называемое уравнением Нортона — Бейли, справедливо при изотермиче-
ских условиях нагружения. Введение множителя tm позволяет учитывать начальную ста-
дию ползучести. В настоящей работе используются экспериментальные данные [3] об уско-
ренной ползучести, при которой учет первой стадии имеет существенное значение. Как
и в [7], поврежденность материала измеряется с помощью параметра поврежденности ω,
скорость изменения поврежденности ω̇ является функцией приложенного напряжения σ0 и

текущего значения ω:

ω̇ = f(σ0, ω).

Примем следующую зависимость:

ω̇ =
dω

dt
=

Atmσχ
0

(1− ω)ϕ
. (2)

В (1), (2) A, B, m, n, χ, ϕ — параметры модели для данного материала.
Со временем вследствие ползучести в критически нагруженных областях накаплива-

ются повреждения, что приводит к расширению этих областей и разрушению конструк-
ции. С учетом параметра поврежденности уравнение состояния для установившейся пол-
зучести запишем в виде

ε̇cr =
dε

dt
= Btm

( σ0

1− ω

)n
. (3)

При одноосном нагружении время до разрушения определяется из уравнения (2) путем
интегрирования с учетом следующего условия: при t = 0 ω = 0, в момент разрушения
образца tr ω = ωr = 1. Таким образом, получаем

ωr∫
0

(1− ω)ϕ dω =

tr∫
0

Aσχ
0 tm dt =

1 + m

{[Aσχ
0 (ϕ + 1)][1− (1− ωr)ϕ+1]}1/(1+m)

. (4)

Для параметра поврежденности ωr имеем

ωr = 1−
(
1−

(ϕ + 1)Atm+1
r σχ

0

1 + m

)1/(ϕ+1)
. (5)

Интегрируя уравнение (2) и подставляя его в (5), для текущего значения параметра по-
врежденности получаем выражение

ω(t) = 1−
(
1−

(ϕ + 1)Atm+1σχ
0

1 + m

)1/(ϕ+1)
.
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С использованием уравнений (4), (5) находим

ω(t) = 1−
{

1−
[( t

tr

)1+m
[1− (1− ωr)]

ϕ+1
]}1/(ϕ+1)

. (6)

Из уравнений (3), (6) получаем выражение для скорости деформации ползучести как функ-
ции параметра поврежденности:

ε̇cr = Btmσn
0

[
1−

( t

tr

)1+m
[1− (1− ωr)

1+ϕ]
]−n/(1+ϕ)

. (7)

В [5] с учетом деформации упругости и ползучести экспериментально изучалось одноос-
ное растяжение образцов с надрезами и получено следующее выражение для времени до

разрушения:

t′r = 2,183 · 1020 σ−7,9. (8)

Используя уравнения (7), (8), для деформации ползучести как функции времени и
напряжения получаем выражение

εcr =
Bσn

0 (t′r)
1+m

(1 + m)[(1 + ϕ− n)/(1 + ϕ)][1− (1− ωr)1+ϕ]
×

×
(

1−
{

1−
[( t

t′r

)1+m
[1− (1− ωr)]

ϕ+1
]}(1−n+ϕ)/(ϕ+1)

)
. (9)

Уравнение (9) аналогично уравнениям, полученным в [8] с учетом первой стадии пол-
зучести жаропрочного сплава на основе никеля при температуре 600 ◦C. В уравнении (9)
критический параметр поврежденности изменяется в диапазоне 0 < ωr 6 1. При ωr = 0,1
в уравнении (9) третья стадия ползучести не учитывается, при ωr = 0,9 — учитывается.
В настоящей работе параметр поврежденности принимался равным ωr = 0,5. Увеличение
или уменьшение значения этого параметра определяется необходимостью учета третьей

стадии ползучести, что зависит от результатов эксперимента.
1.2. Критерий разрушения при многоосном нагружении. В случае многоосного нагру-

жения определяющие уравнения имеют вид

ε̇cr
ij =

dε̇cr
ij

dt
= λSij , λ =

3

2

ε̇cr
eq

σeq
, Sij = σij −

1

3
δijσkk. (10)

Таким образом, при многоосном нагружении уравнение (1) выражается через эквива-
лентное напряжение:

εcr
eq = Btm(σeq)

n, σeq =
(3

2
SijSij

)1/2
. (11)

Подставляя уравнение (11) в (10), определим параметр λ:

λ =
3

2
mB(σeq)

n−1tm−1.

Используя закон упрочнения, вычислим скорость деформации ползучести:

ε̇cr
ij =

3

2
mB(σeq)

n−1tm−1Sij .

Тогда для многоосного случая уравнение скорости деформации ползучести с учетом па-
раметра поврежденности принимает вид

ε̇cr
ij =

3

2
mBtmσn−1

eq

[
1−

( t

tr

)1+m
[1− (1− ωr)

1+ϕ]
]−n/(1+ϕ)

Sij , (12)

где единицей измерения напряжений является мегапаскаль, скорости деформации — час

в минус первой степени.
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В работе [9] предложена корреляция поведения материала при одноосном и сложном
нагружениях:

σr = ασ1 + (1− α)σeq. (13)

В (13) параметр σeq учитывает проскальзывание по границам зерен, σ1 — процесс пол-
зучести; α — параметр материала, зависящий от температуры. Уравнение (13) исполь-
зуется для вычисления напряжения, при котором разрушение происходит в “скелетной”
точке (полагается, что в этой точке напряжения не зависят от времени). Используя (13) и
экспериментальные данные, можно определить долговечность элемента конструкции при
ползучести. Однако при этом для оценки параметра α требуется проведение дорогостоя-
щих испытаний исследуемого элемента конструкций при ползучести. При практическом
использовании полагается α = 1, тогда σr = σeq, либо α = 0, тогда σr = σ1. Иной подход к
прогнозированию долговечности при ползучести основан на введении понятия характер-
ного напряжения, которое является суммой максимального главного и гидростатического
напряжений. Как правило, напряжение вычисляется с использованием предельной нагруз-
ки PL элемента конструкции [10]:

σref =
Pwσy

PL
. (14)

Здесь Pw — эксплуатационная нагрузка; PL — нагрузка при достижении предела текуче-
сти. Уравнение (14) получено с использованием теорем о нижней границе, следовательно,
значение σref меньше истинного, что может привести к завышению времен до разруше-
ния. В данной работе рассматриваются два значения напряжения разрушения: σr = σeq и

σr = σ1.
2. Конечноэлементная постановка задачи. При тестировании модели поврежден-

ности, описанной выше, в работе [5] проведена оценка времен до разрушения при ползу-
чести для образцов с надрезами четырех типов: модифицированный британский стандарт
(MBS), образец Бриджмена (B), модифицированный образец Бриджмена 1 (MB1) и мо-
дифицированный образец Бриджмена 2 (MB2) (рис. 1). Стержни имели одинаковые но-
минальные размеры и были изготовлены из стали с добавлением 2,25 % Cr и 1 % Mo.
Расчет проводился с использованием конечноэлементного пакета Ansys для осесиммет-
ричной постановки задачи. Расчетная область разбивалась на четырехугольные восьми-
узловые элементы для осесимметричных задач. Одной границей расчетной области явля-
ется линия симметрии, проходящая через центр надреза, на второй границе задавалось
напряжение σ0, значение которого взято из [5]. Количество элементов в модели варьирова-
лось от 3888 до 5184, размеры элемента в непосредственной близости от вершины надреза
составляли приблизительно 0,85 × 0,85 мм. Текущее значение параметра поврежденно-
сти определяется в соответствии с уравнением (6), значение деформации ползучести —
из уравнения (12), где B = 1,78 · 10−17; n = 9 — значение показателя степени в законе

Нортона [5]. Параметры поврежденности при одноосной деформации получены путем ап-
проксимации экспериментальных данных для трех стадий ползучести [11]: m = −0,2031,
A = 1,4522 · 10−10, ϕ = 5,4141, χ = 3,0110. Значение модуля упругости E = 157 МПа
получено с использованием метода регрессии и кривой напряжение — деформация σ ∼ ε
для стали с добавлением 2,25 % Cr и 1 % Mo при температуре 550 ◦C [12]. Модуль упруго-
сти характеризует упругопластическое состояние материала, в том числе в окрестности
надреза.

3. Результаты исследования и их обсуждение. На рис. 2–5 приведены распреде-
ления эквивалентного напряжения по Мизесу и первого главного напряжения в образцах

с надрезами в начальный момент времени и в момент разрушения. Во всех образцах с
надрезами различного типа в начальный момент времени в окрестности вершины надреза
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Рис. 1. Общий вид (а) и модификации надреза (б–д) испытываемых образцов
из стали с добавлением 2,25 % Cr и 1 % Mo:
б — образец MBS, в — образец B, г — образец MB1, д — образец MB2
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Рис. 2. Распределения эквивалентного напряжения по Мизесу (a, б) и первого
главного напряжения (в, г) в образце типа MBS:
a, в — в начальный момент времени t = 0, б, г — в момент разрушения t = 640 ч
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Рис. 3. Распределения эквивалентного напряжения по Мизесу (a, б) и первого
главного напряжения (в, г) в образце типа MB1:
a, в — в начальный момент времени t = 0, б, г — в момент разрушения t = 1534 ч
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Рис. 4. Распределения эквивалентного напряжения по Мизесу (a, б) и первого
главного напряжения (в, г) в образце типа B:
a, в — в начальный момент времени t = 0, б, г — в момент разрушения t = 3247 ч
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Рис. 5. Распределения эквивалентного напряжения по Мизесу (a, б) и первого
главного напряжения (в, г) в образце типа MB2:
a, в — в начальный момент времени t = 0, б, г — в момент разрушения t = 4359 ч

реализуется сложное напряженное состояние. В начальный момент времени максимальное
значение главного напряжения в вершине надреза в образце типа MBS равно 623 МПа,
в образце типа MB1 — 482 МПа, в образце типа B — 275 МПа, в образце типа MB2 —
203 МПа. В процессе ползучести происходит релаксация напряжений вплоть до момента
разрушения. В момент разрушения максимальное значение главного напряжения в вер-
шине надреза в образце типа MBS (t = 640 ч) равно 247 МПа (рис. 6), в образце типа
MB1 (t = 1534 ч) — 221 МПа, в образце типа B (t = 3247 ч) — 186 МПа, в образце
типа MB2 (t = 4359 ч) — 190 МПа (см. рис. 2–5). В образцах типа MBS и MB1 дефор-
мация ползучести распространяется вдоль наклонных прямых в направлении от вершины

надреза к линии симметрии образцов (см. рис. 2, 3). В образце типа B область поврежден-
ности находится на некотором удалении от вершины надреза, распространяясь вдоль его
горловины в направлении к оси симметрии образца, и максимальное значение параметра
поврежденности достигается на этой оси (см. рис. 4). Такой же характер распространения
области поврежденности имеет место в образце типа MB2 (см. рис. 5), что обусловлено
как деформациями ползучести, так и пластическими деформациями. В табл. 1 приведе-
ны вычисленные и экспериментальные значения времени разрушения образцов с надреза-
ми различного типа. Максимальный размер области поврежденности, определенной при
численном решении задачи, наблюдается в образцах типа B и MB2, имеющих наиболь-
ший радиус закругления в вершине надреза и наименьший коэффициент концентрации

напряжений Kt. Наименьшая область поврежденности наблюдается в образцах типа MBS
иMB1, которые имеют наименьший радиус закругления в вершине надреза и наибольший
коэффициент концентрации напряжений Kt.
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Рис. 6. Зависимости от времени эквивалентной по Мизесу деформации (1) и
осевого напряжения (2) в вершине надреза для образцов типа MBS

Таб ли ц а 1

Экспериментальные и теоретические значения времени разрушения образцов с надрезами

Тип

образца r/a Kt

t, ч

Данные эксперимента Данные численного расчета

MBS 9,0 3,07 752 640
MB1 5,0 2,47 1041 1534

B 1,5 1,60 2526 3247
MB2 0,7 1,30 3945 4359

В работе [5] для анализа установившейся стадии ползучести использовался закон Нор-
тона. Показано, что для образца типа MB2 в момент разрушения точка, в которой мак-
симальное главное напряжение превышает максимальное эффективное напряжение, нахо-
дится на безразмерном расстоянии от вершины надреза ξ = 0,4. В процессе деформирова-
ния эта точка смещается от вершины надреза к центру образца. Такое распределение на-
пряжений соответствует распределению напряжений, полученному численно (см. рис. 5,г).
На рис. 5,б приведено распределение эквивалентных напряжений по Мизесу вдоль шейки
надреза в образце типа MB2. В этом случае область поврежденности расположена вдоль
шейки надреза, что противоречит результатам работы [5]. Таким образом, при определе-
нии областей поврежденности критерий разрушения следует формулировать, используя
максимальное главное напряжение, а не эквивалентное напряжение Мизеса. В образце ти-
па B с радиусом закругления в вершине надреза R = 2 мм максимальная поврежденность
имеет место в центре рабочего сечения, что соответствует результатам работы [5]. В об-
разцах типа MBS и MB1 с радиусами закругления в вершинах надрезов R = 0,3; 0,6 мм
деформация ползучести локализована в области, расположенной вблизи вершины надре-
за. В образцах типа B и MB2 с радиусами закругления в вершинах надрезов R = 2,000;
4,288 мм области деформаций ползучести распространяются в рабочем сечении от верши-
ны надреза к оси симметрии образца. В образцах с небольшими радиусами закруглений
в вершинах надрезов (образцы типа MBS и MB1) происходит локализация деформаций
ползучести и пластических деформаций. В образцах с большими радиусами закруглений
в вершинах надрезов (образцы типа B и MB2) локализация деформаций ползучести и
пластических деформаций отсутствует.
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Та бли ц а 2
Напряжения в скелетной точке в образцах с надрезами

Тип

образца
σnet σe σm σ1

σeq

σnet

σm

σnet

σ1

σnet

σm

σeq

σ1

σeq

MBS 202 121 143 221 0,599 0,707 1,094 1,181 1,826
MB1 195 126 132 208 0,646 0,676 1,066 1,047 1,650

B 171 133 95 154 0,777 0,555 0,900 0,714 1,157
MB2 155 139 70 115 0,896 0,451 0,741 0,503 0,827

Прим е ч а н и е . σnet — напряжение в номинальном сечении.

4. Моделирование характера разрушения при сложном нагружении. Экс-
периментальные значения σm/σeq напряжения в случае трехосного нагружения взяты из

работы [5]. Значения σm/σeq в “скелетной” точке, полученные для всех образцов методом
конечных элементов, представлены в табл. 2.

На рис. 7 приведены зависимости от координаты ξ максимального главного напряже-
ния, эквивалентного напряжения и отношения этих напряжений в рабочем сечении образ-
цов с надрезами различного типа.

От величины эквивалентных напряжений зависит образование пустот в материале

(нарушение сплошности) в процессе накопления деформаций ползучести, однако не зави-
сит скорость увеличения их размера. Скорость увеличения размера пустот зависит от
величины максимального первого напряжения, поэтому критерий разрушения, использу-
емый в настоящей работе, зависит как от максимального главного напряжения, так и от
эквивалентного напряжения по Мизесу. Во всех образцах, независимо от типа надреза,
максимальное главное напряжение больше эквивалентного (см. рис. 7).

На рис. 7,а показано распределение напряжений в образце типа MBS. Как прави-
ло, в области, в которой первое главное напряжение больше эквивалентного, поврежден-
ность имеет хрупкий характер, что приводит к длительному накоплению поврежденности
материала. За этой областью следует область, в которой первое главное напряжение и
эквивалентное напряжение приблизительно равны. В этой области хрупкое разрушение
переходит в вязкое. В области, где эквивалентное напряжение становится больше первого
главного, поврежденность, развивающаяся вследствие ползучести, имеет преимуществен-
но вязкий характер и приводит к разрушению образца. В образце типаMB1 распределение
напряжений аналогично.

В образцах типа B иMB2, в которых радиусы закруглений в вершинах надрезов суще-
ственно больше, а следовательно, заостренность надрезов меньше, распределение напряже-
ний отличается от описанного выше (см. рис. 7,в,г). Поскольку по распределению напряже-
ний в этих образцах сложно определить, какой тип поврежденности (хрупкий или вязкий)
преобладает, первое главное и эквивалентное напряжения не пригодны для описания на-
копления поврежденности вязкого типа. Также по кривым, приведенным на рис. 7,в,г,
сложно определить, при каких значениях напряжений происходит фазовый переход от
хрупкого разрушения к вязкому. С увеличением радиуса надреза (уменьшением радиуса
кривизны) при использовании первого главного напряжения и эквивалентного напряжения
по Мизесу для описания накопления повреждений при ползучести и определения прочности

на разрыв полученные результаты могут быть недостоверными. Действительно, полная
эквивалентная деформация практически постоянна в номинальном сечении (см. рис. 5),
в центре которого существенно влияние трехосного напряженного состояния, так как эк-
вивалентные напряжения по Мизесу постоянны в образцах типа B и MB2 (см. рис. 7,в,г).
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Рис. 7. Распределения напряжений на установившейся стадии ползучести вдоль
шейки образцов различного типа:
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В этом случае можно сделать следующий вывод: при трехосном нагружении распределение
напряжений существенно зависит от геометрии надреза.

Авторы данной работы продолжают экспериментальные исследования возможности

использования соотношений, предложенных в работах [13, 14], для определения характера
разрушения.

Заключение. В работе предложен метод определения степени поврежденности мате-
риала элементов конструкций и их длительной прочности с учетом третьей стадии пол-
зучести. Для описания характера разрушения при формулировке критерия длительной
прочности используются максимальное главное напряжение и эквивалентное напряжение

по Мизесу. Исследовано напряженное состояние в образцах с надрезами четырех типов. Со-
ответствие полученных результатов экспериментальным данным свидетельствует о том,
что с использованием предложенного метода можно достоверно определить время до раз-
рушения образцов из стали с добавлением 2,25 % Cr и 1 % Mo с надрезами, имеющими
малый радиус закругления в вершине и находящимися под действием постоянного рас-
тягивающего усилия при температуре 550 ◦C. Показано, что характер разрушения суще-
ственно зависит от степени заостренности надреза. Результаты исследования показывают,
что при определении напряженного состояния необходимо учитывать как первую, так и
третью стадию ползучести.
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