
56 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2004. Т. 45, N-◦ 1

УДК 531.391.1:532.5.011

ПРОСТРАНСТВЕННОЕ ДВИЖЕНИЕ СТЕРЖНЯ

В ПОТОКЕ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ

В. М. Шаповалов, С. В. Лапшина

Волжский политехнический институт Волгоградского государственного

технического университета, 404121 Волжский

Выведены уравнения пространственного движения искривленного стержня конечной
длины в потоке вязкой жидкости. Получены аналитические решения задач о движе-
нии прямолинейного стержня в условиях чистого сдвига, простого сдвига и одноосного
растяжения жидкости. Исследована продольная устойчивость прямолинейного стержня
при его пространственном движении. Выполнена оценка эффективной вязкости суспен-
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Дифференциальные уравнения упругой линии для тонкого упругого стержня с разли-
чающимися главными жесткостями, находящегося в равновесии под действием сил, при-
ложенных к его концам, вывел Г. Р. Кирхгоф. Наиболее подробно эта задача изучена в [1].

В данной работе рассмотрена эволюция формы упругой линии стержня под действи-
ем распределенной нагрузки, действующей со стороны вязкой жидкости. Интенсивность
распределенной нагрузки зависит от пространственной ориентации стержня. В работах
[2, 3] исследованы основные закономерности плоского движения нити и стержня конечной
длины в потоке вязкой жидкости.

В качестве приложения результатов решения рассматриваемой задачи можно указать

процессы переработки полимерных материалов, наполненных армирующими короткими
волокнами различной природы (полиамидные, стеклянные, углеродные, металлические
и др.). Переработка указанных материалов сопровождается смешением расплава полиме-
ра с наполнителем, разрушением волокнистого наполнителя, ориентацией наполнителя,
образованием пристенного слоя и т. д. Полученные уравнения могут использоваться при
анализе рептационного движения длинномерных биологических объектов в сплошной сре-
де, а также ориентационных эффектов электромагнитореологических жидкостей.

1. Динамические уравнения. Рассматривается изолированный пространственный
стержень произвольной формы в ламинарном потоке вязкой жидкости. При изгибе тонкого
стержня внешние силы, действующие на боковую поверхность, малы по сравнению с возни-
кающими внутри стержня напряжениями. Силы инерции и тяжести пренебрежимо малы.
Стержень смачивается жидкостью, и выполняется условие прилипания. Со стороны вяз-
кой жидкости на стержень действует сила трения, при этом поле скоростей в жидкости не
изменяется (не учитывается эффект аэроупругости). Упругие деформации, обусловленные
растяжением или сжатием упругой оси стержня, не учитываются. На стержне в естествен-
ном состоянии и при деформации отсутствуют участки большой кривизны и выполняется

условие max (d/l, kd) � 1 (2l, d — длина и диаметр стержня; k — кривизна). Поперечное
сечение принимается малым по сравнению с общими размерами стержня и при дефор-
мации не меняется, т. е. отсутствует давление продольных волокон друг на друга. При
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изгибе сечения остаются плоскими, лишь поворачиваясь на некоторый угол относительно
первоначального положения.

Введем неподвижную в пространстве (или “вмороженную” в жидкость) систему ко-
ординат (x, y, z). Обозначим через x, y, z координаты точек упругой линии стержня s.
Положение кривой s описывает вектор-функция r(s, t), −l 6 s 6 l (t — время). Направ-
лениям x, y, z соответствует правосторонне ориентированный триэдр (i, j,k). Обозначим
через l (l = rs, |l| = 1) вектор касательной к упругой линии, n = b× l — вектор нормали,
b — вектор бинормали.

Согласно [4] уравнения равновесия стержня имеют вид

Fs = −K, Ms + m = F × l, (1.1)

гдеK = Al((V −rt)l)+Bn((V −rt)n)+Bb((V −rt)b) — линейная плотность внешних сил;
A = 2πµ/ ln (0,952/

√
c ) — коэффициент, характеризующий продольную составляющую си-

лы трения; µ— вязкость жидкости; m — момент внешней нагрузки на единицу длины; c—
объемная концентрация волокнистого наполнителя в жидкости; B = 4πµ/ ln (7,4/Re) —
коэффициент, характеризующий поперечную составляющую силы трения; Re = 〈v〉ρd/µ—
число Рейнольдса; ρ — плотность жидкости; 〈v〉 — характерная скорость; V — скорость

жидкости; M — момент; нижним индексом отмечены соответствующие производные.
Кроме осевого и поперечного движения стержня в жидкости [2] будем учитывать

вращение его поверхности вокруг упругой оси с окружной скоростью vθ = 0,5dχsrtl.
Стержень диаметром d вращается в квазитрубке (стенки которой образованы соседни-
ми волокнами) радиусом 〈r〉 = d/(2,1

√
c ), заполненной вязкой жидкостью [2]. При этом

на его поверхность действует касательное напряжение ττθ = 12µvθ〈r〉/(d2 − 4〈r〉2). Сле-
довательно, момент внешней нагрузки определяется выражением m = 0,5πd2ττθl, где
ττθ = −25,2µ

√
cvθ/[d(4 − 4,41c)]; vθ = 0,5dχ(αxt + βyt + γzt). Поперечные составляющие

момента внешней нагрузки являются величинами высших порядков малости, поэтому по-
лагаем mn = 0, mb = 0.

С учетом соотношений F = (F l)l + (Fn)n + (Fb)b = N l + Qn + Pb, ls = kn, M =
EJ(l × ls − l0 × l0s) + GJp(χ − χ0)l [3], ns = −kl + χb, bs = −χn, l × l = 0, n × l = −b,
ls × ls = 0, l× lss = ksb− kχn уравнения (1.1) примут вид

l(Ns − kQ) + n(Qs +Nk + Pχ) + b(Ps + χQ) =

= −Al((V − rt)l)−Bn((V − rt)n)−Bb((V − rt)b); (1.2)

EJ [(k0χ0−kχ)n+(ks−k0s)b]+GJp[k(χ−χ0)n+(χs−χ0s)l]+0,5πd2ττθl = −Qb+Pn, (1.3)

где χ — кручение; N — продольная сила; Q, P — компоненты перерезывающей силы;
G — модуль сдвига; Jp = πd4/32 — полярный момент инерции поперечного сечения; E —
модуль упругости; J = πd4/64 — момент инерции сечения; l0 — вектор касательной,
соответствующий начальной (естественной) конфигурации стержня; k0, χ0 — начальные

кривизна и кручение; V − rt = (vx− xt)i + (vy − yt)j + (vz − zt)k; vx, vy, vz — компоненты

скорости; l = αi + βj + γk; n = li + mj + nk; b = λi + µj + νk; α, β, γ, l, m, n,
λ, µ, ν — направляющие косинусы девяти углов, образуемых осями “сопровождающего”
трехгранника с осями координат x, y, z.

Косинусы углов, образуемых касательной с осями координат x, y, z, соответственно
равны α = xs, β = ys, γ = zs.

Уравнения (1.2), (1.3) необходимо дополнить условиями ортогональности

α2 + β2 + γ2 = 1, l2 +m2 + n2 = 1, λ2 + µ2 + ν2 = 1,

αl + βm+ γn = 0, αλ+ βµ+ νγ = 0, lλ+mµ+ nν = 0.
(1.4)
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Если в начальный момент напряжения в стержне отсутствуют, то краевые условия
для стержня со свободными концами имеют вид

t = 0, r = r0: M = F = 0, t > 0, s = ±l: M = F = 0, (1.5)

где r0 — радиус-вектор начальной (естественной) конфигурации стержня.
Разрешив уравнение (1.2) относительно V − rt и продифференцировав обе части по-

лученного выражения по s, получим уравнение в более удобной для анализа форме (ис-
ключены функции x, y, z)

Vs− rts = [−B−1(Qss +Nsk+Nks +Psχ+Pχs)−A−1k(Ns− kQ) +B−1χ(Ps +Qχ)]n +

+ [kB−1(Qs +Nk + Pχ)− A−1(Nss − ksQ− kQs)]l +

+ [−B−1χ(Qs +Nk + Pχ)−B−1(Pss + χsQ+ χQs)]b, (1.6)

где rts = lt = αti+βtj+γtk = (αtl+βtm+γtn)n; Vs = (l∇)V = [((l∇)V )n]n+[((l∇)V )l]l+
[((l∇)V )b]b; ∇ = i ∂/∂x+ j ∂/∂y + k ∂/∂z.

Таким образом, для 12 величин (функций s и t) P , Q, N , α, β, γ, l, m, n, λ, µ, ν
имеем 12 уравнений: (1.3), (1.4), (1.6).

Согласно (1.6) изменение ориентации или формы стержня обусловлено градиентом

скорости, поскольку постоянная составляющая скорости (vx = const, vy = const, vz =
const) вызывает конвективный снос стержня вдоль соответствующей оси координат без
изменения его конфигурации. Это позволяет при изучении конформационных превращений
поместить начало декартовой системы координат в любую точку стержня, например в
середину упругой оси (x = 0, y = 0, z = 0, s = 0).

Если изгибная жесткость стержня мала, так что его можно рассматривать как нить
(подробнее см. п. 5 и [3]), то уравнения движения можно существенно упростить, положив
M = 0, F = N l.

2. Движение стержня в простом сдвиговом течении. Пусть ось x лежит в го-
ризонтальной плоскости и соответствует направлению течения. Компоненты скорости:
vx = γ−y, vy = 0, vz = 0 (γ− = ∂vx/∂y — скорость деформации). Рассматривается про-
извольно ориентированный прямолинейный стержень длиной 2l, середина которого совпа-
дает с началом координат. Ориентацию характеризуют функции α(t), β(t), γ(t). Справед-
ливы равенства k = 0, χ = 0, откуда следует Q = 0, P = 0.

Используя уравнения (1.3)–(1.6), получим следующую задачу:

lβγ− − αtl − βtm− γtn = 0, αβγ− = −A−1Nss, λβ = 0,

t = 0: α = α0, β = β0, γ = γ0, t > 0, s = ±l: N = 0.
(2.1)

Здесь и в задачах, рассматриваемых в пп. 3, 4, условия ортогональности (1.4) не приво-
дятся.

Из второго уравнения в (2.1) следует

N = 0,5Aαβγ−(l2 − s2). (2.2)

Согласно (2.2) усилие в стержне отсутствует, если выполняется равенство αβ = 0, что
имеет место при расположении стержня либо в горизонтальной плоскости (β = 0), либо в
вертикальной (α = 0). Максимальное усилие в стержне соответствует условию α2 = β2,
когда упругая ось лежит в плоскости, которая проходит через ось z и наклонена к оси x
под углом ±π/4, что согласуется с результатами [2].

В соответствии с (2.2) в общем случае β 6= 0, поэтому в третьем уравнении в (2.1)
следует положить λ = 0. Для решения задачи удобно перейти к углам Эйлера θ, ϕ, ψ. Для
первых трех направляющих косинусов имеем [5]

α = cosψ cosϕ− cos θ sinϕ sinψ, β = cosψ sinϕ+ cos θ cosϕ sinψ, γ = sinψ sin θ. (2.3)
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Рис. 1. Зависимость скорости конца стержня от параметра α при α0 = −0,75:
1 — β0 = 0,8; 2 — β0 = 0,6; 3 — β0 = 0,4; 4 — β0 = 0,2; 5 — β0 = 0,1

При этом первое уравнение в (2.1) и уравнение λ = 0 примут вид

−γ− cos θ sin2 ψ + ψt = 0, sinϕ sin θ = 0. (2.4)

Для выполнения второго уравнения в (2.4) достаточно положить sinϕ = 0. Кроме того,
примем cos θ = C, где C — постоянная. Интегрируя первое уравнение в (2.4), с учетом
условия t = 0, ψ = ψ0 получим

tgψ = tgψ0(1 + (tgψ0)Cγ−t)
−1. (2.5)

C учетом равенств sinϕ = 0, cosϕ = 1, cos θ = C, используя формулы (2.3), получим

α = (1 + tg2 ψ)−0,5, β = C tgψ(1 + tg2 ψ)−0,5, γ = tgψ(1− C2)0,5(1 + tg2 ψ)−0,5. (2.6)

Из начальных условий (2.1) находим

tgψ0 = α−1
0 (β2

0 + γ2
0)0,5, C = β0(β

2
0 + γ2

0)−0,5. (2.7)

Абсолютная величина скорости стержня определяется по формуле v = |rt| =√
x2

t + y2
t + z2

t . С учетом соотношений x = αs, y = βs, z = γs формула для определе-
ния абсолютной величины скорости конца стержня принимает вид

V =
√
α2

τ + β2
τ + γ2

τ , (2.8)

где V = v
∣∣
s=l
/(lγ−) — безразмерная скорость.

На рис. 1 представлена зависимость скорости конца стержня от параметра α. Макси-
мум скорости наблюдается в точке α = 0, что соответствует моменту пересечения стерж-
нем плоскости yz. Чем ближе стержень расположен к плоскости xz, тем ниже его скорость.
При приближении к точке статического равновесия (α = 1) скорость конца стержня умень-
шается до нуля.

3. Движение стержня в условиях чистого сдвига жидкости. При чистом сдви-
ге компоненты скорости определяются соотношениями vx = γ+x, vy = −γ+y, vz = 0
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(γ+ = ∂vx/∂x — скорость деформации). С учетом уравнений (1.3)–(1.6) и допущений п. 2
движение прямолинейного стержня описывается следующими уравнениями:

lαγ+ −mβγ+ − αtl − βtm− γtn = 0, α2γ+ − β2γ+ = −A−1Nss, λα− µβ = 0,

t = 0: α = α0, β = β0, γ = γ0, t > 0, s = ±l: N = 0. (3.1)

Из второго уравнения в (3.1) находим осевое усилие

N = 0,5Aγ+(α2 − β2)(l2 − s2). (3.2)

Из выражения (3.2) следует, что при β2 > α2 усилия в стержне сжимающие (N < 0),
при α2 > β2 — растягивающие (N > 0). Если упругая ось стержня лежит в плоскости,
которая проходит через ось z и наклонена к оси x под углом π/4, т. е. выполняется равен-
ство β2 = α2, то усилие в стержне отсутствует (N = 0). Максимальное растягивающее
усилие в стержне имеет место при β = 0, сжимающее — при α = 0.

С учетом соотношений (2.3) получим задачу

0,5 sin 2ψ sin−1 2ϕ+ cos θϕτ + ψτ = 0, cos θ + tg 2ϕ ctgψ = 0,

τ = 0, ϕ = ϕ0, ψ = ψ0,
(3.3)

где τ = γ+t. Для трех неизвестных функций θ, ϕ, ψ имеем только два уравнения, поэтому
зафиксируем угол нутации cos θ = C, где C — постоянная. При этом решение задачи (3.3)
имеет вид

(1− 0,5C2) ln | tgϕ/ tgϕ0| − 0,5(1− C2)(cos 2ϕ− cos 2ϕ0) = −τ. (3.4)

Вернемся к функциям α, β, γ, используя формулы (2.3), второе уравнение в (3.3) и
известные тригонометрические соотношения:

α =
C

√
1 + tg2 ϕ√

C2(1− tg2 ϕ)2 + 4 tg2 ϕ
,

(3.5)

β =
C tgϕ

√
1 + tg2 ϕ√

C2(1− tg2 ϕ)2 + 4 tg2 ϕ
, γ =

2
√

1− C2 tgϕ√
C2(1− tg2 ϕ)2 + 4 tg2 ϕ

.

Из начальных условий находим постоянные

tg2 ϕ0 = (β0/α0)
2, C2 = 4α2

0β
2
0/[α

2
0 + β2

0 − (α2
0 − β2

0)2]. (3.6)

В двумерном случае (γ = 0, C = 1, α2
0 + β2

0 = 1) из (3.4)–(3.6) получим α2 = α2
0/[α

2
0 +

β2
0 exp (−4τ)], что согласуется с результатами работы [3].
На рис. 2 представлена зависимость скорости конца стержня (см. (2.8)) от парамет-

ра α при различных начальных положениях стержня. Зависимости на рис. 2 существенно
отличаются от аналогичных зависимостей в случае простого сдвига. При α ≈ 0,7 наблю-
дается экстремум. Наличие второго экстремума в области α < 0,7 зависит от начального
положения стержня. Даже в том случае, когда стержень близко расположен к плоскости xz
(кривая 5), скорость его поворота по направлению течения достаточно высока, при этом
на кривой V (α) имеется один экстремум.

4. Движение стержня при одноосном растяжении жидкости. В случае дви-
жения стержня при одноосном растяжении жидкости компоненты скорости имеют вид [6]
vx = γ∗x, vy = −0,5γ∗y, vz = −0,5γ∗z (γ∗ = ∂vx/∂x — скорость деформации).

С учетом допущений, принятых в п. 2 для прямолинейного стержня, используя урав-
нения (1.3)–(1.6), получим следующую задачу:

lαγ∗ − 0,5mβγ∗ − 0,5nγγ∗ − αtl − βtm− γtn = 0,



В. М. Шаповалов, С. В. Лапшина 61

5

4

3

2

1

0,2

0,6

0,4

0,8

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 a

_V

Рис. 2. Зависимость скорости конца стержня от параметра α при различных

начальных положениях стержня:
1 — α0 = 0,2, β0 = 0,9; 2 — α0 = 0,1, β0 = 0,9; 3 — α0 = 0,1, β0 = 0,8; 4 — α0 = 0,1,
β0 = 0,4; 5 — α0 = β0 = 0,001

α2γ∗ − 0,5β2γ∗ − 0,5γ2γ∗ = −A−1Nss, λα− 0,5µβ − 0,5νγ = 0, (4.1)

t = 0: α = α0, β = β0, γ = γ0, t > 0, s = ±l: N = 0.

Решение второго уравнения в (4.1) имеет вид

N = 0,25Aγ∗(3α
2 − 1)(l2 − s2). (4.2)

Согласно (4.2) усилие в стержне отсутствует (N = 0), если его упругая ось лежит на
поверхности круглого конуса с вершиной в начале координат и углом при вершине, косинус
которого равен α = 1/

√
3. Если ось стержня находится внутри указанного конуса (α >

1/
√

3 ), то усилия в нем растягивающие, если вне конуса (α < 1/
√

3 ), то усилия в нем
сжимающие.

Первое и третье уравнения в (4.1) запишем с использованием углов ψ, θ, ϕ (см. (2.3)):

1,5 sinψ cosψ + cos θϕτ + ψτ = 0, sin θ sinϕ = 0. (4.3)

Здесь τ = γ∗t. Во втором уравнении в (4.3) полагаем sinϕ = 0, θ = θ0 = const. Решение
первого уравнения с учетом начального условия τ = 0, ψ = ψ0 имеет вид

tgψ = tgψ0 exp (−1,5τ). (4.4)

Используя соотношения (2.3), вернемся к переменным α, β, γ:

α = cosψ, β = cos θ0 sinψ, γ = sin θ0 sinψ. (4.5)

Постоянные θ0 и ψ0 находятся из условий (4.1): tg θ0 = γ0/β0, cosψ0 = α0.
Согласно (4.4), (4.5) при длительной деформации упругая ось стержня совпадает с

осью x (α = 1, β = γ = 0 при τ → ∞) независимо от начальной ориентации. В процес-
се эволюции упругая ось перемещается в плоскости, проходящей через ось x и прямую,
соответствующую начальному положению стержня.

Абсолютная величина скорости конца стержня (2.8) описывается выражением V =

−1,5α
√

1− α2, не зависит от функций β, γ и имеет один экстремум V = −0,75 при α =
1/
√

2.
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5. Продольная устойчивость стержня. Согласно результатам пп. 2–4 распреде-
ление осевого усилия по длине стержня описывается параболой, а абсолютная величина
усилия и его знак зависят от ориентации стержня, так что в общем случае можно записать

N = −D(α, β)(l2 − s2), (5.1)

где D — функция, зависящая от ориентации и типа течения (см. (2.2), (3.2), (4.2)).
В случае сжимающих усилий (D > 0) возможна потеря устойчивости за счет продоль-

ного изгиба стержня, что в случае высокомодульных волокон (стеклянных, углеродных)
приводит к их разрушению. В работе [2] устойчивость исследовалась путем введения ма-
лых возмущений формы и использования линеаризованных уравнений. Исследуем плоскую
(изгибную) форму потери устойчивости [7].

Распределенная нагрузка от осевой силы трения симметрична, поэтому ограничимся
участком 0 6 s 6 l, заменив половину стержня заделкой. При отклонении оси стержня на
угол ξ перерезывающая сила Q с учетом (5.1) определяется интегралом

Q = − sin ξ

l∫
s

∂N

∂s
ds = −0,5D(l2 − s2)ξ.

Здесь sin ξ ≈ ξ при |ξ| � 1; величина ∂N/∂s характеризует интенсивность осевой распре-
деленной нагрузки.

Изгибающий момент M = EJξs. Следовательно, перерезывающая сила Q = Ms =
EJξss. Отсюда получим дифференциальное уравнение для определения отклонения:

ξss +D(l2 − s2)ξ/(2EJ) = 0. (5.2)

Граничные условия (равенство нулю момента на свободном конце и отсутствие откло-
нения в месте заделки) записываются в виде

s = l, ξs = 0; s = 0, ξ = 0. (5.3)

Решение задачи (5.2), (5.3) не выражается через элементарные функции, поэтому соб-
ственные числа λ = Dl4/(2EJ) найдены численно: λ1 = 5,122; λ2 = 39,66; λ3 = 106,249;
λ4 = 204,86; . . . . Обозначим D1 = 2λ1EJ/l

4. Следовательно, при D > D1 стержень теряет

устойчивость, при D < D1 устойчивость сохраняется. Если выполняется условие D < D1

при D = Dmax (величина Dmax соответствует максимальному сжимающему усилию), то
стержень сохраняет устойчивость при любой пространственной ориентации. Например, в
случае одноосного течения согласно (4.2) Dmax = D

∣∣
α=0

= 0,25Aγ∗.
Экспериментально наблюдалось скручивание низкомодульных волокон в клубок при

перемешивании суспензии [8], что объясняется неустойчивостью положения нейтрального
равновесия стержня в условиях простого сдвигового течения [2, 3]. Стержень, совершая
вращательное движение, проходит положения, соответствующие α > 0, β < 0, в которых
действует осевое сжимающее усилие (N < 0). Выпучиванию середины стержня препят-
ствуют силы вязкого трения, поэтому имеются все условия для получения высших форм
продольного изгиба, соответствующих λ2, λ3, . . . . Действительно, численный анализ задач
[2, 3] показал возможность пилообразной формы стержня при значительных сжимающих
усилиях. Перемешивание полиуретановых волокон в полиакрилатовой матрице проводи-
лось при следующих условиях [8]: d = 30 мкм; c = 0,1; µ = 0,1 Па · с; E = 0,5 МПа;
γ = 200 с−1; 2l = 1 мм. При этом Dmax = 0,25Aγ− = 9,46 Па; D1 = 3,31 Па, следовательно,
стержень (полиуретановое волокно) теряет устойчивость (Dmax > D1).

6. Вязкость суспензии, наполненной жесткими стержнями. При течении си-
стемы, наполненной гибкими или жесткими стержнями, требуются дополнительные за-
траты энергии на преодоление сил вязкого трения при обтекании стержней. Вследствие
этого эффективная вязкость системы больше вязкости чистой жидкости.
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Для стержня длиной 2l энергия вязкого трения W определяется интегралом [3]

W =

l∫
−l

(V − rt)K ds.

Учитывая первое уравнение в (1.1) и разрешив (1.2) относительно разности скоростей
V − rt = −B−1(Qs + Nk + Pχ)n − A−1(Ns − kQ)l − B−1(Ps + χQ)b, для искривленного
стержня получим

W =

l∫
−l

[B−1(Qs +Nk + Pχ)2 + A−1(Ns − kQ)2 +B−1(Ps + χQ)2] ds.

В случае прямолинейного достаточно жесткого стержня (k = 0, χ = 0, P = 0, Q = 0)
имеем

W = A−1

l∫
−l

N2
s ds.

Суммарные затраты энергии WΣ, связанные с обтеканием всех стержней, определяются
соотношением [3]

WΣ =
2V+c

πd2lA

l∫
−l

N2
s ds, (6.1)

где V+ — объем суспензии.
В случае простого сдвига из уравнений (2.2), (2.5)–(2.7), (6.1) следует

WΣ = 4V+cAl
2γ2
−α

2β2/(3πd2), (6.2)

где τ = γ−t; β = β0/
√

(α0 + β0τ)2 + 1− α2
0; α = β(α0 + β0τ)/β0.

Выражение для эффективной вязкости в условиях простого сдвига с учетом дополни-
тельных затрат энергии на обтекание стержней имеет вид

µ+ = (τxyγ−V+ +WΣ)/(γ2
−V+), (6.3)

где τxy = µγ− — касательное напряжение.
Для суспензии, наполненной стержнями одинаковой длины, диаметра и ориентации,

из (6.2), (6.3) следует

µ+ = µ
(
1 +

8

3

l2c

d2 ln (0,952/
√
c )
α2β2

)
. (6.4)

Согласно (6.4), если стержни параллельны плоскости xz (β = 0), то вязкость системы
минимальна. Вязкость системы максимальна при α = ±1/

√
2, β = ±1/

√
2, γ = 0.

В случае полидисперсного наполнителя вязкость определяется выражением

µ+ = µ
(
1 +

8c

3 ln (0,952/
√
c )

m∑
i=1

l2i
d2

i

ψiα
2
i β

2
i

)
, (6.5)

где i = 1, . . . ,m — номер фракции; ψi — относительное количество стержней i-й фракции( m∑
i=1

ψi = 1
)
.
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При простом сдвиге положение нейтрального равновесия неустойчиво, поэтому при
длительном деформировании стержни будут вращаться с неравномерной скоростью [2, 3].
Ориентация приобретает изотропный характер. Найдем вязкость системы при хаотиче-
ской ориентации. В cилу четности функции (6.2) WΣ(α) = WΣ(−α), WΣ(β) = WΣ(−β)
ограничимся первым октантом θ ∈ [0, π/2], ϕ ∈ [0, π/2] (θ, ϕ — сферические координаты).
В направлениях θi, ϕi выделим двумерный сектор с углами ∆θ = π/(2m), ∆ϕ = π/(2m)
и будем рассматривать l и d как функции углов θi, ϕi. При равновероятной ориентации
стержней функция ψ в (6.5) определяется как отношение объемов выделенного конуса и 1/8
шара единичного радиуса:

ψ = ∆θ∆ϕ sin θ
/ π/2∫

0

dϕ

π/2∫
0

sin θ dθ =
2

π
∆θ∆ϕ sin θ.

В этом случае

lim
∆θ→0

∆ϕ→0, m→∞

m∑
i=1

( l(ϕi, θi)

d(ϕi, θi)

)2 2∆θ∆ϕ sin θi
π

α2β2 =
2

π

π/2∫
0

π/2∫
0

( l
d

)2
α2β2 sin θ dθ dϕ.

Для монодисперсного наполнителя (l = const, d = const) интеграл с учетом соотношения
α2β2 = (cos θ)2(sin θ sinϕ)2 равен l2/(15d2), а выражение (6.5) принимает вид

µ+ = µ
(
1 +

8

45

l2

d2

c

ln (0,952/
√
c )

)
.

При чистом сдвиге с учетом выражений (3.2), (6.1) и результатов работы [3] имеем
соотношения

WΣ =
4V+cl

2

3πd2
Aγ2

+(α2 − β2)2, µ+ =
σxxγ+V+ +WΣ

4γ2
+V+

,

где σxx = 4µγ+; функции α(t), β(t) определены в (3.4)–(3.6).
Для монодисперсной системы эффективная вязкость определяется выражением

µ+ = µ
(
1 +

2

3

l2c

d2 ln (0,952/
√
c )

(α2 − β2)2
)
. (6.6)

В случае полидисперсного наполнителя

µ+ = µ
(
1 +

2c

3 ln (0,952/
√
c )

m∑
i=1

l2i
d2

i

ψi(α
2
i − β2

i )2
)
. (6.7)

При одноосном растяжении с учетом выражений (4.2), (4.4), (4.5), (6.1) и результа-
тов [3, 9] имеем соотношения

WΣ =
4V+cl

2

3πd2
Aγ2
∗(3α

2 − 1)2, µ+ =
σxxγ∗V+ +WΣ

3γ2
∗V+

, (6.8)

где α2 = α2
0/[α

2
0 + (1− α2

0) exp (−3τ)]; τ = γ∗t; σxx = 3µγ∗ — растягивающее напряжение.
Из соотношений (6.8) для монодисперсной системы получим

µ+ = µ
(
1 +

2

9

l2c

d2 ln (0,952/
√
c )

(3α2 − 1)2
)
. (6.9)

Согласно (6.9) при α2 = 1/3 вязкость системы минимальна, а при α2 = 1 максимальна.
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В случае полидисперсной системы

µ+ = µ
(
1 +

2c

9 ln (0,952/
√
c )

m∑
i=1

l2i
d2

i

ψi(3α
2
i − 1)2

)
. (6.10)

Здесь α2
i = α2

i0/[α
2
i0 + (1− α2

i0) exp (−3τ)].
Независимо от начальной ориентации формулы (6.6), (6.7), (6.9), (6.10) предполагают

асимптотическое увеличение вязкости во времени, поскольку α = 1, β = 0 при τ → ∞.
Положение статического равновесия стержней в течениях при наличии растяжения устой-
чиво.

Сопоставление полученных результатов с результатами для плоского движения [3] по-
казывает, что при прочих равных условиях учет пространственного положения стержней
(γ 6= 0) приводит к уменьшению эффективной вязкости суспензии.
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