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�
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2���'��� $'�/��� �� $'�/���� $�'����%��� 2#������ ��'����.� ��� ��0� %��� ��$�#4�!�
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�8�8���9���0��8�8�:�������
��0��8�8�*������#

2���'�����'4������#�%�!8�?�������%���0�%���"�%����$������! �'������! �&33���
��+�������4����#�%��,������"����-�,�������'���'������'"�'�2��"�'������.�#��
��#�������!����2���#� �5'��"����#���#���-��0�"����'����2���#� �'�'�$���������
'�'�$����3��/������78���"�����0�$#.����"#��'��'�� " F�5�$���&��#�����.�/��""��
������ ��+$�� "���$�#4�!��� ��#4-���7� �� 2�#��� #���#���������� 2���'�� $'�/��

'������! � ��#�$�� ��"#�>>P� 5�� ��� �$��� ��� '�'���#.,���� ��� "���!(����#�##����
�����+������.���#�$���#4����$��/��"����� ����������������V70���#,%�,���
/������'�'��.��.���'�����'������'�.���������.�!����2���#.��������/��3��/������
″���)�����##��'�� � ��#�$″70� ������ #�#���� �� ������ #���#���������� 2���'�
$'�/��� ��#�$�� ��"#�>PE0� �� $#.� ��/��+�� "���� '� "�'#�$�����#4�!�� �2����������
$!����������.�!����2���#.����'������ ��"#�>>L8���2���'��$'�/�������'�#�$!���
��'.����������″$!��%�!�″�"��� 0���2���'��$'�/������ ≈ #������#�$!�″$!��%�!�″
��″&#�������!�″�"��� �"�%����$������!8�*�$�2�!��+����'��+$���.����,����'��
��$#.�$��/������"#��'��8�?��������#4������#4�.�������4����+�$���!�0�"�'��#4��
$�3����-�.��'��$��/�� ��2���#4��/�� 2���'�� "���"�����$�� �� #���#�������!�����
2���#.�����2����'#�%���$�#+������"��'������4'.�������!��"��.$���������������
������ ��� ���� '��!�� ″���#���"��� ″� �"��$�#.��'.� '���� �"�'������.�3���-� 
#���#4�!��'�'��.�� 8�	������2�����0���'����.���������+��'�4���'%����"�������
�������������������#�+���� ���$�#�0��2'�+$����������������"�����'��&#�������
����'�������%�'������/�����#������$�#4�!����#�$�����&�����#�%�������2����2�#4�
(� ��'����+��'��8�6'#���'"�#4�����4��$��������+��'�����"�'������.�#���#����
����!�� ��2���#� 0� ��+��� ��''������4� ���$��-��� ��������.� ���#�%�!�� '�'����

#.,���� 
�
� �� � �� �.$��� �$����"�!�� '��$����� � �#�� �'�������4� �����������'��0

��'"������$.���'.�������!��2���'��8���"�����0����2����'��������������!��2��
��'���"��'#�+�����'.�����4(�������#�%��!��������.$��� " #��������������″'����#��
��,���″�"�����'�"�#�+���#4�!�����%��� �$��″������.���″�����-���#4�!�0�"�%�
���"�#������'��'�����'��(���!��&#��������)$!��%�!����#�$��� 5�2�'#��#���!�
������#�/��$�!������2�+$���.��7�����+��.���#4�″$!��%�!�″���+3��/�����!�
������$� '��� 8

��������������� �!"���������$��

*��$#�/���! ������'���������)$�����%�'�� ����#���"��-�''����������#��
��#.���/��"�����'��&#�������������"#��'����'�����������(�������'��-�������/�
��������.�1��$��/������2���'�����/�&#�������!����#���!��3���-� C

Ψ� ��"�3;�, � �� � � Ψ��  �

��'������'�����'���$�#4,��� ���'�����(�� ��� �� /���#4�������'�'���!� �� �2!#

���2������$���%�'��C�����'������,� ��� ������%�'���������� ���.��&#�������! �/��
��#4�����������$�����3�/���-�����/��������$� '���.0���'�$��+���,�"�������
λ� �����,� %�'�40� ��$�#���,��,� $�''�"�-�,� &���/��� '� ��-�"����� �� ″��"#��� 
���������″0������! ���#,%����'�#4�����,��2�#�%����������������'��"����'��2��
$!���#���#.��� �'�'���!C

�� " ��� ,��λ < Ψ�〉 〈Ψ� <� ��

����.���'�4� ���#���-��� '�'��.��.0� �"�'!�����/�� $��������������0� �� ��+�
$! �������� �������� �� ��� ��$����/�� �������#�� ��� #� $�� �97;�� �� ���� �"��$�#.��'.
3����#� 

�������� � ��"�< 〈 Ψ= <3;�, � �� � � → � Ψ�〉 < �� �#�
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����� ����.� ���� '�'��.��.� $������ �� ��-�"����� ��$���#�'4� �$��$�����������
�!���3���-�.��0�3��/����!���'����� 5=�����#���������� ���!2����!��2����
'������ �"�'!��#�'4� ��2������ $������������0� �����!�0� ���� �� "��� ���#���� "��� 
"�����'��&#�������0���+���'�����'���'����#�%�!���������������&��/��"��-�''�8
�'��$����������!�2!#����''���������!���'������'�����'���'�#����'�.������$.�
���� �� ���� ������!�� ��0� #���#�������!�� ��� 3��/������� &#��������)
����'"����� � -�"�8� �����������!� �0� ���,���� �$������!�� ��'�#����'��� �'��
������!��$'�/� 5����#�%�,���'.� ��#4���"���'������� �'"���������2���#� ����
��!�!�� �2�#�%��70� 2!#�� ����'��!� �� �$����� ��"�� �� �� $#.� ��+$�/�� �� '�'%����!
'���!���$�

���� � � � �� �

� �

� � � �=
∈

∑ � ���

�� ��+$� � &#�������� � ���3�/���-�� � �� 2!#� '�����'��� �"��$�#���! � &��"� "���
-�''��"�����'��&#���������$�#4�����'"����� �-�"������→��→������→��→������

*���.���'%����40�%�������%�#4�! ����������������� " #��&#�������#���#����
�������$��������!���� " #� " F8���'�'�����0��������!�������%�'�� �"�����'�&#���
��������"���-�"���'���'����0�'���%��������������3���-�.�������2!����0��������
.���'�4� ����+$���.� &#�������� ��� ��-�"����� ����� '�������'.� ��#�%�� � ��� ��#.8
�#.� $����������!�� '�'���0� ��#,%�,���� ��#4��� '�'��.��.� $������ �� ��-�"����0
�� ��'��'����� ��''�.��.� ��2#,$���'.� '���'��$�#4��.� ����'���'�4� ����� �� �����

"��%��� �� ��+$! � ������� �������� '�������.� 3���-�.� ��� " ���� 	 ���� " ��

�� ���/��������!�� ��$�#.�� ����.���'�4� "��2!����.� "�����'���/�� &#�������
�����'����� $� �"�'!����'.� 2!'���� �'-�##���,�� �3���-�� ��$������� "�'��#4��
����	����	�$��"��� �%��� &��/�� ��#�$�� "����$��� �� ������� � ��$�#.-��� '���'��$
����������7�5��'8�G78

��������������0��������! ������$�'��/����"����/������������9:5���'#�+��
�$�� � ��� "�#���!�� '�������#4�!�� ���������'���� "��-�''�� "�����'�� &#�������0
������.� ��+��� 2!�4� �'"�#4������� $#.� �-����� "��������� &#�������� � '�.��
��
 " π���9:5�5��8�$�78������'%�����'#�$���0�%���'�����(������� , ��� " π��9:5��!"�#�
�.��'.�$�'����%�����%��8

��������9���'���'�������������$�����������������8�$87�$#.����"#��'�
�����������������������������

�	�52���'�$'�/���
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����������)$�����%�'�� ����#�����+���2!�4��!"�#��������$#.��$��#������
����!��'����-� �λ " >�5��''�.��.�&���/������70�������$#.���$�#� 0��%��!��,���
��''�.���8� �#.� '#�%�.�λ " >� ��'%��!� "����$�#�'4� "�� ����'��� � 3����#�0� "�����
$���� ������������53����#���������2����� �- ����*�'��#4���3���-�.������"�'!���
�������.���'�4�"��2!����.�'�'���!����$�������.������''���������!��'�'��.�� 
5$�����0���-�"������#����'����70�"���λ ≠ #���→∞�→#��%�������%����"����������
"��-�''�� "�����'�� &#�������� �'#�$'����� "�#�� � $�''�"�-��� &���/��� ����'"����
������%��!����!����.�������$��'��"����'��2�$!�5�������������#�2���.����������
$� '�����'�'�#4����� ��2�#�%�� 78��#.�'#�%�.�λ ≠ #����������� ����(�#�'4�"����
%�'#����/������/��������.8�
��'����!�'����'�������-���"�����'��&#���������"�
��$�#.#�'4� "�� 3����#�� ���� ���� "#���$�� "�$� ����� � ���� �� �������#�� ��� � " #

$����������/�� � " �97;��"����������������2������'.�����#4��#��'�������'.�"�'���
.��� � ��97;���� �� "�'#�$���� '#�%��� ���$�#�'4� "�"������ ��� &��� �'����%��,
��'�#����'�4!

���������"� � �� �

���

� � ��

�

�

�∫ − � ���

*��������λ����4�����#'.�'�-�#4,��"��$�#���.���+������2��λ " λ����"����������
�"��$�#.���.� 3����#� � ���� ���'������ '����'��� "�����'�� &#�������� ��� ���'��
��#4��� ��� '%��� �'�2�/�� '�����(���.� '����'�� � ��'�#���.� ��-�"������� ��''�.��.
&���/���'���/�8

�"��$,���(����������������� �!"���&������$���

�-.�/��0�10�0	�2��
��-2��2���#�$'�������+���2'�+$��(� '.�����'���'��
∆���� ��� �!2���� $'�/� .�#.��'.� ����'���'�4� ��� '"�'�2�� #���#���-��� ��2���#� 
���+������#�%��!� �9:55��8�$8� "  ��
 ���∆�� 5&�7C���2���'���$'�/�����$'�/��� &��
���������'������%��4�2#����0�����2���'��$'�/����� �9:5���'��#4����!(�0�"��%��
���#�%��� �����'����� '� ��'���� �8�*��� �'��� ���� ��� �'��� 2���'��� 5�� $�+�� �� 2���'�
$'�/���� "��'#�+�����'.� ��%��#���.� ���$��-�.� �� ����4(���,���
� 5���#�%���,
�9:5��'���'�����8���/#�'����������'�"���2����0�"������#�%�������''��.��.�����+�
$��$�����������-�"������"����������
�$�#+����2!���4�&�'"����-��#4���� - �!

��
�"��	
� 3;��,

β
�
��,��#��� ���

/$�� ��	
� � �� ���%����� ��
� $#.� ��''��.��.� 2#����/�� ��������� $������ �� ��-�"����

&#�������� �#�������2���� � - ��"����$��!�'#�$�,�������%���.�&�'"����-��#4��/�
"��������� β� $#.� ���"#��'��� ������������������������������

�	!� &�'"����
�����#4�!���-���������'��������������'�����������#����� �"�#�'!���&#�������
����'"��������β ∼ #���#����,�0���'%��!��� ���'�����(��� � ����β ∼ #���#�
��,��

��'%��!�����������$�8���'(�����!������$���,���#.�� 
 ����β ∼ #����,�8�*�#��
%���!����������%���.���
���#�$!��,�'.���������&�'"����-��#4�� �����'���'��
'�"����������β ∼ #��#�#�����,��5$#.�$'�/����$'�/����$'�/���������(��'�/#��
'�,���'.�'�#���������!���$���!��8

�$��#��������#4����'�/#�'�����+$������#4������0�"�#�%���!���'��'"�#4���
������� ��2����� $'�/���� $'�/���� $'�/����"����#.��� ��$�.�4'.0� %��� 2���'!���
�!2���!�$�'����%���"�#�!��0�%��2!������%���#4�� ���������"��'������4��(�2�
��0����'���,�#���#���-�� ���2���#� 8

���'���#4���� ���%����� 2!'���� �'-�##���,�� � 3���-��� �$�7� '�'���#.��
���#����$��#���.�&���'��$���#4'�����������0�%�����'�����! �#�/��$�"������������
"�'��$'���������%�'������"��-�''��6	8������'8��� ����2��+��!����2�#4(�����#�$!
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