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Рассмотрено горение гетерогенных смесей с зависимостью скорости реакции от температуры,
описываемой ступенчатой функцией. Предложена двумерная математическая модель процесса,
в которой, помимо прочих факторов, учитывается случайность распределения частиц топлива
по смеси и их неизотермичность. Методом численного моделирования проведено сравнительное
исследование концентрационного предела горения для двух типов гетерогенных систем, обла-
дающих одинаковой средней плотностью топлива: с равномерным распределением топлива по
всем частицам смеси и с его распределением по случайной выборке частиц. Показано, что с
возрастанием степени гетерогенности (уменьшением безразмерного коэффициента межчастич-
ного теплообмена Bi) концентрационный предел горения для систем обоих типов становится

значительно выше своего «термодинамического» значения, а верхней границей предела явля-
ется вдвое большая величина. Обнаружены различия значений концентрационного предела и

скорости горения для гетерогенных систем указанных типов. Продемонстрирована связь пре-
дела горения случайной системы с перколяционным фазовым переходом, который имеет место
в гетерогенной конденсированной смеси с редкими включениями топлива. Предложен аналити-
ческий подход для оценки пороговой концентрации топлива в таких системах, основанный на
задаче перколяции на случайных узлах.

Ключевые слова: гетерогенные конденсированные смеси, структурно-разупорядоченные си-
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ВВЕДЕНИЕ

При описании горения конденсированных

систем традиционно используется приближе-
ние сплошной среды, где полагается, что все
параметры системы являются непрерывными

функциями координат, а гетерогенность си-
стемы учитывается путем выбора кинетиче-
ских зависимостей специфического вида. Одна-
ко для гетерогенных систем, в которых мас-
штаб гетерогенности сравним с шириной зоны

горения, квазигомогенный подход не является
адекватным и возникает необходимость суще-
ственного пересмотра представлений о струк-
туре фронта горения и закономерностях его

распространения. Недостаточность квазигомо-
генного подхода, очевидная для макрогетеро-
генных систем, была также убедительно проде-
монстрирована и для микрогетерогенных сме-
сей, применяющихся в процессах самораспро-
страняющегося высокотемпературного синте-
за и подобных ему [1–4]. Проведенные в ука-
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занных работах экспериментальные исследова-
ния с пространственным разрешением в десят-
ки микрометров и временны́м в сотни микро-
секунд выявили нестационарный и неоднород-
ный характер горения таких систем (так на-
зываемые эстафетный или сцинтилляционный

режимы).
Можно ожидать также, что при ярко вы-

раженной гетерогенности системы, когда горе-
ние развивается на отдельных частицах и их

агломератах, важную роль будет играть слу-
чайность распределения частиц топлива по си-
стеме [5–7]. По-видимому, типичные для про-
цессов горения критические явления (тепловой
взрыв, зажигание, пределы горения) должны
быть особенно чувствительными к указанному

фактору.
Цель настоящего исследования — изуче-

ние влияния гетерогенности и пространствен-
ной разупорядоченности системы на характе-
ристики процесса горения и, в первую очередь,
на концентрационный предел.

В работе рассмотрена одна из наибо-
лее простых моделей гетерогенного горения, в
которой отсутствуют транспорт реагентов и
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конвективные эффекты. Гетерогенная система
представляет собой смесь частиц топлива и

инертного наполнителя, между которыми име-
ются тонкие газовые прослойки. Предполагает-
ся, что второй химический компонент (окисли-
тель), необходимый для сгорания топлива, все-
гда присутствует в избытке. Химическая кине-
тика горения описывается ступенчатой зависи-
мостью скорости реакции от температуры: ско-
рость реакции равна нулю при низкой темпера-
туре смеси и резко возрастает до постоянного

значения при достижении температуры иници-
ирования реакции θin. Эту температуру можно
рассматривать как температуру плавления од-
ного из конденсированных реагентов [1, 2, 8],
однако эндотермический эффект плавления ре-
агента в модели не учитывается, предполага-
ется, что он значительно меньше теплового эф-
фекта реакции.

Исследуемую модель следует рассматри-
вать как идеализацию, удобную для начально-
го анализа основных закономерностей горения

в гетерогенных средах. В значительной мере

подобные модели были использованы в работах

[2, 4].
Можно привести ряд примеров практиче-

ских систем, близких к рассматриваемой моде-
ли. В первую очередь, следует упомянуть силь-
норазбавленные механоактивированные смеси,
в которых реакционноспособная частица пред-
ставляет собой агломерат, состоящий из мно-
гих чередующихся слоев обоих реагирующих

компонентов (см. [9] и библиографию в ней).
Другая экспериментальная система, во многом
близкая рассматриваемой, была исследована в
работе [10], где изучалось горение смеси хло-
рата натрия NaClO3, катализатора, стимули-
рующего разложение NaClO3, и небольшой до-
бавки олова (1÷ 5 об. %). Сильноэкзотермиче-
ская реакция олова с малой долей кислорода,
выделяемого при разложении хлората натрия,
обеспечивает устойчивое сгорание заряда. Та-
кая система применяется для аварийной гене-
рации кислорода в космических аппаратах, са-
молетах, подводных лодках, угольных шахтах
и т. д. [11]. Несмотря на то, что полная анало-
гия между предлагаемой ниже моделью и этой

экспериментальной системой отсутствует, так
как модель не учитывает экзотермический эф-
фект разложения хлората натрия и конвектив-
ный перенос энергии и газообразного реагента,
можно говорить об их качественной близости.

Одним из наиболее важных параметров,

определяющих условия горения системы, яв-
ляется концентрация топлива в ней. В тех

случаях, когда скорость химических превра-
щений описывается аррениусовской зависимо-
стью, концентрационный предел горения мо-
жет возникнуть только при определенном

уровне теплопотерь. Для систем же, харак-
теризуемых ступенчатой зависимостью скоро-
сти химической реакции от температуры, кон-
центрационный предел горения возникает да-
же при адиабатической изоляции системы. Та-
кой предел, который можно назвать термоди-
намическим, существует уже в приближении
сплошной среды (см. работу [12] и библиогра-
фию в ней) и имеет простую интерпретацию:
топлива должно хватить как минимум для то-
го, чтобы прогреть всю систему до температу-
ры инициирования реакции. Однако, как будет
показано ниже, учет гетерогенности и факто-
ра случайности в распределении частиц топ-
лива по пространству существенно изменяет

указанный предел. В работе также показано,
что концентрационный предел горения гетеро-
генных конденсированных смесей (ГКС) непо-
средственно связан с существованием в разупо-
рядоченных системах геометрического (перко-
ляционного) фазового перехода и что горение
ГКС с редкими включениями топлива может

быть описано в рамках задачи о перколяции на

случайных узлах.

МОДУЛЬ ГОРЕНИЯ ГКС

Рассмотрим следующую двумерную мо-
дель ГКС (рис. 1). Базовым элементом явля-
ется элементарная ячейка, которая включает в
себя как твердую фазу (эффективную части-
цу), так и химически инертные газовые про-
слойки. Все ячейки системы обладают одина-
ковыми физическими (теплопроводность, плот-
ность и т. д.) и геометрическими (форма, раз-
мер) свойствами и различаются только началь-
ным химическим составом твердой фазы: ча-
стица содержит либо топливо, либо инертный
компонент. При этом предполагается, что при-
сутствие топлива в ячейке означает наличие в

ней всех необходимых для реакции конденси-
рованных компонентов. В процессе реагирова-
ния ячеек, содержащих топливо, изменяется их
локальный химический состав, который харак-
теризуется степенью конверсии η. В качестве

модели химической кинетики, как отмечалось
во введении, используется ступенчатая зависи-
мость скорости химической реакции от темпе-
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Рис. 1. Геометрическая схема двумерной гете-
рогенной реакционной среды:
1 — элементарная ячейка, 2 — горючие частицы

(темные клетки), 3 — инертные частицы (светлые
клетки), 4 — газовые прослойки

ратуры. Отметим, что в предлагаемой модели
не учитываются эффекты, связанные с расте-
канием расплавленных компонентов, а также
полагается, что внешние теплопотери отсут-
ствуют.

В предлагаемой модели уравнения тепло-
проводности и химической кинетики имеют

следующий вид:

ρcp
∂Tij

∂t
= λs

(∂2Tij

∂x2
+
∂2Tij

∂y2

)
+

+ pijρQW (Tij , ηij), (1)

dηij
dt

= W (Tij , ηij) (для частиц с pij 6= 0), (2)

W (T, η) =
1
τr
H(T − Tin)H(1− η). (3)

Здесь Tij и ηij — температура и степень кон-
версии в частице ячейки, i и j — порядковые

номера частиц по осям X и Y соответствен-
но, i = 1, . . . , L, j = 1, . . . , L, L — размер мо-
делируемой системы; ρ, cp, λs — плотность,
теплоемкость и теплопроводность частиц со-
ответственно; pij — относительная массовая

концентрация топлива в частице; Q — удель-
ная теплота сгорания топлива; τr — характер-
ное время реакции; H(x) — функция Хэвисай-

да; Tin — температура инициирования реак-
ции. В работе исследованы системы, соответ-
ствующие двум способам распределения топ-
лива по частицам (ячейкам). К первому ти-
пу относятся системы (называемые далее регу-
лярными), в которых топливо равномерно рас-
пределено по всем частицам. Для таких систем
начальная концентрация топлива в каждой ча-
стице pij = 〈pij〉 = p, где p — заданное сред-
нее значение концентрации топлива в системе

(0 6 pij 6 1). В системах второго типа (слу-
чайные или разупорядоченные системы) топли-
во распределено по случайной выборке частиц,
для которых его концентрация pij принимает
значение 1, а в остальных частицах pij = 0,
так что 〈pij〉 = p. Для систем обоих типов сте-
пень конверсии ηij частицы, содержащей топ-
ливо, определена как доля сгоревшего топлива
по отношению к его первоначальному количе-
ству, содержавшемуся в данной частице.

После обезразмеривания система (1)–(3)
приобретает вид:

∂θij
∂τ

= S
(∂2θij

∂ξ2
+
∂2θij

∂ψ2

)
+ pijΦ(θij , ηij), (4)

dηij
dτ

= Φ(θij , ηij) (для частиц с pij 6= 0), (5)

Φ(θ, η) = H(θ − θin)H(1− η). (6)

Здесь θ = (T − T0)/∆Tad — безразмерная тем-
пература, T0 — начальная температура систе-
мы, ∆Tad = Q/cp — адиабатический разогрев

частицы в результате сгорания содержащего-
ся в ней топлива (с концентрацией pij = 1);
S = x2

r/d
2 — безразмерная температуропро-

водность, xr =
√
λstr/ρcp — масштаб зоны

реакции, d — размер частицы; ξ = x/d, ψ =
y/d — безразмерные пространственные коор-
динаты; τ = t/τr — безразмерное время. Отме-
тим, что при таком способе обезразмеривания
величина θ может изменяться в пределах 0÷ 1,
а размер частицы принят равным 1.

Тепловые потоки на каждой из четырех

границ ячейки определяются разностью темпе-
ратур и критерием Био:

Bi(θij |l − θi−1,j |r) = −
∂θij
∂ξ

∣∣∣
l
, (7)

Bi(θi+1,j |l − θij |r) =
∂θij
∂ξ

∣∣∣
l
, (8)
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Bi(θij |d − θi,j−1|u) = −
∂θij
∂ψ

∣∣∣
d
, (9)

Bi(θi,j+1|d − θij |u) =
∂θij
∂ψ

∣∣∣
d
, (10)

где индексы l, r и u, d соответствуют левой,
правой и верхней, нижней границам ячейки. В
данном случае критерий Био имеет вид Bi =
αeffd/λs, где αeff — эффективный коэффи-
циент теплообмена между частицами. Как от-
мечалось выше, каждая элементарная ячейка
рассматривается не как точка, а как объект
с внутренним распределением температуры и

степени конверсии (см. также [8]). Перенос теп-
ла внутри частицы определяется кондуктив-
ным механизмом с некоторым коэффициентом

теплопроводности. Оценки показали, что лучи-
стый теплообмен между частицами размером

порядка 100 мкм пренебрежимо мал по срав-
нению с теплопроводностью по межчастичным

контактам и газовым прослойкам. Два послед-
них механизма переноса тепла между части-
цами включены в эффективный коэффициент

теплообмена αeff .
Значение Bi было оценено в предположе-

нии, что размер частиц смеси находится в ин-
тервале d ≈ 100 ÷ 300 мкм. В соответствии с
работой [13] относительная эффективная тол-
щина газовых прослоек между сферическими

частицами δ/d не зависит от размера частиц и
составляет 0,03÷ 0,06. Основная цель введения
в модель инертных газовых прослоек состоит в

учете теплового сопротивления между соседни-
ми частицами системы. Тот факт, что относи-
тельная толщина этих прослоек мала [13], поз-
воляет учесть их существование посредством

граничных условий теплообмена для отдельной

частицы, но при численном моделировании да-
ет возможность полагать, что толщина этих
прослоек равна нулю. Тогда получаем оценку:
Bi = αeffd/λs ≈ λgd/λsδ ≈ 0,1, здесь λg —
теплопроводность газа. В работе исследовались
системы с Bi = 0,1 ÷ 0,5, S = 0,1 ÷ 0,5. Такой
выбор связан с тем, что при S & 1 в системе
реализуется гомогенный режим горения, а при
S . 0,01 не возникает каких-либо качественно
новых явлений по сравнению с используемым

диапазоном значений 0,1÷ 0,5.
На верхней, нижней и правой границах си-

стемы задавались адиабатические граничные

условия. Инициирование горения осуществля-
лось путем задания достаточно высокой темпе-
ратуры поджига на левой границе системы:

θ1j |ξ=0 = θign = 0,5. (11)

После завершения поджига, а именно после сго-
рания нескольких первых слоев, условие (11)
заменялось адиабатическим:

∂θ1j

∂ξ

∣∣∣
ξ=0

= 0. (12)

Начальное условие для степени конверсии име-
ет следующий вид:

η|τ=0 = 0. (13)

Система безразмерных уравнений (4)–(13)
решалась численно, при этом использовалась

равномерная сетка с 49 узлами (7× 7) на одну
ячейку.Моделируемая область содержала 2 500
ячеек, т. е. размер системы составлял L = 50.
Температура внутри каждой частицы рассчи-
тывалась по явной конечно-разностной схеме, а
температуры на границах частиц— по неявной

схеме, чтобы избежать нефизических осцилля-
ций. Случайное распределение топлива по ча-
стицам осуществлялось с помощью следующе-
го алгоритма: а) для каждой ячейки генери-
ровалось псевдослучайное число ζ, равномерно
распределенное в интервале [0, 1]; б) если вы-
полнялось условие ζ 6 p, то полагалось, что ча-
стица полностью состоит из топлива (pij = 1),
в противном случае (ζ > p) частица счита-
лась инертной (pij = 0). Такой алгоритм поз-
волил обеспечить, с одной стороны, абсолют-
ную хаотичность распределения частиц топли-
ва по системе, а с другой — выполнение усло-
вия 〈pij〉 = p. Для систем со случайным рас-
пределением топлива для заданного набора па-
раметров (S,Bi, θin, p) генерировалось 100÷200
образцов, для каждого из которых решалась си-
стема уравнений (4)–(13). После этого находи-
лись средние параметры процесса, которые для
ряда случаев сопоставлялись с результатами,
полученными для систем с равномерным рас-
пределением топлива с тем же набором пара-
метров.

ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ:
РЕГУЛЯРНЫЕ СИСТЕМЫ

Рассмотрим вначале случай горения гете-
рогенной системы с равномерным распределе-
нием топлива и далее будем использовать его

как «фон» для демонстрации роли случайно-
го распределения. Реперной точкой для тако-
го рассмотрения может служить известный ре-
зультат, полученный для гомогенных систем
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со ступенчатой кинетикой [14]: концентраци-
онный предел горения для таких систем равен

температуре инициирования реакции (в безраз-
мерных переменных):

pcr = θin. (14)

Этот результат отражает почти очевидный

факт: для распространения волны экзотерми-
ческой реакции по гомогенной системе с рас-
сматриваемой кинетикой необходимо такое со-
держание топлива, сгорание которого обеспе-
чит прогрев системы как минимум до темпе-
ратуры инициирования реакции.

Гомогенная модель не учитывает тепло-
вых сопротивлений, возникающих в местах

контактов частиц, и поэтому не отражает важ-
ного свойства гетерогенных систем. Роль, ко-
торую играют границы частиц в процессе горе-
ния, можно понять, анализируя описанную вы-
ше модель гетерогенной смеси с равномерным

распределением топлива.
Хорошо известно, что если привести в

соприкосновение два полубесконечных тела с

одинаковыми теплофизическими свойствами,
температура которых в начальный момент

равна T1 и T2 (T1 > T2), то температура любой
точки более холодного тела в процессе теплооб-
мена не превысит значения (T1 +T2)/2 [15], ко-
торое является равновесной температурой си-
стемы двух тел. Для исследуемой проблемы
данное рассуждение имеет важное следствие.
Предположим, что в рассматриваемой гетеро-
генной модели реагирующая частица в резуль-
тате химической реакции прогрелась до тем-
пературы θmax = p. Пусть сгоревшая части-
ца находится в контакте с непрореагировавшей

частицей топлива, температура которой в на-
чальный момент θ0 = 0. Тогда первая частица
сможет прогреть вторую только до температу-
ры θ = (θmax + θ0)/2 = p/2. Реакция во вто-
рой частице начнется в том случае, если дан-
ная температура будет больше температуры

инициирования реакции θin (согласно исполь-
зуемой модели химической кинетики). Таким
образом, для гетерогенной модели конденсиро-
ванной среды с равномерным распределением

топлива по всем частицам получаем следую-
щее предельное соотношение между критиче-
ской концентрацией топлива в частицах и тем-
пературой инициирования реакции:

pcr = 2 θin. (15)

Рис. 2. Зависимость критической концентра-
ции топлива от интенсивности межчастичного

теплообмена (критерия Bi) в регулярной гете-
рогенной системе для различных параметров

S при θin = 0,3

Соотношение (15) было сопоставлено с ре-
зультатами численного моделирования для ге-
терогенной системы с равномерным распреде-
лением топлива. Критические значения кон-
центрации топлива, полученные в результате
этого моделирования для θin = 0,30, представ-
лены на рис. 2. Как видно, при S → 0 (уз-
кие зоны реакции) и Bi → 0 (слабый тепло-
обмен между частицами) критическая концен-
трация стремится к определяемой по соотно-
шению (15), если же межчастичный теплооб-
мен очень интенсивен (Bi � 1), т. е. гетероген-
ность системы не играет существенной роли,
то критическая концентрация топлива опреде-
ляется соотношением (14), полученным в при-
ближении сплошной среды. Для промежуточ-
ных значений S, при которых размер зоны го-
рения сопоставим с размером частицы, поведе-
ние системы более сложное, а зависимость кри-
тической концентрации от интенсивности меж-
частичного теплообмена имеет экстремум (см.
рис. 2). Это связано с тем, что для таких значе-
ний параметра S в рассмотренной модели про-
исходит переход от «эстафетного» режима го-
рения [16] к фронтальному, и поэтому в процесс
зажигания несгоревшей частицы вовлечена не

одна, а несколько соседних с ней частиц [8].Как
отмечается в [8], в этой области значений S су-
ществует максимум скорости распространения
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волны горения по регулярной гетерогенной си-
стеме. Вследствие быстрого распространения
волны горения по предшествующим частицам

новая частица перед фронтом не успевает за-
метно прогреться, что приближает процесс за-
жигания новой частицы к рассмотренной вы-
ше идеализированной задаче о зажигании в ре-
зультате мгновенного теплового контакта двух

одинаковых тел, которой соответствует усло-
вие (15). Фазы быстрого распространения вол-
ны горения по частицам, в свою очередь, свя-
заны с их предварительным прогревом в пе-
риоды депрессии волны горения. Эти эффекты
достаточно сложны и заслуживают отдельно-
го рассмотрения, выходящего за рамки насто-
ящей работы.

Таким образом, продемонстрировано, что
учет гетерогенности системы приводит к су-
щественному увеличению концентрационного

предела горения по сравнению с моделью

сплошной среды.
Для параметров Bi = 0,5 и S = 0,1, ко-

торые использовались в большей части наших

численных экспериментов со случайными си-
стемами, было получено следующее соотноше-
ние (для θin 6 0,10):

pcr ≈ 1,934 θin. (16)

Этот результат будет использован ниже

для демонстрации различий, возникающих при
учете случайности в распределении топлива по

системе.

ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ:
РАЗУПОРЯДОЧЕННЫЕ СИСТЕМЫ

Результаты моделирования горения слу-
чайной гетерогенной системы в области ма-
лых концентраций топлива и низких темпера-
тур инициирования реакции указывают на су-
ществование концентрационного предела горе-
ния в адиабатическом случае и для случайной

системы. Рис. 3 иллюстрирует критическое по-
ведение средней степени конверсии при изме-
нении концентрации топлива в системе. Раз-
мер моделируемой системы 50× 50 ячеек. При
его увеличении наблюдается более резкий пере-
ход от смесей, которые практически не горят
в данных условиях, к полностью сгорающим

смесям. В пределе бесконечно большой систе-
мы будет иметь место пороговый переход. Для
определения пороговой концентрации в систе-
ме конечного размера данные численного экс-
перимента аппроксимировались зависимостью

Рис. 3. Зависимость средней степени конвер-
сии от концентрации горючих частиц в разу-
порядоченной системе (1) (2 — среднеквадра-
тичное отклонение)

η(p) = A + (B − A)/(1 + exp[(p − p0)/∆p]), где
A, B, p0, ∆p — параметры аппроксимирую-
щей функции. Точка перегиба этой функции,
совпадающая с параметром p0, отождествля-
лась с пороговой концентрацией pcr. Так, на-
пример, для θin = 0,025 и 0,050 получены зна-
чения pcr = 0,042 и 0,081 соответственно. В
то же время соотношение (16) дает для этих
температур значения pcr = 0,048 и 0,097 со-
ответственно. Налицо существенное отличие,
обусловленное учетом случайности в распре-
делении топлива. Отметим, что обсуждавшей-
ся выше системе NaClO3 + Sn соответствует

параметр θin ≈ 0,02 (cp = 52,7 Дж/(моль·K),
Q = 580,8 Дж/моль, Tmelt,Sn = 231,9 ◦C).

Важно также то обстоятельство, что в

окрестности пороговой концентрации (верти-
кальная штриховая линия на рис. 3) сильно
возрастают флуктуации средней степени кон-
версии (приблизительно на два порядка в дан-
ном эксперименте). Это прямо указывает на
наличие в системе фазового перехода. Как из-
вестно, в окрестности точки фазового перехода
резко возрастают флуктуации параметра по-
рядка [17]. В рассматриваемой проблеме та-
ковым является средняя степень конверсии го-
рючих частиц, причем упорядоченному состо-
янию системы соответствует полное сгорание

частиц (η → 1), а неупорядоченному — невоз-
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Рис. 4. Зависимость критической концентра-
ции горючих частиц от температуры иниции-
рования реакции:
1 — критическая концентрация для гетерогенной

системы с равномерным распределением топли-
ва согласно уравнению (15); 2 — численное моде-
лирование для регулярной гетерогенной системы

(S = 0,1, Bi = 0,5); 3 — численное моделирова-
ние для случайной гетерогенной системы с теми

же параметрами S и Bi; 4 — приближение теории

перколяции

можность распространения горения по системе

(η → 0). Ниже будет показано, что в данном
случае мы имеем дело с геометрическим фа-
зовым (перколяционным) переходом. Физиче-
ская интерпретация этого явления такова: при
заданных теплофизических свойствах системы

ее внутренняя организация может либо способ-
ствовать распространению горения, либо пре-
пятствовать ему.

Зависимость критической концентрации

топлива от температуры θin для рассматривае-
мой случайной гетерогенной конденсированной

системы с параметрами S = 0,1, Bi = 0,5 пред-
ставлена на рис. 4. При помощи линейной ап-
проксимации данных численного эксперимента

для этого случая получено следующее соотно-
шение (для θin 6 0,10):

pcr ≈ 1,630 θin. (17)

Как видно, учет случайности в распределе-
нии частиц топлива по пространству приво-
дит к значительному увеличению области кон-
центраций, в которой может гореть система со
ступенчатой химической кинетикой, по срав-

Рис. 5. Зависимость средней скорости распро-
странения волны горения от концентрации горю-
чих частиц:
штриховая линия — критическая концентрация для

разупорядоченных систем

нению со случаем равномерного распределения

топлива (уравнение (16)).
Необходимо отметить, что сдвиг концен-

трационного предела горения в структурно-
разупорядоченной системе — это не единствен-
ное проявление ее случайной структуры.Не ме-
нее важным обстоятельством является непол-
ное сгорание топлива в системе (η < 1) при
определенных условиях. Так, в системе с рав-
номерным распределением топлива оно сгорает

полностью при p > pcr (η = 1) и не горит во-
обще, если p < pcr (η = 0). В случайной систе-
ме, как отмечалось выше, имеет место перко-
ляционный фазовый переход. В силу конечного
размера системы переход оказывается размы-
тым, поэтому в окрестности критической точ-
ки сгорание топлива неполное, что и отражено
на рис. 3.

Определение скорости волны горения для

гетерогенной системы, и особенно для разу-
порядоченной, наталкивается на значительные
трудности, прежде всего из-за неоднозначности
этой процедуры. В ряде случаев волна горе-
ния не достигает правой границы системы, по-
этому среднюю скорость горения нельзя опре-
делить как отношение размера всей системы

ко времени ее сгорания. Однако скорость рас-
пространения процесса может быть определена



48 Физика горения и взрыва, 2004, т. 40, N-◦ 4

как отношение расстояния от левой границы

системы до последнего слоя, в котором сгоре-
ла хотя бы одна частица, ко времени полно-
го погасания. При этом под временем полно-
го погасания понимается интервал от момента

зажигания системы до момента, когда макси-
мальная температура в ней становится мень-
ше, чем температура инициирования реакции,
либо когда средняя безразмерная скорость ре-
акции по системе меньше 10−6. На рис. 5 пред-
ставлена зависимость определенной таким об-
разом средней скорости распространения горе-
ния по системе от концентрации горючих ча-
стиц для двух различных температур иниции-
рования реакции. На рисунке совмещены кри-
тические концентрации, полученные из анали-
за средней степени конверсии для этих слу-
чаев. Видно, что при концентрациях ниже точ-
ки фазового перехода система ведет себя так,
что горение распространяется по ней с малой

скоростью, которая практически не зависит от
температуры инициирования реакции. Факти-
чески при этом сгорает только несколько пер-
вых слоев частиц. При значениях концентра-
ции выше пороговой скорость волны начина-
ет резко увеличиваться, причем темпы ее ро-
ста зависят от параметров системы. На дан-
ном рисунке скорости волны горения для ра-
зупорядоченной системы сопоставлены со ско-
ростями для регулярной системы, которые вы-
числялись по такому же алгоритму. Следует
отметить, что в регулярной системе средняя
скорость распространения горения значитель-
но выше, чем в разупорядоченной. Это свиде-
тельствует о существенных различиях дина-
мики горения в случайных и регулярных си-
стемах.

В численном эксперименте было исследо-
вано также влияние параметров θign, S и Bi на
процесс горения. Для выявления роли темпера-
туры поджига θign проведено численное моде-
лирование для системы c параметрами θin =
0,05, S = 0,1, Bi = 0,5. В одном случае зада-
валось θign = 0,5, в другом — θign = 1. Для
этих двух случаев получены критические кон-
центрации топлива pcr = 0,081 и 0,076 соответ-
ственно. Таким образом, при увеличении θign
в два раза критическая концентрация топли-
ва при заданных параметрах уменьшилась на

0,005.
Физическая интерпретация этого резуль-

тата следующая. При используемом способе

инициирования реакции в систему поступает

S
pcr при Bi

0,05 0,1 0,5

0,1 0,182 0,169 0,163

0,5 — 0,166 0,156

некоторое количество тепла, пропорциональ-
ное θign. Если при малых значениях θign этим

теплом можно пренебречь, то при больших зна-
чениях θign поступившее в систему тепло при-
водит к увеличению ее теплосодержания и, со-
ответственно, к эффективному увеличению на-
чальной температуры. Это, в свою очередь,
приводит к эффективному уменьшению безраз-
мерной температуры инициирования реакции

θin и, следовательно, критической концентра-
ции топлива.

Критические концентрации топлива в ра-
зупорядоченной системе для различных пара-
метров S и Bi при θin = 0,10 и θign = 0,5
представлены в таблице. Из таблицы видно,
что в рассмотренной области значений пара-
метр S слабо влияет на критическую концен-
трацию: его увеличение в пять раз приводит
к изменению пороговой концентрации всего на

0,3 ÷ 0,6 %. Что касается параметра Bi, то
при его уменьшении критическая концентра-
ция стремится к пределу для гетерогенной си-
стемы (уравнение (15)).

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОРОГОВОЙ КОНЦЕНТРАЦИИ
ТОПЛИВА НА ОСНОВЕ ТЕОРИИ

ПЕРЕКОЛЯЦИИ НА СЛУЧАЙНЫХ УЗЛАХ

Наряду с прямым численным моделирова-
нием рассматриваемого явления можно полу-
чить оценку пороговой концентрации топлива

на основе задачи перколяции на случайных уз-
лах. Приведем кратко формулировку этой за-
дачи.

Пусть имеется система точек, хаотично
распределенных в пространстве с числовой

концентрацией n. Две точки считаются связан-
ными друг с другом, если расстояние между
ними не превышает R. Данное условие про-
дуцирует разделение системы точек на кла-
стеры, т. е. связные совокупности точек. Ес-
ли два узла связаны непосредственно или с по-
мощью попарно связанных узлов, то они при-
надлежат одному кластеру. Если концентрация
n или расстояние R малы, размеры кластеров
ограничены и они занимают лишь небольшую
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Рис. 6. Пример перколяции на охватывающих
окружностях:
связанные узлы соединены прямыми линиями

долю пространства. В то же время при боль-
ших значениях n и (или) R все пространство

будет занято одним большим кластером, ко-
торый называют перколяционным. Необходимо
найти минимальные значения параметров n и
R, при которых в системе впервые появляет-
ся перколяционный кластер, т. е. происходит
геометрический фазовый переход. Геометриче-
ская интерпретация данной задачи следующая:
при заданном n требуется найти наименьшее
значение R = Rc, при котором существует бес-
конечная цепочка узлов, где каждый последу-
ющий узел лежит внутри окружности, постро-
енной вокруг предыдущего. Отметим, что дан-
ную задачу принято называть перколяцией на

охватывающих окружностях (рис. 6).
Из теории размерностей следует, что все

безразмерные характеристики такой систе-
мы определяются единственным безразмерным

комплексом α = πR2n (для двумерного слу-
чая), число π добавлено для удобства. Дан-
ный комплекс связан с долей занятого окружно-
стями (сферами для трехмерного случая) про-
странства ϕ следующим соотношением [18]:

ϕ = 1− exp(−α). (18)

Параметр ϕ в пороге перколяции является
приближенным инвариантом. Он зависит толь-
ко от размерности пространства и не зависит

от локальных свойств системы. Наиболее точ-
ный из известных результатов его вычисления

для двумерных систем [19] ϕc = 0,676339 ±
0,000004 и, соответственно, αc ≈ 1,128.

Лежащий в основе распространения волны

горения в случайной среде процесс зажигания

одной частицы топлива такой же соседней ча-
стицей может быть описан в терминах сфор-

Рис. 7. Эволюция положения изотерм, соот-
ветствующих различным температурам зажи-
гания (θ(1)in > θ

(2)
in > θ

(3)
in )

мулированной перколяционной задачи. В связи
с этим рассмотрим простую модель, в которой
распространение тепла происходит в гомоген-
ной среде, характеризуемой эффективной без-
размерной теплопроводностью S. Пусть в мо-
мент времени τ = 0 в точке r = 0 мгновенно вы-
деляется количество теплоты Q = 1 (в безраз-
мерных переменных), что в гетерогенной моде-
ли соответствует теплоте, выделяющейся при
сгорании частицы топлива с pij = 1. Необходи-
мо найти размер области, которая сможет при
этом прогреться до температуры θ > θin. Теп-
лофизические свойства среды считаются посто-
янными. Обезразмеренное уравнение теплопро-
водности для этой задачи имеет вид

∂θ(r, τ)
∂τ

= S
1
r

∂

∂r

(
r
∂θ

∂r

)
. (19)

Решение уравнения (19) в случае начального
источника в виде δ-функции следующее:

θ(r, τ) =
1

4πSτ
exp

(
− r2

4Sτ

)
. (20)

Из условия, определяющего границу области
зажигания θ(r, τ) = θin, находим

r(θin, τ) =
√
−4Sτ ln(4πSτθin). (21)

Максимальный размер области, прогретой до
температуры, превосходящей θin, определяет-
ся экстремумом функции r(θin, τ) по временно́й
переменной (рис. 7). Тогда из (21) имеем
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Rmax = 1/
√
πeθin. (22)

Отметим, что выражение (22) получено
для модели, в которой среда гомогенна в теп-
лофизическом отношении (Bi � 1). Независи-
мость Rmax от S в рассматриваемом случае

является следствием сохранения энергии в си-
стеме, а значение параметра S влияет только
на время, за которое происходит прогревание
рассматриваемой области. В силу вышесказан-
ного результаты последующего рассмотрения

с использованием выражения (22) справедли-
вы только для гомогенных в тепловом отноше-
нии систем. Поэтому корректным будет их со-
поставление с результатами численного моде-
лирования для гетерогенных систем в пределе

больших значений Bi.
Теперь процесс распространения горения

в случайной системе с редкими включениями

горючих компонентов можно описать следую-
щим образом. Пусть горение инициировано в
одной частице топлива. Сгорев, эта частица
прогреет некоторую область радиусом Rmax
до температуры, большей температуры ини-
циирования θin. Если в этой области окажет-
ся хотя бы одна непрореагировавшая частица

топлива, то в ней также инициируется реак-
ция и она, в свою очередь, прогревает новую
область. Таким способом горение распростра-
няется по образцу. Видно, что при такой фор-
мулировке данная задача эквивалентна задаче

о перколяции на охватывающих окружностях

(см. рис. 6). Горение будет распространяться
по всему образцу, если в нем существует пер-
коляционный кластер из описанных вокруг ча-
стиц топлива окружностей радиусом Rmax. То-
гда из (18) можно оценить числовую концен-
трацию частиц топлива, при которой образу-
ется перколяционный кластер и, соответствен-
но, возможно распространение горения по си-
стеме:

ncr ≈ −
ln(1− ϕc)
πR2

max
≈ 3,06 θin. (23)

В действительности соотношение (23) —
это лишь верхняя оценка порога для рассмат-
риваемой задачи горения. Дело в том, что в мо-
мент инициирования реакции в очередной ча-
стице часть пространства вокруг нее уже про-
грета до достаточно высокой температуры, по-
этому данная частица сможет прогреть до тем-
пературы θin уже несколько большую область,
чем окружность радиусом Rmax, о которой шла

Рис. 8. Конгломераты частиц, использованные
при оценке пороговой концентрации для процесса

горения в гетерогенной конденсированной системе

речь выше. Особенно заметно это проявится в
тех местах системы, где присутствуют конгло-
мераты из нескольких частиц. Это обстоятель-
ство приведет к снижению пороговой концен-
трации для исследуемой задачи по сравнению

с оценкой (23).
Необходимо сделать следующее пояснение.

С одной стороны, используемая в этой рабо-
те модель ГКС фактически является решеточ-
ной, поскольку все частицы расположены в уз-
лах квадратной решетки. С другой стороны,
процесс распространения горения по системе

с редкими включениями топлива сформулиро-
ван выше в терминах перколяции на случай-
ных узлах, которые могут быть расположены
в пространстве произвольным образом. Такой
подход можно использовать при исследовании

решеточных задач, если параметр R гораздо

больше расстояния между соседними узлами

решетки или, что эквивалентно, если площадь
окружности гораздо больше площади конгло-
мерата, находящегося в центре этой окружно-
сти [20]. Поэтому схема дальнейших вычисле-
ний следующая. Для оценки пороговой концен-
трации будет использовано критическое значе-
ние комплекса αc задачи на случайных узлах.
Но в силу того, что в системе присутствуют
конгломераты из разного числа частиц, зада-
чу перколяции на случайных узлах необходимо

рассматривать с учетом распределения охва-
тывающих окружностей по радиусам, а выра-
жение для комплекса α должно быть обобщено
соответствующим образом. При этом для вы-
числения концентраций конгломератов с раз-
личной пространственной конфигурацией бу-
дет использована решеточная модель.

Рассмотрим приближение, которое поз-
волит нам учесть влияние конгломератов из

нескольких частиц. Комплекс α для перколя-
ционной задачи, в которой окружности имеют
распределение по радиусам (а не один фикси-
рованный размер), определяется осреднением
с помощью функции распределения [21]: α =∫
πR2n(R)dR (отметим, что в рассматривае-

мой проблеме n ≡ p). Центры окружностей
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при этом равномерно, но хаотично распределе-
ны по плоскости, а n(R)dRdA — вероятность

того, что центр некоторой окружности нахо-
дится внутри малой области dA, а радиус са-
мой окружности лежит в интервале (R,R +
dR). Аналогичное соотношение можно исполь-
зовать и в том случае, когда перекрываются
не окружности, а более сложные геометриче-
ские фигуры. Критическое значение комплекса
при этом не изменяется (если только площади
областей не отличаются на порядки). В нашем
случае имеется дискретный набор перекрываю-
щихся областей, поэтому комплекс принимает
вид α =

∑
k ωkΩk. Здесь Ωk — площадь обла-

сти, которую k-я комбинация частиц (конгло-
мерат) может прогреть до температуры зажи-
гания, ωk — вероятность появления k-й комби-
нации частиц. На рис. 8 представлены конгло-
мераты из двух частиц, которые будут приня-
ты во внимание. Так, например, вероятность
ω3 появления конгломерата 3 (рис. 8) равна
2p2, где 2 — число различных пространствен-
ных ориентаций в расположении двух частиц

таким способом на квадратной решетке, p2 —
вероятность того, что две частицы являются

горючими.
Рассмотрим решение уравнения (19) при

условии, что в начальный момент времени вы-
деляется количество тепла, равное mQ (т. е.
сгорает не одна, а m частиц). Можно показать,
что максимальный радиус области, прогретой
до температуры θin, будет определяться как

Rmax(θin,m) =
√
m/πeθin. (24)

При этом считается, что все m частиц распо-
ложены в одной точке. Это соответствует об-
суждавшемуся выше условию корректности ис-
пользования аппарата перколяционных задач

на случайных узлах в решеточных задачах. С
учетом того, что в безразмерных переменных
площадь одной частицы равна единице, и при-
нимая во внимание (24), это условие можно за-
писать в виде πR2

max(θin,m) � m, откуда сле-
дует

θin � 1/e ≈ 0,367. (25)

При таких температурах инициирования будут

справедливы представленные ниже аналитиче-
ские оценки пороговых концентраций топлива

в системе.
Таким образом, для нахождения указан-

ных концентраций необходимо решить алгеб-
раическое уравнение

αc =
∑
k

ωk(p)Ωk(θin), (26)

которое в данном случае удобно представить в

виде

αc =
2∑

m=1

[
πR2

max(θin,m)
∑
k

ωk(p,m)
]
. (27)

Здесь площадь области инициирования

πR2
max(θin,m) вынесена из-под знака суммы,

поскольку полагается, что всем конгломера-
там с одинаковым числом частиц, но с разной
конфигурацией соответствует один и тот же

радиус Rmax(θin,m). Число пространственных
ориентаций для конгломератов 1, 2, 3, 4, 5 (см.
рис. 8) равно 1, 2, 2, 2, 4 соответственно. Здесь
необходимо отметить одно обстоятельство,
связанное с вычислением

∑
k ωk, которое

проиллюстрируем примером. В конгломерате

5 одна частица не может зажечь другую уже

при θin > 0,05, поэтому его не надо включать
в указанную сумму при таких и бо́льших

температурах инициирования. Это означает,
что всегда требуется выполнение следующего

условия: если конгломерат из m частиц со-
стоит из двух пространственно разделенных

частей из m1 и m2 частиц ( m1 + m2 = m,
m1 > m2), то расстояние l между этими ча-
стями должно быть l < Rmax(θin,m1). Тогда
из (27) с учетом (24) имеем:

θin = 0,025: p+ 20 p2 − αc e θin = 0, (28)

θin = 0,05: p+ 12 p2 − αc e θin = 0, (29)

θin = 0,10: p+ 8 p2 − αc e θin = 0, (30)

θin = 0,25: p+ 4 p2 − αc e θin = 0. (31)

Корни этих уравнений на отрезке [0, 1] явля-
ются оценкой пороговой концентрации топли-
ва для соответствующих температур иниции-
рования. На рис. 4 данные аналитические оцен-
ки сопоставлены с результатами прямого чис-
ленного моделирования. Как указывалось вы-
ше (при обсуждении формулы (22)), возмож-
ность такого сопоставления обеспечивается до-
статочно большим значением Bi = 0,5, исполь-
зованным при моделировании. Как видно из
рисунка, имеется хорошее соответствие меж-
ду результатами теории и численного экспе-
римента при малых температурах иницииро-
вания, вплоть до θin = 0,10. Так, например,
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для θin = 0,025 теория и численный экспери-
мент дают одинаковое значение критической

концентрации pcr = 0,042, а для θin = 0,05
pcr = 0,079 и 0,081 соответственно. При бо-
лее высоких температурах инициирования ре-
акции наблюдается расхождение между теори-
ей и экспериментом. Одна из причин этого за-
ключается в нарушении условия (25). С другой
стороны, разложение (26) для αc ограничено

только конгломератами из двух частиц. При
концентрациях топлива выше 10 % в системе

присутствует заметное количество конгломе-
ратов из трех, четырех и большего числа го-
рючих частиц. То, что такие большие конгло-
мераты не учитывались в рассмотрении, слу-
жит еще одной причиной отмеченного расхо-
ждения. При использовании в разложении кон-
гломератов, скажем, из трех частиц прогрева-
емые ими области будут в несколько раз боль-
ше, чем область, прогреваемая одной частицей.
Последнее означает, что в этом случае вели-
чину αc = 1,128 в уравнениях (26)–(31) мож-
но рассматривать только как приближенную.
Это критическое значение комплекса α полу-
чено для задачи перколяции на охватывающих

окружностях одинакового радиуса. В работе

[21] данная задача была исследована для слу-
чая, когда имеются сферы двух различных ра-
диусов R1 и R2. Там показано, что критиче-
ское значение комплекса α имеет минимум при
R1/R2 = 1 и возрастает, если R1/R2 → 0 или,
что эквивалентно, если R1/R2 → ∞. Анализ
решений уравнений (28)–(31) показывает, что
для фиксированных коэффициентов при степе-
нях p увеличение свободного члена, который
пропорционален αc, приводит к возрастанию
действительного корня этих уравнений на от-
резке [0,1]. Как видно из рис. 4, данное обстоя-
тельство приводит к уменьшению расхождения

результатов теории и эксперимента при боль-
ших температурах θin и использовании более
точного значения αc для системы окружностей

разных радиусов. Однако для получения более
точной оценки для критической концентрации

в рассматриваемой проблеме при высоких тем-
пературах инициирования реакции необходимо

исследование чистой проблемы перколяции на

охватывающих окружностях, распределенных
по радиусу, что выходит за рамки этой рабо-
ты.

Отметим также, что применение аппарата
теории перколяции возможно и для нахожде-
ния концентрационных пределов горения си-

стем с ярко выраженной тепловой гетероген-
ностью (малые числа Bi). Для этого следует
площади областей, прогреваемых различными
конгломератами частиц, находить с помощью
численного расчета по разработанной гетеро-
генной модели.

ВЫВОДЫ

Результаты численного моделирования

свидетельствуют о том, что концентрацион-
ный предел горения для структурно-разупоря-
доченных гетерогенных система с пороговой за-
висимостью скорости реакции от температуры

уменьшается по сравнению с системами с рав-
номерным распределением топлива. Продемон-
стрировано существенное различие скоростей

распространения горения по системам с рав-
номерным и случайным распределениями топ-
лива. Показано, что концентрационный предел
горения обусловлен существованием в разупо-
рядоченной системе геометрического фазового

перехода, т. е. он связан с образованием перко-
ляционного кластера, состоящего из областей
зажигания отдельных частиц топлива и их кон-
гломератов. Предложен аналитический подход
к описанию этой проблемы, основанный на тео-
рии перколяции. Результаты численного экспе-
римента и аналитического (перколяционного)
подхода хорошо совпадают при малых по срав-
нению с адиабатическим разогревом темпера-
турах инициирования реакции.
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