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1. Введение

В представляемой статье рассматривается система взаимосвязанных обобщённых ин-
тегральных уравнений Абеля первого и второго рода. Такие системы можно представить

∗Работа, в части численных расчетов, выполнена при поддержке Российского научного фонда (про-
ект N◦-- 22-11-00173)

c© О.С. Будникова, М.Н. Ботороева, Г.К. Соколова, 2023



2 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2023. Т. 26, N◦-- 1

в виде интегрального уравнения с тождественно вырожденной матрицей перед главной
частью, которое будем называтьинтегро-алгебраическим уравнением (ИАУ) типа Абеля
или интегро-алгебраическим уравнением со слабой диагональной особенностью в ядре.

Отметим, что исследованию обобщённых интегральных уравнений Абеля посвяще-
но немало журнальных публикаций, например [1–3], и отдельных монографий, напри-
мер [4, 5]. Эти математические объекты с момента их первого упоминания норвежским
математиком Нильсом Хенриком Абелем в 1823 году не утратили актуальности как объ-
екты исследования. Прежде всего это связано с их прикладной значимостью. В это же
самое время интерес к ним вызван самой математической наукой, а именно развиваю-
щимся её направлением — дробным интегро-дифференцированием.

Близкими объектами к интегральным уравнениям Вольтерра второго рода со сла-
бой диагональной особенностью являются невырожденные дифференциальные уравне-
ния дробного порядка. На данный момент активно ведутся исследования по построе-
нию эффективных численных алгоритмов их приближённого решения. Отметим работы,
посвящённые исследованию устойчивости многошаговых методов для невырожденных
дифференциальных уравнений дробного порядка с производной Капуто [6, 7].

В современной математической литературе интегро-алгебраическим уравнениям типа
Абеля уделяется гораздо меньшее внимание. По всей видимости, впервые ИАУ со слабой
диагональной особенностью ядра рассмотрены в работе Х. Брунера и М.В. Булатова [8],
в которой были сформулированы достаточные условия существования единственного
непрерывного решения указанного класса задач. Предложенный там метод аналитиче-
ского исследования дальнейшее своё развитие получил в работе [9], где изучены не толь-
ко ИАУ, но и вырожденные системы интегро-дифференциальных уравнений (ИДУ) с
диагональной особенностью в ядре. Примерно в это же время в работе [10] коллекти-
вом иранских математиков получены результаты численного решения ИАУ типа Абеля
методами коллокационного типа, а в статье [11] представлено обоснование сходимости
ранее разработанных алгоритмов. Также в работе [12] для ИАУ со слабой диагональной
особенностью были разработаны алгоритмы их численного решения k-шаговыми метода-
ми, основанными на явных методах типа Адамса и специальной экстраполяции. Следует
также отметить статью [13], где была изучена однозначная разрешимость интеграль-
ных уравнений типа Абеля с вырождением в банаховых пространствах, доказанные там
теоремы были применены к изучению начально-краевых задач для слабосингулярных
интегро-дифференциальных уравнений в частных производных, возникающих в меха-
нике сплошных сред.

Указанные выше результаты посвящены построению эффективных численных мето-
дов, а работ, направленных на исследование устойчивости разработанных алгоритмов
для приближённого решения ИАУ типа Абеля, содержащих жёсткие компоненты, по-
видимому, нет. Основная цель настоящей работы — восполнение этого пробела.

2. Постановка задачи

Рассмотрим интегро-алгебраическое уравнение типа Абеля

A(t)x(t)−
t∫

0

(t− s)−aK(t, s)x(s) ds = f(t), a ∈ (0, 1), t ∈ [0, 1], (1)

здесь A : [0, 1] → Rn×n и K : ∆ → Rn×n — заданные матрицы-функции, x : [0, 1] → Rn
и f : [0, 1] → Rn — искомая и заданная вектор-функции соответственно, символ Rn×n
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обозначает вещественное линейное пространство матриц порядка n, ∆ ⊂ R2 — компакт
точек (t, s) ∈ [0, 1]×[0, t]. Для всех t ∈ [0, 1] выполняются условия A(t) 6= On, detA(t) = 0,
где On — нулевая матрица порядка n. Все входные данные рассматриваемой задачи пред-
полагаются достаточно гладкими. Ядро H(t, s) = (t− s)−aK(t, s) интегрального уравне-
ния (1) содержит интегрируемую особенность на линии s = t. Удачную терминологию
для названия этой особенности ввели учёные M. Kolk и A. Pedas [14], назвав её диаго-
нальной. Под классическим решением ИАУ (1) будем понимать любую непрерывную на
отрезке [0, 1] вектор-функцию x : [0, 1] → Rn, которая обращает это уравнение в тожде-
ство.

Перед формулировкой теоремы о разрешимости ИАУ типа Абеля введём необходимое
определение (см., например, работу [15]).

Определение 2.1. Пучок матриц λA(t) + B(t) удовлетворяет критерию ранг-степень
на отрезке [0; 1] (имеет индекс один и простую структуру), если выполняются следующие
условия:

1) max
t∈[0;1]

rankA(t) = m;

2) det
(
λA(t)+B(t)

)
= a0(t)λ

m+a1(t)λ
m−1+ · · ·+am(t), где a0(t) 6= 0 при всех t ∈ [0, 1].

Справедлива следующая теорема (см. статью [8]).

Теорема. Пусть для задачи (1) выполнены требования:

1) A(t) 6= On, detA(t) = 0 при всех t ∈ [0, 1];

2) A(t) ∈ C1
(
[0, 1]; Rn×n

)
; K(t, s), ∂tK(t, s) ∈ C(∆; Rn×n);

3) f(t) ∈ C1
(
[0, 1]; Rn

)
;

4) rank
(
A(0)|f(0)

)
= rankA(0) = m < n;

5) пучок λA(t) +K(t, t) удовлетворяет критерию ранг-степень,

тогда исходная система имеет единственное классическое решение.

Опишем условия теоремы. Условия 2 и 3 гарантируют необходимую гладкость вход-
ных данных. Условие 4 можно интерпретировать как теорему Кронекера–Капелли, обес-
печивающую разрешимость системы в начальной точке t = 0. А условие 5 гарантирует
отсутствие на [0, 1] сингулярных точек, т. е. точек, через которые проходит не единствен-
ное решение или в которых решение может не существовать. Если n = 1, то уравнение
(1) примет вид интегрального уравнения Вольтерра первого рода относительно неиз-
вестной функции x(t), тогда условия 1 и 5 теоремы будут означать, что K(t, t) 6= 0 при
всех t ∈ [0, 1], а условие 4 примет вид f(0) = 0. Последнее является условием разреши-
мости интегрального уравнения Вольтерра первого рода с диагональной особенностью в
ядре [1, 16].

Ранее в работе [12] для численного решения ИАУ вида (1) были предложены мно-
гошаговые алгоритмы на основе явных квадратурных формул типа Адамса и метода
интегрирования произведений. Представим краткое описание простейшего нольшагово-
го метода для удобства читателей.

Для построения схемы численного решения выделим весовую функцию p(t, s) =
(t−s)−a и применим метод интегрирования произведений [17]. Для нахождения xi ≈ x(ti)
зададим на отрезке [0, 1] равномерную сетку

ti = ih, i = 0, 1, . . . , N − 1, Nh = 1,
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и введём обозначения Ai = A(ti), Ki,` = K(ti, t`), fi = f(ti). Рассмотрим в точке ti+1

интегральное слагаемое уравнения (1):

ti+1∫
0

(ti+1 − s)−aK(ti+1, s)x(s) ds.

Положим, что на каждом отрезке [t`, t`+1] разбиения функцию K(ti+1, s)x(s) будем при-
ближать кусочно-постоянной K(ti+1, s)x(s) ≈ Ki+1,` x`, и в силу свойства аддитивности
интеграла получим квадратурную формулу

ti+1∫
0

(ti+1 − s)−aK(ti+1, s)x(s) ds ≈
i∑

`=0

Ki+1,` x`

t`+1∫
t`

(ti+1 − s)−a ds.

Далее вычислим интеграл от весовой функции точно и получим алгоритм

Ai+1xi+1 +

i∑
`=0

ωi+1,`Ki+1,` x` = fi+1, (2)

здесь ωi+1,` — веса квадратурной формулы:

ωi+1,` =

(
(i+ 1− `)h

)1−a
1− a

−
(
(i− `)h

)1−a
1− a

. (3)

Рассмотрим первое слагаемое Ai+1xi+1. Так как матрица A(t) главной части уравне-
ния (1) вырожденная, прямое применение схемы (2) в общем случае приведёт к проблеме
решения вырожденной системы линейных алгебраических уравнений. Поэтому экстра-
полируем функцию x = x(t) в точке t = ti. Таким образом, простейший нольшаговый
метод численного решения ИАУ со слабой диагональной особенностью имеет следующий
вид:

Ai+1xi +

i∑
`=0

ωi+1,`Ki+1,` x` = fi+1, i = 0, 1, . . . , N − 1, (4)

где ωi+1,` определены по формуле (3).
В силу того, что каждый тип содержательной задачи предъявляет свои требования к

приближённым алгоритмам, исследование свойств разрабатываемых алгоритмов явля-
ется не менее значимой задачей, чем обоснование их сходимости. Далее проведём иссле-
дование численной схемы (4) на A- и A(α)-устойчивость.

3. Дробный аналог “жёсткой” задачи

Перед описанием основных результатов приведём вспомогательные сведения из тео-
рии устойчивости. Для исследования свойств численных методов решения “жёстких”
обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) традиционно применяется тесто-
вая задача — уравнение Далквиста [18]:

x′(t) = λx(t), x(0) = x0, t ∈ [0, 1], (5)

здесь λ << 0. Её единственным решением является быстро убывающая на R функция

x(t) = eλtx0. (6)
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Классические k-шаговые алгоритмы, применяемые к уравнению (5), имеют вид

k∑
j=0

ajxi+1−j = z
k∑
j=0

bjxi+1−j , z = λh. (7)

Важную роль при исследовании таких схем играет характеристический полином

k∑
j=0

(aj − zbj)qk−j = 0. (8)

Говорят [19], что разностная схема (7) устойчива, если корни полинома (8) лежат в еди-
ничном круге и на границе нет кратных корней. Совокупность значений z, при которых
корни характеристического полинома (8) лежат внутри единичного круга, называют об-
ластью устойчивости алгоритма (7).

Введём необходимые определения (см., например, [20]).

Определение 3.1. Численный метод называетсяA-устойчивым, если его область устой-
чивости включает всю полуплоскость Re(z) ≤ 0, z = λh.

Определение 3.2. Численный метод называется A(α)-устойчивым, α ∈
(

0,
π

2

)
, если

его область устойчивости включает бесконечный клин |arg(−λ)| < α.

Свойство устойчивости алгоритма (4) в данной статье предлагается исследовать на
тестовой задаче Коши

GCD1−a
0+ x(t) = λx(t), x(0) = x0, λ << 0, (9)

где a ∈ (0, 1) и введено обозначение

GCD1−a
0+ x(t) = Ia0+x

′(t) =
1

Γ(a)

t∫
0

(t− s)a−1x′(s) ds

производной Герасимова–Капуто [21] порядка 1− a. Здесь и всюду далее Γ(a) — гамма-
функция Эйлера. Поскольку стандартно предполагается, что I 0

0+x(t) = x(t), то в случае
a = 0 из определения производной Герасимова–Капуто имеет место равенство

GCD 1
0+x(t) = x′(t).

Следовательно, при значении a = 0 задача (9) принимает вид (5) и имеет единственное
решение (6). В случае a ∈ (0, 1) задача Коши (9) имеет единственное решение вида

x(t) = E1−a,1(λt
1−a)x0, (10)

для выражения которого используется двухпараметрическая функция Миттаг–Леффле-
ра, задаваемая абсолютно и равномерно сходящимся на любом компакте из C функцио-
нальным рядом

Eα, β(z) =

+∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, α, β > 0

(см., например, монографию [1, стр. 33]).
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Поскольку при всяком n ∈ N имеет место равенство Γ(n) = (n− 1)!, тогда

E1,1(λt) = eλt,

т. е. формула (10) согласуется со случаем a = 0.
Как известно из работы [22] (см. теорему 1 на стр. 408), функция вида (10) при всех

a ∈ (0, 1) и λ < 0 не имеет нулей на интервале (0,+∞). Поэтому если x0 > 0, то при всех
t ∈ (0,+∞) справедливо x(t) > 0. Заметим, что при любых a ∈ (0, 1) и λ < 0 функция

x′(t) = λt−aE1−a, 1−a(λt
1−a)x0

также не имеет нулей на интервале (0,+∞) (см. [22]). Более того, очевидна асимптоти-
ческая формула

x′(t) ∼ λx0
Γ(1− a)

t−a, t→ +0,

из которой для x0 > 0 справедливо, что x′(t) → −∞ при всяком t → +0. Поэтому если
x0 > 0, то x′(t) < 0 при любом t ∈ (0,+∞), говоря иначе, функция (6) убывает на
интервале (0,+∞). Из статьи [23, с. 12, теорема 1.2.1] можно извлечь асимптотическую
формулу

x(t) ∼ − x0
λΓ(a)

ta−1, t→ +∞,

описывающую характер этого убывания. Отмеченные выше свойства решения (10) зада-
чи Коши (9) устанавливают его принадлежность классу C[0,+∞)∩C∞(0,+∞), а также нали-
чие у n-й производной решения особенности типа полюса дробного порядка n + a − 1 в
точке t = 0, где n ∈ N. Графики решения (10) изучаемой задачи Коши (9) при λ = −15,
x0 = 1 и значениях параметров a = 0.75, a = 0.5, a = 0.25, a = 0 приведены на рисунке 1.

Рис. 1. Графики решения x = x(t) задачи (9) при x0 = 1 и λ = −15
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4. Построение характеристических полиномов

Так как рассматриваемое ИАУ со слабой диагональной особенностью в ядре (1) со-
держит обобщённые интегральные уравнения Абеля как первого, так и второго рода, то
исследовать свойства алгоритма (4) будем на модельных уравнениях вида

x(t)− λ

Γ(1− a)

t∫
0

(t− s)−ax(s) ds = 1, a ∈ (0, 1), (11)

t∫
0

(
1− λ(t− s)1−a

Γ(2− a)

)
x(s) ds = t, a ∈ (0, 1). (12)

Покажем, что данные уравнения являются интегральными аналогами дифференциаль-
ного уравнения (9). Подействуем на уравнение (9) линейным оператором Римана–Лиу-
вилля I1−α0+ дробного интегрирования порядка 1− a, т. е.

I1−a0+ Ia0+x
′(t) = λI1−a0+ x(t).

Далее воспользуемся полугрупповым свойством Ib0+I
c
0+x(t) = Ib+c0+ x(t), справедливым

для всех b, c > 0, и получим уравнение
t∫

0

x′(s) ds =
λ

Γ(1− a)

t∫
0

(t− s)−ax(s) ds,

откуда сразу следует уравнение (11) при x(0) = 1.
Алгоритм (4), применительно к уравнениям (11) и (12) соответственно, имеет вид

xi −
λ

Γ(1− a)

i∑
`=0

ωi+1,` x` = 1, (13)

i∑
`=0

ωi+1,`

(
(ti+1 − t`)a −

λ

Γ(2− a)
(ti+1 − t`)

)
x` = ti+1. (14)

Для построения характеристических полиномов алгоритмов (13) и (14) воспользуемся
разностными аналогами дифференцирования первого и второго порядков соответствен-
но. Иными словами, для алгоритма (13) найдём разность (i+1)-го и i-го уравнений, а для
алгоритма (14) вычтем из (i+ 1)-го уравнения удвоенное i-е уравнение, затем прибавим
(i− 1)-е. Введем замену j = i− ` и обозначение

z =
λh1−a

1− a
,

для краткости записи. Тогда для алгоритма (13) характеристический полином будет
иметь следующую запись:(

1− z

Γ(1− a)

)
qi+1 −

(
1− 2

z

Γ(1− a)
+ 21−a

z

Γ(1− a)

)
qi −

i−1∑
j=1

z

Γ(1− a)

(
(j + 2)1−a − 2(j + 1)1−a + j1−a

)
qj = 0, (15)



8 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2023. Т. 26, N◦-- 1

а характеристический полином для алгоритма (14) имеет вид(
1− z

Γ(1− a)

)
qi+1 +

(
− 2a +

z

Γ(1− a)

(
22−a − 4

))
qi +

i−1∑
j=1

[(
(j + 2)1−a − (j + 1)1−a

)(
(j + 2)a − z

Γ(1− a)
(j + 2)

)
−

2
(

(j + 1)1−a − j1−a
)(

(j + 1)a − z

Γ(1− a)
(j + 1)

)
+(

j1−a − (j − 1)1−a
)(

ja − z

Γ(1− a)
j

)]
qj = 0.

Заметим, что степень характеристических полиномов алгоритмов (13) и (14) численного
решения простейшего интегрального уравнения со слабой диагональной особенностью
зависит от шага интегрирования: при уменьшении шага h старшая степень полинома
возрастает. Данный факт является отличительной особенностью полученных результа-
тов от классических результатов для интегральных уравнений с гладким ядром [24]. Для
локализации границ областей устойчивости стандартным образом положим q = eiφ, т. к.
|eiφ| = 1, φ ∈ [0, 2π].

Области устойчивости для разностной схемы (13) при шагах h = 0.05, h = 0.1, h = 0.2
и различных значениях параметра a приведены на рис. 2–4 соответственно. Аналогично,
области устойчивости для разностной схемы (14) приведены на рис. 5 и 6. Серым цветом
обозначена область устойчивости.

Отметим, что в случае a = 0 будет получен классический результат, т. к. соотношения
будут давать следующий характеристический полином:

(1− z)q − 1 = 0, z = λh.

Иначе говоря, областью устойчивости алгоритмов (13) и (14) будет являться часть плос-
кости, лежащая вне окружности с радиусом, равным единице, и центром в точке O(1, 0).

Анализ областей устойчивости позволяет сделать вывод: численный алгоритм (4),
применённый к обобщённому интегральному уравнению типа Абеля второго рода, при
достаточно крупных шагах разбиения h, таких как 0.2 и 0.1, и для любого значения
параметра a ∈ (0, 1) является A-устойчивым (см. рис. 3, 4). А для обобщённого инте-
грального уравнения типа Абеля первого рода при значениях параметра a, достаточно
близких к единице, области устойчивости алгоритма (4) становятся ограниченными (см.
рис. 5, 6).

Отметим, что для уравнения (12) области устойчивости не содержат точку O(0, 0).
Этот эффект возникает в силу того, что для применения численного метода (4) к ин-
тегральному уравнению (12), не содержащему особенности в ядре, данное уравнение
преобразуется в обобщённое интегральное уравнение Абеля первого рода со слабой диа-
гональной особенностью и ядром K(t, s) = (t− s)a− λ

Γ(2 − a)
(t− s), которое на диагонали

обращается в ноль. Точка O(0, 0) соответствует случаю λ = 0, следовательно, преобразо-
ванное ядро из невырожденного редуцируется в “плохое”, т. е. вырожденное на диагона-
ли, более того, в этом случае получим вырожденный матричный пучок. Вследствие всего
выше сказанного к уравнению (12) выгоднее применять алгоритмы, разработанные в ра-
боте [24]. Отметим, что в таком случае характеристический полином этих алгоритмов
примет вид (15), а значит, алгоритм будет являться A-устойчивым для малых и даже
близких к единице значений параметров h и a.
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Рис. 2. Области устойчивости алгоритма (13) при h = 0.05

Рис. 3. Области устойчивости алгоритма (13) при h = 0.1
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Рис. 4. Области устойчивости алгоритма (13) при h = 0.2

Рис. 5. Области устойчивости алгоритма (14) при h = 0.05

Рис. 6. Области устойчивости алгоритма (14) при h = 0.2
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5. Численные эксперименты

Приведём численные расчёты нескольких тестовых интегральных уравнений типа
Абеля. Введём обозначения: err — погрешность вычислений по евклидовой норме,
p — порядок точности метода, которые определяются формулами:

errh = max
0≤`≤N

‖x` − x(t`)‖, p = log2
errh
errh

2

.

Пример 5.1. Рассмотрим систему обобщённых интегральных уравнений Абеля второго
рода:

(
1 0
0 1

)(
x1(t)
x2(t)

)
− 10000

Γ(1− a)

t∫
0

(t− s)−a
(

et+s 0
0 1

)(
x1(s)
x2(s)

)
ds =

e−t − 10000 t1−a

Γ(2− a)
et

t− 10000 t2−a

Γ(3− a)

 .

Эта система имеет точное решение x(t) = (e−t, t)>. Результаты численных расчётов при-
ведены в таблице 1.

Таблица 1. Результаты численных расчётов примера 5.1

h
a = 0.01 a = 0.3 a = 0.8 a = 0.99

err p err p err p err p

0.2 0.1005 1.001 0.1176 1 0.1667 1 0.198 1
0.1 0.0502 1.006 0.0588 1 0.0833 1.001 0.099 1
0.05 0.025 1 0.0294 1 0.0416 1 0.0495 1.003

Пример 5.2. Рассмотрим систему обобщённых интегральных уравнений Абеля первого
рода, имеющую точное решение x(t) = (t2 + 1, e−t)>:

(
0 0
0 0

)(
x1(t)
x2(t)

)
− 1010

Γ(1− a)

t∫
0

(t− s)−a
(

1 0
0 es

)(
x1(s)
x2(s)

)
ds

=


− 1010

Γ(1− a)

(
t1−a

1− a
+

2t3−a

(1− a)(2− a)(3− a)

)
−1010t1−a

Γ(2− a)

 .

Результаты численных расчётов приведены в табл. 2.

Таблица 2. Результаты численных расчётов примера 5.2

h
a = 0.01 a = 0.3 a = 0.8 a = 0.99
err p err p err p err p

0.2 0.2136 1.05 0.2304 1.08 0.3356 1.11 0.4333 1.07
0.1 0.1034 1.03 0.1089 1.05 0.1554 1.084 0.2063 1.037
0.05 0.0508 1.01 0.0526 1.03 0.0733 1.07 0.1005 1.022
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Пример 5.3. Рассмотрим ИАУ

(
t 0
0 0

)(
x1(t)
x2(t)

)
− 100

Γ(1− a)

t∫
0

(t− s)−a
(

es 0
0 es+t

)(
x1(s)
x2(s)

)
ds =

t e−t − 100

Γ(2− a)
t1−a

− 100

Γ(2− a)
t1−aet


с точным решением x(t) = (e−t, e−t)>. Результаты численных расчётов приведены в
табл. 3.

Таблица 3. Результаты численных расчётов примера 5.3

h
a = 0.01 a = 0.3 a = 0.8 a = 0.99
err p err p err p err p

0.2 0.00179 0.94 0.00102 1.128 0.000562 1.176 0.000492 1.187
0.1 0.00093 0.98 0.000467 1.042 0.000248 1.084 0.000216 1.107
0.05 0.00047 0.99 0.000227 0.994 0.000117 1.04 0.0001002 1.053

Анализ численных результатов для примеров 5.1, 5.2 и 5.3 показал, что исследуемые
нольшаговые методы (4) численного решения ИАУ типа Абеля имеют первый порядок
точности в области своей устойчивости.

Пример 5.4. Рассмотрим случай, когда при заданных параметрах a и λ схема (4)
является неустойчивой. Расчёты приведём на тестовом ИАУ

(
1 0
0 0

)(
x1(t)
x2(t)

)
− 1

Γ(1− a)

t∫
0

(t− s)−a
(

es 0
es+t 1

)(
x1(s)
x2(s)

)
ds =

e−t − t1−a

Γ(2− a)

t1−a

1− a

− et + 1

Γ(2− a)
t1−a

 .

Точное решение данной системы имеет вид x(t) = (e−t, 1)>. Результаты численных рас-
чётов приведены в табл. 4.

Таблица 4. Результаты численных расчётов примера 5.4

h
a = 0.01 a = 0.3 a = 0.99

err(x1) err(x2) err(x1) err(x2) err(x1) err(x2)

0.2 1.8802 19.2512 94.3352 856.4195 17.5137 21.3913
0.1 0.5243 5.2444 2.4695 21.6836 5.5371 6.1195
0.05 0.2107 2.0827 0.7202 6.2297 2.0342 2.1385

h∗ = 0.01 0.0362 0.3541 0.1024 0.8773 68.6476 75.1127

Как показывают результаты численных экспериментов, при уменьшении шага h по-
грешность метода errh стремительно уменьшается, несмотря на то, что алгоритм (4)
является неустойчивым для ИАУ из примера 5.4. Из последнего можно сделать вывод
о том, что при более мелком шаге разбиения h численный метод (4) будет являться
устойчивым. В данном случае, начиная с h∗ = 0.01, алгоритм (4) является устойчивым
для значений a = 0.01 и a = 0.3. А при a = 0.99 в начальных точках выявлено наличие
пограничного слоя ошибок. Подробнее о данном явлении можно прочитать в [25, стр. 94].
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6. Заключение

В работе исследуются свойства неявного численного алгоритма для решения интегро-
алгебраических уравнений типа Абеля, содержащих “жёсткие” компоненты в решении.
Традиционно при исследовании свойств численных методов, применяемых для решения
“жёстких” задач, используется модельное тестовое уравнение Далквиста. Для “жёстких”
слабо сингулярных уравнений общепринятых модельных уравнений нет, поэтому вопрос
их построения является актуальным.

Авторами предложено свойство A-устойчивости исследовать на аналоге уравнения
Далквиста с дробной производной Герасимова–Капуто порядка 1 − a, где a ∈ (0, 1). На
основе интегральных аналогов уравнения Далквиста с дробной производной Герасимова–
Капуто порядка 1 − a проведено исследование свойств неявного численного алгоритма
для решения ИАУ типа Абеля, содержащего “жёсткие” компоненты в решении, с ис-
пользованием классического подхода при построении характеристических полиномов.
Получено, что исследуемый в работе численный метод, применённый к обобщённому
интегральному уравнению типа Абеля второго рода, при достаточно крупных шагах
разбиения h и для любого значения параметра a ∈ (0, 1) является A-устойчивым. А при-
менительно к обобщённому интегральному уравнению типа Абеля первого рода метод
не является ни A-, ни A(α)-устойчивым, и при значениях a, близких к единице, область
устойчивости становится ограниченной.

Дальнейшее направление работы авторов связано с разработкой альтернативного
подхода к исследованию A-устойчивости численных алгоритмов для ИАУ типа Абеля на
основе конечных разностей дробного порядка Грюнвальда–Летникова, а также с иссле-
дованием свойств ранее предложенных многошаговых методов для задач, содержащих
осцилляцию.
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