
Физика горения и взрыва, 2018, т. 54, N-◦ 4 107

536.71+532.593:546.3

МАЛОПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ МЕДИ
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Для описания ударного сжатия конденсированного вещества предложено малопараметрическое
уравнение состояния вещества в форме Ми — Грюнайзена. Уравнение основывается на посту-
лируемой зависимости коэффициента Грюнайзена от удельного объема и температуры Γ(V, T ),
качественно описывающей сжатие металлических образцов в сильных ударных волнах. По за-
висимости Γ(V, T ) c использованием обобщенной формулы для функции Грюнайзена найдена
кривая холодного сжатия. Тепловые колебания кристаллической решетки описываются в при-
ближении Дебая. Построенная функция Грюнайзена имеет два свободных параметра. Значения
других коэффициентов уравнения состояния определяются по справочным данным для веще-
ства при нормальных условиях, а также из предельных значений в экстремальных условиях.
Апробация модели выполнена для меди. Построенное уравнение состояния описывает кривую
холодного сжатия, нормальную изотерму, ударную сжимаемость, а также кривые разгрузки
меди в диапазонах плотности, давления и внутренней энергии, для которых доступны опыт-
ные данные. Выполнены расчеты термодинамических характеристик меди (изоэнтропический
модуль объемного сжатия, скорость звука, температура Дебая, теплоемкость, коэффициент ли-
нейного расширения, температура плавления). Сравнение с имеющимися на сегодняшний день
опытными данными показывает, что построенная модель, несмотря на свою простоту, позволя-
ет единообразно описать большой массив экспериментов в области высоких плотностей энергии.
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ВВЕДЕНИЕ

Одной из актуальных задач физики вы-
соких плотностей энергии является построе-
ние уравнения состояния вещества, пригодно-
го для расчетов процессов высокоскоростно-
го соударения, электрического взрыва, ударно-
волновых явлений, кумулятивных течений,
воздействия потоков излучения и т. д. В на-
стоящее время широкое распространение полу-
чили полуэмпирические уравнения состояния
[1–7]. В основе полуэмпирического подхода ле-
жит та или иная физически обоснованная зави-
симость между параметрами состояния веще-
ства, качественно описывающая поведение ма-
териала в определенной области фазовой диа-
граммы вещества. Неизвестные значения ко-
эффициентов определяются из условия согласо-
вания предлагаемого уравнения с эксперимен-
тальными данными. Построенное таким обра-
зом уравнение состояния справедливо, строго
говоря, в той области состояний (p, V , T ) (дав-
ление, удельный объем, температура), которая
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использовалась для нахождения неизвестных
констант. Возможность распространения урав-
нения состояния на более широкую область
(p, V , T ) является дискуссионной.

Для описания поведения вещества в боль-
шой области физических состояний от твер-
дого тела до плотной плазмы получили раз-
витие широкодиапазонные уравнения состо-
яния [8–14]. Наиболее разработанные широ-
кодиапазонные уравнения описывают обшир-
ный спектр состояний вещества, включая фа-
зовые переходы, плазменное состояние, область
теплого плотного вещества, а также диапа-
зон экстремально больших давлений, когда де-
формируются электронные оболочки атомов.
Своеобразной платой за расширение доступ-
ных для анализа состояний является значи-
тельное усложнение полуэмпирической модели.
Обычно широкодиапазонное уравнение состоя-
ния включает в себя несколько областей, в каж-
дой из которых используются свои функцио-
нальные зависимости и параметры. Это приво-
дит к большому количеству подгоночных кон-
стант, каждая из которых может быть найдена
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с определенным произволом. Так, уравнение со-
стояния [8] содержит 26 свободных параметров,
уравнение [13] — 23 свободных параметра.

В настоящее время вместе с широкодиа-
пазонными уравнениями состояния развивают-
ся подходы, основанные на ограничении числа
свободных параметров, — малопараметриче-
ские уравнения состояния [15–20]. Такие урав-
нения не претендуют на описание всего спек-
тра физических состояний вещества, но мо-
гут быть полезны как в ограниченной области
(p, V , T ), так и в численных расчетах сложных
процессов, где уравнение состояния не являет-
ся определяющей частью задачи, а для понима-
ния физического результата необходимо обес-
печить прозрачность модели.

Подобная ситуация характерна, в частно-
сти, для задач магнитной гидродинамики, где
кроме уравнений механики сплошной среды ис-
пользуются уравнения Максвелла в квазиста-
ционарном приближении. В задачах ударно-
волновой магнитной кумуляции [21–25] плот-
ность электромагнитной энергии, генерируе-
мой на оси системы, сильно зависит от сжи-
маемости и электропроводности рабочего ве-
щества, испытывающего при ударном сжатии
фазовый переход диэлектрик — металл. В на-
стоящее время сжимаемость высокопористых
материалов, которые используются в каче-
стве рабочих веществ, известна со значитель-
ными погрешностями (10÷ 15 % по плотно-
сти). Электрические свойства подобных мате-
риалов изучены в ограниченной области удар-
ных давлений [26, 27]. При этом относитель-
ная погрешность определения электропровод-
ности также оказывается значительной (обыч-
но �10÷ 15 %). В силу имеющихся неопреде-
ленностей в параметрах вещества, для гид-
родинамического блока подобных задач доста-
точна погрешность определения давления на
уровне 10÷ 20 %, что считается неприемле-
мым для современных прецизионных уравне-
ний состояния. Особое внимание при разработ-
ке уравнения состояния должно быть обращено
на логичность, непротиворечивость и согласо-
ванность построений, использование апробиро-
ванных физических моделей, минимальное ко-
личество произвольных допущений и подгоноч-
ных констант.

Одним из наиболее удачных малопарамет-
рических уравнений состояния вещества, при-
годных для описания состояния при ударном
сжатии, является модель А. М. Молодца [28,

29]. В работах [28, 29] в основе термодинами-
ки ударного сжатия лежит построение коэффи-
циента Грюнайзена в зависимости от удельно-
го объема и температуры Γ(V, T ). С использо-
ванием известных теоретических зависимостей
по функции Грюнайзена может быть найдена
изотерма вещества и характеристическая тем-
пература. В предложенную автором аналити-
ческую зависимость Γ(V, T ) входит единствен-
ный свободный параметр, который находит-
ся из сравнения модельной кривой с экспери-
ментальной ударной адиабатой или изотермой.
Автором построено термодинамически согла-
сованное уравнение состояния, что позволило
описать результаты экспериментов со сплош-
ными материалами до сжатий в 2÷ 3 раза, дав-
лений до сотен гигапаскалей и температур око-
ло 5 000 К.

Следуя оригинальной идее А. М. Молодца
[28, 29], Е. И. Краус [30] дополнил соотношения
для давления и внутренней энергии электрон-
ными членами, что позволило получить хоро-
шее описание для области больших темпера-
тур.

Модель [28, 29] не может описать имею-
щиеся экспериментальные данные по ударному
сжатию конденсированного вещества в области
экстремально большой плотности, так же как
и в области малой плотности. Состояния с ма-
лой плотностью реализуются при ударном сжа-
тии высокопористых материалов и характери-
зуются определяющим влиянием температур-
ного нагрева. Ограничения модели обусловле-
ны тем, что предлагаемая зависимость коэф-
фициента Грюнайзена от удельного объема и
температуры, являясь, несомненно, физически
обоснованной, фактически получена в прибли-
жении, когда отклонение от состояния сплош-
ного вещества при нормальных условиях по-
лагается малым. Естественно, что такой под-
ход не «работает» для экстремально больших
и малых плотностей. Модификация модели [28,
29] для области больших температур приво-
дит к необходимости введения дополнительных
подгоночных констант. Важно, что использу-
емая зависимость коэффициента Грюнайзена
от удельного объема характеризуется особен-
ностью в области растяжения, что не позволя-
ет использовать модель [28, 29] для этих усло-
вий.

В [31] предложено малопараметрическое
уравнение состояния, пригодное для расчета
ударных свойств металлов и смесей. В [31] ко-
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эффициент Грюнайзена зависит только от тем-
пературы, а зависимостью от удельного объема
пренебрегают. Модель [31] имеет четыре под-
гоночных параметра. Авторы получили непло-
хое описание ударного сжатия сплошных и по-
ристых металлов в широкой области ударных
нагрузок. Отметим, что игнорирование зави-
симости коэффициента Грюнайзена от удель-
ного объема ограничивает область применения
предлагаемого подхода. Определяемый подоб-
ным образом коэффициент Грюнайзена стано-
вится в большей степени подгоночным пара-
метром и утрачивает свой физический смысл.
Модель [31] не дает корректного поведения хо-
лодного давления в области разрежения и не
применима для нахождения ряда важнейших
характеристик вещества (изотерма и т. п.).

Большинство работ, посвященных иссле-
дованию состояния вещества при высоких
плотностях энергии, основывается на исполь-
зовании уравнения Ми — Грюнайзена

p = pc(V ) +
Γ(V, T )

V
(E − Ec(V )).

Здесь pc(V ) — холодная составляющая дав-
ления, E — удельная внутренняя энергия,
Ec(V ) — потенциальная компонента внутрен-
ней энергии.

Коэффициент Грюнайзена Γ(V, T ), явля-
ясь фундаментальной характеристикой твер-
дого тела, определяет в рамках модели Грю-
найзена связь между тепловыми компонента-
ми давления и энергии. Начиная с [32] чаще
всего рассматривается зависимость коэффици-
ента Грюнайзена только от удельного объе-
ма. Для зависимости Γ(V ) предложено боль-
шое количество аналитических формул [9, 10,
17, 28, 33–37]. В ряде публикаций коэффици-
ент Грюнайзена представлен в виде функции
удельного объема и температуры (или внут-
ренней энергии) [13, 14, 29, 31, 38–43]. Общей
особенностью подобных работ (за исключением
[28, 29]) является то, что зависимости для по-
тенциальной компоненты внутренней энергии
Ec(V ) и для коэффициента Грюнайзена Γ(V, T )
строятся независимо. Это приводит к увеличе-
нию количества подгоночных констант и слу-
жит источником возможной термодинамиче-
ской несогласованности полуэмпирической мо-
дели. Можно констатировать, что в настоящее
время общий вид зависимости Γ(V, T ) досто-
верно неизвестен.

В данной работе в рамках полуэмпири-
ческого подхода предлагается новое выраже-

ние для коэффициента Грюнайзена Γ(V, T ), ка-
чественно описывающее поведение металличе-
ских образцов в сильных ударных волнах. Ис-
пользуя связь между коэффициентом Грюнай-
зена Γ(V, T ) и холодным давлением pc, нахо-
дим холодные компоненты давления и внутрен-
ней энергии. Далее на основе приближения Де-
бая записывается свободная энергия и форму-
лируется малопараметрическое уравнение со-
стояния вещества в форме Ми — Грюнайзена,
пригодное для описания процессов при сильном
ударно-волновом сжатии и последующей раз-
грузке.

В настоящей работе данный подход реали-
зован для меди. Выбор материала обусловлен
тем, что медь является эталонным материалом
в области высоких давлений и температур (как
при статическом, так и при ударно-волновом
сжатии). Для меди имеется большое количе-
ство опытных данных и расчетных зависимо-
стей. Сравнение предсказаний модели (кривые
холодного сжатия и изотермы, ударные адиа-
баты сплошного и пористого вещества, кривые
разгрузки, изоэнтропический модуль объемно-
го сжатия, скорость звука, температура Дебая,
теплоемкость, коэффициент линейного расши-
рения, кривая плавления) с доступными экспе-
риментальными и расчетными данными позво-
ляет оценить возможности предлагаемой моде-
ли.

1. КОЭФФИЦИЕНТ ГРЮНАЙЗЕНА,
ЗАВИСЯЩИЙ ОТ УДЕЛЬНОГО ОБ�ЕМА

И ТЕМПЕРАТУРЫ

Рассмотрим коэффициент Грюнайзена Γ
конденсированного вещества в виде зависимо-
сти от удельного объема V и температуры T .
Предположим, что зависимость Γ(V, T ) мож-
но представить в виде суммы константы Γ∞ и
произведения двух функций f(V ) и g(T ), каж-
дая из которых зависит только от одной пере-
менной:

Γ(V, T ) = Γ∞ + f(V )g(T ).

Основываясь на имеющихся эксперимен-
тальных данных и теоретических представле-
ниях, можно описать качественно характер за-
висимостей f(V ) и g(T ). При сжатии вещества,
равно как и при росте температуры, коэффици-
ент Грюнайзена уменьшается, поэтому функ-
ции f(V ), g(T ) должны быть монотонно пада-
ющими (для вещества без фазовых переходов).
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В пределе бесконечно сильного сжатия (V → 0)
или нагрева (T → ∞) коэффициент Грюнай-
зена стремится к значению Γ∞. Из квантово-
статистической модели Томаса — Ферми сле-
дует, что Γ∞ = 2/3.

Рассмотрим область расширения. При
значительном увеличении удельного объема
коэффициент Грюнайзена должен уменьшать-
ся, достигая при бесконечном расширении
(V → ∞) предельного значения 2/3, соответ-
ствующего идеальному газу. Предельные зна-
чения коэффициента Грюнайзена Γ∞ для силь-
ного сжатия и расширения оказываются рав-
ны, что позволяет в дальнейшем не различать
эти величины. Таким образом, функция f(V )
должна иметь максимум в некоторой окрестно-
сти состояния вещества при нормальных усло-
виях, а функция g(T ) должна быть монотонно
падающей.

Рассмотрим следующую зависимость ко-
эффициента Грюнайзена Γ(V, T ) от удельного
объема V и температуры T для области сжа-
тия:

Γ(V, T ) = Γ∞ +

(
V

V0K

)αΓ0K − Γ∞
1 + βT

. (1)

Здесь Γ0K — коэффициент Грюнайзена при T =
0, V = V0K, Γ∞ — коэффициент Грюнайзена в
предельном случае сильного сжатия и нагре-
ва (V → 0, T → ∞), V0K — удельный объем
при T = 0 (V0K = 1/ρ0K, ρ0K — плотность
при T = 0), α и β — постоянные коэффици-
енты, бо́льшие нуля. Такая зависимость обес-
печивает равенство коэффициента Грюнайзена
при T = 0, V = V0K величине Γ0K. При ударном
сжатии сплошного вещества удельный объем
уменьшается, а температура растет, что со-
гласно (1) приводит к уменьшению коэффици-
ента Грюнайзена.

Величина Γ0K экспериментально неизвест-
на, однако известен коэффициент Грюнайзена
Γ0 при нормальных условиях (T0 = 293 К,
p0 ≈ 105 Н/м2). Используя величину Γ0, фор-
мулу (1) можно привести к виду

Γ(V, T ) = Γ∞ +

(
V

V0

)αΓ0 − Γ∞
1 + βT

(
1 + βT0

)
. (2)

Здесь V0 — удельный объем при нормальных
условиях (V0 = 1/ρ0, ρ0 — плотность при нор-
мальных условиях). Такая зависимость обес-
печивает равенство коэффициента Грюнайзена
при нормальных условиях величине Γ0.

Формула (2) качественно описывает изме-
нение коэффициента Грюнайзена при сжатии
(V < V0). В области расширения V > V0 зави-
симость Γ(V, T ) в форме (2) нуждается в моди-
фикации. Можно использовать для этой обла-
сти зависимость, аналогичную (2), но с другим
степенным коэффициентом:

Γ(V, T ) = Γ∞ +

(
V

V0

)δΓ0 − Γ∞
1 + βT

(
1 + βT0

)
, (3)

где δ < 0. Таким образом, при одинако-
вой функциональной зависимости коэффициен-
та Грюнайзена от удельного объема и темпе-
ратуры Γ(V, T ) для области сжатия и расши-
рения будут использоваться коэффициенты α и
δ соответственно.

В предлагаемой зависимости Γ(V, T ) име-
ется два свободных параметра α и β (для обла-
сти сжатия) или δ (для области расширения).
Эти коэффициенты отражают влияние удель-
ного объема и температуры на коэффициент
Грюнайзена Γ. Зависимость вида (1) представ-
ляется правдоподобной, но требует проверки
путем сравнения предсказаний модели с экспе-
риментальными данными.

2. УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ
КОНДЕНСИРОВАННОГО ВЕЩЕСТВА

Для построения уравнения состояния кон-
денсированного вещества по предложенной за-
висимости коэффициента Грюнайзена (2) вос-
пользуемся методическим приемом, предло-
женным в [28, 29].

Коэффициент Грюнайзена Γ и кривая хо-
лодного сжатия pc(V ) связаны обобщенным мо-
дельным уравнением [2]

Γ = −V

2

∂2(pcV
2t/3)/∂V 2

∂(pcV 2t/3)/∂V
+

t− 2

3
. (4)

Здесь t — постоянная. Формула (4) при t = 0
соответствует модели Слэтера — Ландау, при
t = 1 — модели Дугдала — Мак-Доналда, при
t = 2 — модели Зубарева — Ващенко.

Используя уравнение (4) и выражение для
коэффициента Грюнайзена (2) при температу-
ре T = 0, получаем дифференциальное уравне-
ние на функцию pc(V ):

Γ∞ +

(
V

V0

)α

(Γ0 − Γ∞)(1 + βT0) =
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= −V

2

∂2(pcV
2t/3)/∂V 2

∂(pcV 2t/3)/∂V
+

t− 2

3
. (5)

Решение уравнения (5) имеет вид

pc(V ) = V −2t/3
[
C1+C2

V/V0∫
1

τ−2Γ∞+2(t−2)/3×

× exp

(
− 2(Γ0 − Γ∞)

α
(1 + βT0)τ

α
)
dτ

]
. (6)

Здесь C1 и C2 — константы интегрирования.
Отметим, что функция pc(V ), определенная
уравнением (6), является монотонной и диф-
ференцируемой при любых значениях парамет-
ров, не имеет разрывов и иных особенностей.

Как отмечалось многими авторами (см.,
например, [10, 39, 44]), ни одна из трех мо-
делей для коэффициента Грюнайзена (Слэте-
ра — Ландау, Дугдала — Мак-Доналда, Зуба-
рева — Ващенко) не имеет явного преимуще-
ства перед другими. Иногда оказывается, что
лучшее описание зависимости pc(V ) достигает-
ся при нецелочисленном значении параметра t.
По этой причине далее мы ограничимся наибо-
лее простой зависимостью в (4) — Слэтера —
Ландау, соответствующей t = 0. Это позволит
выявить характерные особенности предлагае-
мой модели. (В последнем параграфе статьи
мы еще вернемся к вопросу о выборе коэффи-
циента t в модельном уравнении (4).)

Можно убедиться, что при t = 0 зависи-
мость вида (6) в области сильного расширения
(V � V0) стремится к ненулевой константе. Из
физических соображений ясно, что при V → ∞
холодное давление должно обращаться в нуль.
Поэтому для области растяжения V > V0K фор-
мула для холодного давления должна быть мо-
дифицирована, например, путем умножения (6)
на уменьшающуюся функцию удельного объе-
ма. Для области V > V0K была выбрана следу-
ющая зависимость:

pc(V ) =

(
V0K

V

)ε[
C1 + C2

V/V0∫
1

τ−2Γ∞−4/3 ×

× exp

(
− 2(Γ0 − Γ∞)

α
(1 + βT0)τ

α
)
dτ

]
. (7)

Коэффициент ε определяется из условия, что

энергия связи −
∞∫

V0K

pc(V )dV , найденная для хо-

лодного давления в форме (7), совпадает со сво-
им табличным значением Es.

Параметр Грюнайзена в квазигармониче-
ском приближении связан с характеристиче-
ской температурой Дебая θD известным соот-
ношением

Γ = −
(
∂ ln θD
∂ lnV

)
T
. (8)

Интегрируя (8), находим зависимость темпера-
туры Дебая от удельного объема и абсолютной
температуры для области сжатия:

θD(V, T ) = θD0 exp

( V0∫
V

Γ(V, T )

V
dV

)
=

= θD0

(
V0
V

)Γ∞
×

× exp

[
(Γ0 − Γ∞)(1 + βT0)

α(1 + βT )

(
1−

(
V

V0

)α)]
. (9)

Здесь θD0 — константа интегрирования, кото-
рую примем равной температуре Дебая при
нормальных условиях. Зависимость θD(V, T )
для области V > V0 аналогична (9) с заменой
коэффициента α на δ.

Свободная энергия Гельмгольца твердого
тела (изохорно-изотермический потенциал) мо-
жет быть представлена в виде суммы трех сла-
гаемых [1], выражающих вклад холодного сжа-
тия кристаллической решетки, а также тепло-
вых компонент, обусловленных движением ато-
мов и электронов:

F (V, T ) = Fc(V ) + Fa(V, T ) + Fe(V, T ).

Тепловой вклад атомов в твердом теле мо-
жет быть описан теорией Дебая, а влияние
электронов проводимости — простой формулой
[1]. Таким образом, свободную энергию Гельм-
гольца твердого тела можно представить в ви-
де

F (V, T ) = Ec(V ) +

+RT

{
9

8

θD
T

+ 3 ln

[
1− exp

(
−θD

T

)]
−
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−D

(
θD
T

)}
− γ0T

2

2

(
V

V0

)Γe

, (10)

где R — универсальная газовая постоянная,
γ0 — коэффициент электронной теплоемкости,
Γe — аналог функции Грюнайзена для электро-
нов, D(x) — функция Дебая,

D

(
θD
T

)
=

3T 3

θ3D

θD/T∫
0

z3dz

exp z − 1
,

Ec(V ) — холодная энергия вещества,

Ec(V ) = −
V∫

V0K

pc(V )dV.

Величина удельного объема вещества при ну-
левой температуре V0K может быть найде-
на из условия на кривой холодного сжатия
pc(V0K) = 0.

Введем вспомогательную функцию

M(V, T ) = −
(
∂ ln θD
∂ lnT

)
V
,

отражающую зависимость θD от температуры.
Если θD не зависит от температуры, то M = 0.

Зная свободную энергию (10), можно най-
ти давление

p(V, T ) = −∂F

∂V
= pc(V ) +

Γ(V, T )

V
R×

×
[
9

8
θD + 3TD

(
θD
T

)]
+

Γeγ0T
2

2V

(
V

V0

)Γe

, (11)

внутреннюю энергию

E(V, T ) = F −T
∂F

∂T
= Ec(V )+

9

8
(1 +M)RθD+

+ 3(1 +M)RTD

(
θD
T

)
+

γ0T
2

2

(
V

V0

)Γe

, (12)

энтропию

S(V, T ) = −∂F

∂T
=

= R

{
9

8
M

θD
T

+ (3M + 4)D

(
θD
T

)
−

− 3 ln

[
1− exp

(
− θD

T

)]}
+ γ0T

(
V

V0

)Γe

(13)

и другие термодинамические параметры веще-
ства.

Из соотношений (11), (12) видно, что дав-
ление можно представить в форме уравнения
Ми — Грюнайзена

p(V, T ) = pc(V ) +
Γ(V, T )

V (1 +M)
Ea(V, T ) +

+
Γe
V

Ee(V, T ), (14)

где Ea(V, T ) — тепловая энергия атомов,
Ee(V, T ) — тепловая энергия электронов.

Вернемся к формулам (6), (7) для холодной
компоненты давления. Константы интегриро-
вания C1 и C2 в (6), (7) можно определить из
физических условий. Константа C1 находится
из условия, что давление p при нормальных
условиях (T = T0, V = V0) равно атмосфер-
ному давлению p0. Константа C2 находится из
условия, что изотермический модуль объемно-

го сжатия −V

(
∂p

∂V

)
T

при нормальных усло-

виях равен своему экспериментальному значе-
нию KT0. Непрерывность холодного давления
pc(V ) и его производной при переходе от сжа-
тия к растяжению обеспечивает гладкое пове-
дение скорости звука и других физических ве-
личин.

Соотношения (2), (3), (6), (7), (9)–(14)
определяют предлагаемое полуэмпирическое
уравнение состояния конденсированного веще-
ства. Уравнение состояния использует значе-
ния величин при начальных условиях V0, Γ0,
θD0, KT0, p0, T0, а также констант γ0, Γe, Es.

Настоящая модель имеет два свободных
параметра α, β для области сжатия (V < V0).
Параметрами для области растяжения (V >
V0) являются δ, β. Значения свободных пара-
метров α, β, δ определялись из условия согласо-
вания модельных зависимостей с имеющимися
экспериментальными и расчетными данными о
сжимаемости вещества при высоких давлени-
ях и температурах. В качестве опорных дан-
ных при таком сравнении служили кривая хо-
лодного сжатия, нормальная изотерма, а так-
же ударные адиабаты сплошного и пористого
вещества. Принят следующий алгоритм подбо-
ра неизвестных констант. Сначала, используя



С. Д. Гилёв 113

Использованные значения коэффициентов состояния меди

ρ0,
г/см3

Γ0
θD0,
K

KT0,
ГПа

γ0,
кДж/(г ·К2)

Es,
кДж/г

Γe
C1,
ГПа

C2,
ГПа

ε ρ0K,
г/см3

α β,
10−6 K−1

δ

8.93 1.96
[45]

310
[45]

133
[46]

1.09 · 10−8

[45]
5.3
[45]

0.58 −2.232 −8287.69 1.58 9.0706 0.65 1.9 −2

Прим е ч а ни е. Свободные параметры: α, β (для сжатия), δ (для растяжения), Γe (подбирался в области
максимальных давлений по ударной адиабате сплошного вещества).

кривую холодного сжатия pc(V ), находили ко-
эффициент α в предположении β = 0. Далее по
ударной адиабате сплошного вещества подби-
ралось значение β. С помощью найденной вели-
чины β осуществлялся контроль кривой холод-
ного сжатия и нормальной изотермы. Так как
коэффициент β мал, то изменения в этих кри-
вых малозаметны. При необходимости процесс
подбора коэффициентов может быть повторен.

Теоретическое значение коэффициента Γe
при V → 0, следующее из квантово-статис-
тической теории, составляет 2/3, однако при
относительно невысоких степенях сжатия, ре-
ализованных в эксперименте, коэффициент Γe
меньше своего предельного значения [1]. Вели-
чина Γe уточнялась на участке ударной адиа-
баты сплошной меди, соответствующем макси-
мальным давлениям. Поэтому этот коэффици-
ент в области высоких температур также ока-
зывался в некоторой степени подгоночным.

Для области растяжения (V > V0) сво-
бодный параметр δ находился путем сравнения
между модельной кривой и эксперименталь-
ной ударной сжимаемостью вещества с мак-
симальной пористостью. При этом использова-
лось уже найденное значение β.

Табличные и найденные значения кон-
стант меди представлены в таблице.

3. КРИВАЯ ХОЛОДНОГО СЖАТИЯ
И НОРМАЛЬНАЯ ИЗОТЕРМА

На рис. 1 показана кривая холодного сжа-
тия pc(ρ), построенная согласно уравнению (6).
Сравним наши результаты с данными дру-
гих авторов, полученных в рамках квантово-
статистической теории Томаса — Ферми с
поправками [47–49] и ряда полуэмпирических
моделей [28, 34, 42, 44, 50]. Модель Тома-
са — Ферми применима при большой плотно-
сти, когда не сказываются особенности строе-
ния внешних электронных оболочек. Действи-
тельно, при ρ > 40 г/см3 модельная кривая

Рис. 1. Модельная кривая холодного сжатия
(сплошная кривая) и результаты расчетов
других авторов:
1 — [47], 2 — [48], 3 — [49], 4 — [34], 5 — [28]; на
врезке: относительное отклонение модельной кри-
вой от кривой холодного сжатия [44] в зависимо-
сти от относительной плотности ρ/ρ0K, pc — дав-
ление, найденное согласно (6), pcG — давление из
[44]

(6) хорошо согласуется с теоретическими рас-
четами [47–49], выполненными по квантово-
статистической модели с квантовыми и обмен-
ными поправками. В масштабе рисунка мо-
дельная кривая практически сливается с зави-
симостями [42, 44, 50]. На врезке представлено
относительное отклонение давления, получен-
ного согласно (6), от результатов [44]. Из ри-
сунка видно, что отличие модели от [44] лежит
в пределах ±6 % при сжатии в диапазоне от
начального значения плотности до ≈670 г/см3.
Согласие модельной кривой с известными ре-
зультатами [42, 44, 47–50] демонстрирует ка-
чество расчета, достигнутого столь простыми
средствами. При этом результаты расчета по
малопараметрической модели [28] могут до че-
тырех раз отличаться от расчетов [44].



114 Физика горения и взрыва, 2018, т. 54, N-◦ 4

Рис. 2. Модельная изотерма при T = 293 К
(сплошная кривая) и данные экспериментов и
расчетов других авторов (1–5):

эксперимент: 1 — [34], 2 — [51], 3 — [52]; расчет:
4 — [37], 5 — полуэмпирическая модель Калитки-
на [53]; на врезке: относительное отклонение мо-
дельной кривой от изотермы [53] в зависимости
от плотности, p — давление, найденное согласно
(11), pK — давление на изотерме из [53]

На рис. 2 показана нормальная изотерма,
найденная согласно настоящей модели. Здесь
же представлены имеющиеся эксперименталь-
ные данные по сжимаемости меди при комнат-
ной температуре [34, 51, 52], результаты рас-
чета [37] и глобальная изотерма меди, предло-
женная Н. Н. Калиткиным в рамках полуэм-
пирического подхода [53]. Модельная изотерма
хорошо согласуется с известными эксперимен-
тальными и теоретическими данными.

Взяв изотерму Калиткина [53] в качестве
критерия достоверности расчетов, можно полу-
чить представление о степени отличия пред-
сказаний модели от признанных результатов.
На врезке к рис. 2 показано относительное от-
клонение давления для настоящей модели от
[53] в зависимости от плотности вещества. Как
видно из рисунка, разница в давлении, опре-
деляемом по модельной зависимости (11) с ис-
пользованными значениями констант и по мо-
дели [53], не превышает 8 % вплоть до плотно-
сти ρ ≈ 103 г/см3. При плотности ρ = 95 г/см3,
соответствующей максимальному отклонению
модели от [53], погрешность определения плот-
ности составляет 3 %.

4. УДАРНЫЕ АДИАБАТЫ
И КРИВЫЕ РАЗГРУЗКИ

Используя предлагаемое уравнение состо-
яния и уравнение энергии при ударном сжа-
тии

E − E0 =
p+ p0

2

(
m

ρ0
− 1

ρ

)
,

можно рассчитать ударную адиабату веще-
ства. (Здесь m = ρ0/ρ00 — пористость ве-
щества, ρ00 — начальная плотность пористо-
го вещества.) Полагается, что поверхностная
энергия порошка пренебрежимо мала; таким
образом, внутренние энергии единицы массы
порошка и сплошного вещества одинаковы. В
качестве начального состояния при расчетах
ударного сжатия принято состояние вещества
при нормальных условиях (p = p0, T = T0,
ρ = ρ0).

На рис. 3 в переменных давление p —
массовая скорость u представлены эксперимен-
тальные данные по ударному сжатию медных
образцов различной пористости m [54], а так-
же соответствующие модельные зависимости.
Как видно из рисунка, согласие модельных и
экспериментальных данных в таких перемен-
ных очень хорошее.

Рис. 3. Зависимость давления от массовой
скорости для медных образцов различной по-
ристости:
точки— эксперимент [54], сплошные линии— мо-
дель
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На рис. 4 экспериментальные данные и мо-
дельные зависимости приведены в виде зави-
симости давления от плотности p(ρ). Именно
зависимость p(ρ) наиболее показательна и по-
лезна для тестирования возможностей модели.

Сравнение модельных зависимостей с экс-
периментальными данными необходимо прово-
дить с учетом погрешностей ударно-волновых
измерений. Для опытов с образцами пористо-
стью m = 1, 4, 10 на рисунке указаны по-
грешности плотности ударно-сжатого веще-
ства, вычисленные на основе измерения массо-
вых и волновых скоростей с точностью 1.5 %
методом отражения в ударно-волновом экспе-
рименте. Такая точность характерна для тща-
тельно выполненных ударно-волновых измере-
ний [55, 56]. В области экстремально боль-
ших давлений для сплошной меди и в обла-
сти малых давлений для высокопористых об-
разцов массовые и волновые скорости близки.
Поскольку плотность вещества находится че-
рез разность волновой и массовой скоростей,
погрешности плотности оказываются в ука-
занных областях значительными (до 7 % для
сплошного вещества, до 15 % при коэффициен-
те пористости m = 10).

Для высокопористых образцов имеется за-
метное расхождение между модельными за-

Рис. 4. Модельные зависимости ударной сжи-
маемости от плотности (сплошные кривые) и
экспериментальные данные для медных образ-
цов различной плотности [54] (точки):
на врезке: относительное отклонение модельного
давления p от широкодиапазонной ударной адиа-
баты pHK [53] в зависимости от плотности при
m = 1

висимостями и экспериментальными данными
при p < 4 ГПа. По-видимому, это обусловлено
влиянием микроструктуры порошковых образ-
цов, которое не учитывается в данной модели.
В настоящее время отсутствует адекватная фи-
зическая модель для этой области параметров.

На врезке к рис. 4 показано относительное
отклонение ударного давления, найденного по
настоящей модели для сплошной меди, от ши-
рокодиапазонной ударной адиабаты [53]. Как
видно из рисунка, отклонение по давлению не
превышает 3 % вплоть до плотности 31 г/см3,
что характеризует качество данной модели.

В целом, соответствие модельных зависи-
мостей ударной сжимаемости и соответству-
ющих экспериментальных данных можно оце-
нить как удовлетворительное.

С целью тестирования возможностей пред-
лагаемой модели выполнен расчет кривых раз-
грузки ударно-сжатой сплошной меди.Для это-
го использовалось уравнение энтропии (13). На
рис. 5 показаны модельные зависимости дав-
ления от массовой скорости при разгрузке, а
также экспериментальные данные [54]. Отме-
тим, что давление на рис. 5 изменяется на
пять порядков величины. Из рисунка видно,
что модельные зависимости близки к экспери-
ментальным данным. При максимальной ин-

Рис. 5. Зависимость давления от массовой
скорости при разгрузке сплошной меди, сжа-
той в ударной волне:

сплошные кривые — модель, точки — экспери-
мент [54], штриховая линия— модельная ударная
адиабата, пунктирная — зависимость, соответ-
ствующая зеркальному отражению ударной адиа-
баты при p = 1413 ГПа
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тенсивности ударной волны (p = 1413 ГПа)
модельная зависимость при сильной разгруз-
ке дает значение массовой скорости, которое
несколько меньше экспериментального. В то
же время это значение находится в пределах
экспериментальной погрешности, указанной в
оригинальной работе [57]. На том же рисун-
ке пунктиром показана кривая, соответству-
ющая зеркальному отражению ударной адиа-
баты при p = 1413 ГПа. Здесь заметно от-
личие от правила удвоения массовой скорости
при разгрузке [1], справедливого при малых
ударных давлениях. На основании рис. 5 можно
утверждать, что настоящая модель адекватно
описывает разгрузку вещества.

5. ТЕМПЕРАТУРА ДЕБАЯ

Температура Дебая представляет собой
фундаментальный физический параметр, кото-
рый напрямую не может быть найден экспери-
ментально. Соотношение (9) дает зависимость
температуры Дебая от удельного объема и аб-
солютной температуры.

На рис. 6 показана найденная зависимость
температурыДебая от плотности при нормаль-
ной температуре. Здесь же представлены ре-
зультаты расчетов [58]. Из рисунка видно, что
температура Дебая значительно растет при
сжатии. Расчет по формуле (9) качественно со-
гласуется с данными [58], отличаясь от них
лишь на 4 %.

Рис. 6. Зависимость температуры Дебая от
плотности при нормальной температуре:
1 — данные расчетов [58], 2 — настоящая модель

6. ТЕПЛОЕМКОСТЬ
И КОЭФФИЦИЕНТ ЛИНЕЙНОГО РАСШИРЕНИЯ

Теплоемкость кристаллической решетки
при постоянном объеме и при постоянном дав-
лении в приближении Дебая равна соответ-
ственно

cV (T ) = −T

(
∂2F

∂T 2

)
V

≈

≈ 3R

[
4D

(
θD
T

)
− 3θD/T

exp(θD/T )− 1

]
,

cp(T ) = cV (T )(1 + αTV Γ(V, T )T ).

Здесь αTV — объемный коэффициент теплово-
го расширения,

αTV =
1

V

(
∂V

∂T

)
p
≈

≈ 3R
Γ(V, T )

V

1

KT

[
4D

(
θD
T

)
− 3θD/T

exp(θD/T )− 1

]
,

KT — изотермический модуль сжатия, KT =

−V
∂P

∂V
, который может быть найден из (11).

На рис. 7 показаны результаты расчетов
теплоемкости cp, cV вместе с эксперименталь-
ными данными из справочника [59]. Из рисунка

Рис. 7. Зависимость теплоемкости от темпе-
ратуры:
расчет: 1 — зависимость cp(T )/3R, 2, 3 — зависи-
мость cV (T )/3R при ρ = 8.93 и 14.37 г/см3 соот-
ветственно; точки — эксперимент [59]
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видно, что модельная зависимость cp(T ) хоро-
шо согласуется с экспериментальной кривой до
температуры ≈1 000 К. При T = 1500 К ее от-
личие от экспериментальной составляет 9 %.
Приведенные на рисунке кривые cV (T ) соот-
ветствуют плотностям 8.93 и 14.37 г/см3. Эти
значения плотности соответствуют давлениям
10−4 и 200 ГПа при T = 293 К. Из рисунка
видно, что теплоемкость меди существенно за-
висит как от температуры, так и от давления.
Рост давления приводит к уменьшению тепло-
емкости cV , т. е. действует в том же направле-
нии, что и уменьшение температуры.

На рис. 8 показана модельная зависимость
коэффициента линейного расширения αT l =
αTV /3 от температуры вместе со справочны-
ми данными [59, 60]. Модельная кривая каче-
ственно верно описывает экспериментальную
зависимость αT l(T ), хотя разница между моде-
лью и экспериментом растет при увеличении
температуры, достигая 19 % при T = 1200 К.
Отметим, что теплоемкости cp, cV , а также ко-
эффициент теплового расширения αTV опреде-
ляются через первую производную от давле-
ния p(V, T ) или вторую производную от сво-
бодной энергии F (V, T ). Поэтому качественное
согласие модельных и экспериментальных за-
висимостей можно рассматривать как удовле-
творительный результат для рассматриваемой
малопараметрической модели.

Рис. 8. Зависимость коэффициента линейного
расширения от температуры при нормальном
давлении:
1 — модель, 2, 3 — данные из справочников [59] и
[60] соответственно

7. ИЗОЭНТРОПИЧЕСКИЙ МОДУЛЬ СЖАТИЯ
И СКОРОСТЬ ЗВУКА

Для нахождения изоэнтропического моду-

ля сжатия KS = −V

(
∂p

∂V

)
S

использовалось

термодинамическое тождество

KS = V

[
T

cV

(
∂p

∂T

)2

V
−

(
∂p

∂V

)
T

]
,

а также зависимость p(V, T ), задаваемая урав-
нением (11).

На рис. 9 показана найденная зависимость
изоэнтропического модуля сжатия от давления
вместе с экспериментальными данными [2, 61,
62]. Здесь же показана точка, соответствующая
нормальному давлению. Она получена из соот-
ношения KS0 = ρ0C

2
0 , где ρ0, C0 — соответ-

ственно плотность и скорость звука при нор-
мальных условиях. Как видно из рисунка, мо-
дельная зависимость хорошо согласуется с экс-
периментальными данными.

Объемная скорость звука в сжатом веще-
стве находилась по формуле

CB =
√
KS/ρ.

На рис. 10 показана найденная зависи-
мость скорости звука в меди от ударного дав-
ления, а также экспериментальные результа-
ты [2, 61, 62]. Из рисунка видно, что модельная
кривая для объемной скорости звука (сплошная

Рис. 9. Модельная зависимость изоэнтропиче-
ского модуля сжатия от давления (линия) и
данные экспериментов (1–3):

1 — [61], 2 — [2], 3 — [62]; 4 — значение при нор-
мальных условиях
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Рис. 10. Модельная зависимость объемной
скорости звука меди от давления на ударной
адиабате сплошного вещества (сплошная кри-
вая):
результаты измерений: 1 — [61], 2 — [2], 3 —
[62]; 4 — значение скорости звука при нормаль-
ных условиях [59]

кривая) неплохо описывает экспериментальные
данные.

8. КРИВАЯ ПЛАВЛЕНИЯ

Для нахождения кривой плавления вос-
пользуемся уравнением Линдемана — Гилвар-
ри для дебаевской модели твердого тела в фор-
ме [3]

Tm = Tm0

(
ρm0

ρm

)2/3( θDm

θDm0

)2

, (15)

где Tm0 — температура плавления при нор-
мальном давлении p0; θDm0 — температура Де-
бая при плавлении и давлении p0; ρm0 и ρm —
плотность расплава при Tm0 и Tm соответ-
ственно; θDm и Tm — соответственно темпера-
тура Дебая и температура плавления при дав-
лении p. Формула (15) получена в предполо-
жении, что плавление происходит, когда ам-
плитуда колебаний достигает половины меж-
атомного расстояния в кристалле. Соотноше-
ние (15) не является строгим критерием плав-
ления [63], но часто используется для каче-
ственных оценок в области высоких давлений.
Уравнение (15) вместе с зависимостью для тем-
пературы Дебая (9) позволяет для известных
Tm0 (Tm0 = 1356 K [59]) и ρm0 (значение ρm0 =
8.416 г/см3 получено из модели при T = Tm0)

Рис. 11. Модельная кривая плавления меди
(сплошная кривая) и данные экспериментов и
расчетов других авторов (1–5):

эксперимент: 1 — [64], 2 — [65]; расчет: 3 — [68],
4 — [66], 5 — [67]

найти кривую плавления. Модельная зависи-
мость температуры плавления от давления по-
казана на рис. 11 сплошной линией. Здесь же
представлены экспериментальные данные [64,
65] и результаты расчетов из первых принци-
пов [66–68]. Имея в виду качественный харак-
тер формулы (15), согласие между полученной
модельной зависимостью и экспериментальны-
ми данными [64, 65] можно оценить как хоро-
шее. Во всяком случае модельная зависимость,
основанная на формуле (1), описывает экспе-
риментальные данные не хуже, чем сложные
модели [66–68].

9. ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ

Полученные результаты показывают, что
малопараметрическое уравнение состояния, ос-
новывающееся на зависимости коэффициента
Грюнайзена от удельного объема и температу-
ры в форме (1), позволяет описать достаточно
большую область физических состояний меди
и ее разнообразные свойства. Модель удовле-
творительно описывает кривую холодного сжа-
тия и нормальную изотерму (до сжатия в ≈100
раз), ударные адиабаты сплошного и пористого
вещества в широких диапазонах давления (до
20 ТПа), плотности (3.7÷ 31 г/см3) и внутрен-
ней энергии (до 830 кДж/г), кривую разгрузки
первоначально сжатого вещества, зависимость
изоэнтропического модуля объемного сжатия и
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объемной скорости звука от давления, кривую
плавления.

Построенное уравнение состояния являет-
ся термодинамически полным и согласован-
ным.Используя коэффициент Грюнайзена в ви-
де (1), холодное давление в виде (6), (7), сво-
бодную энергию в виде (10), можно найти все
термодинамические параметры состояния ве-
щества, в том числе не поддающиеся прямым
измерениям (например, температура Дебая).

Существенное отличие настоящей модели
от малопараметрической модели [28, 29] состо-
ит в значительном расширении диапазона фи-
зических параметров в области сильного сжа-
тия и высоких температур: примерно в 30 раз
по плотности, на 4 порядка величины по дав-
лению и удельной внутренней энергии. Суще-
ственно, что предлагаемая модель описывает
ударные адиабаты в области расширенного ве-
щества, где модель [28, 29] не «работает».

В настоящей работе для связи холодно-
го давления с коэффициентом Грюнайзена ис-
пользовалось уравнение Слэтера — Ландау.
При более широком подходе коэффициент t в
уравнении (4) можно рассматривать как допол-
нительный свободный параметр модели. Ана-
лиз показал, что применение уравнений Дугда-
ла — Мак-Доналда или Зубарева — Ващенко
вместо уравнения Слэтера — Ландау не при-
водит к явному улучшению согласования моде-
ли с известными данными. По этой причине в
данной работе была выбрана модельная зависи-
мость Слэтера— Ландау как наиболее простая
и физически прозрачная.

Обсудим вопрос о точности полученных
модельных зависимостей. Из § 3, 4 следует, что
максимальная погрешность расчета давления
на кривой холодного сжатия меди составила
6 % (ρ � 670 г/см3), на нормальной изотер-
ме — 8 % (ρ < 103 г/см3), на ударной адиа-
бате сплошной меди — 3 % (ρ < 31 г/см3).
Как ясно из врезок на рис. 1, 2, при ограни-
чении диапазона изменения плотности погреш-
ность расчетов уменьшается. Дополнительная
возможность состоит в вариации изотермиче-
ского модуля объемного сжатия KT0, который
выше принимался равным своему эксперимен-
тальному значению при нормальных условиях.
При небольшом изменении параметра KT0 (до
142 ГПа) отклонение давления на нормальной
изотерме от опорной зависимости [53] умень-
шается до 3 % (при ρ < 25 г/см3).

Естественно, построенное уравнение со-

стояния не может конкурировать по точности
и рабочему диапазону с широкодиапазонны-
ми уравнениями состояния, имеющими 20÷ 30
свободных параметров. Вместе с тем приведен-
ные выше погрешности приемлемы для мало-
параметрического уравнения состояния.

В заключение необходимо указать дру-
гие ограничения настоящей модели. Модель
не описывает фазовые переходы и не может
быть использована для нахождения парамет-
ров, которые сильно зависят от структуры ве-
щества. Модель достаточно грубо описывает
область сильно расширенного вещества. Пара-
метр δ в зависимости коэффициента Грюнай-
зена Γ(V, T ) для области V > V0 найден по
ударной адиабате высокопористого вещества.
Как указывалось выше, погрешность экспери-
ментального определения плотности для таких
материалов значительна, поэтому точность на-
хождения δ, по-видимому, невелика. Для расче-
та ударной сжимаемости высокопористых ма-
териалов это обстоятельство не столь важ-
но, так как определяющим фактором в этом
случае является влияние температуры. Вклад
температурного нагрева в давление и внутрен-
нюю энергию существенно больше вклада со-
ответствующих холодных компонент. В то же
время при моделировании холодного вещества
или теплой плотной плазмы (малые плотности,
малые давления, большие значения внутрен-
ней энергии) погрешность определения δ может
оказаться уже неприемлемо большой. Далее,
для экстремальных удельных объемов (V � V0
и V � V0) и больших температур приближе-
ние Дебая не «работает», поэтому в этих обла-
стях расчеты по модели нужно рассматривать
как оценочные. Отмеченные недостатки явля-
ются своеобразной платой за простоту модели
и небольшое число ее параметров.

Выполненный анализ показал, что разра-
ботанная модель может быть полезна для мо-
делирования высокоскоростных процессов в об-
ласти больших плотностей энергии.
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