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Определяются T -напряжения в окрестности надреза V-образной формы на поверхности
трубопровода, находящегося под действием внутреннего давления. С использованием
метода конечных элементов и коммерческого пакета Castem2000 определяется напря-
женное состояние в окрестности вершины надреза V-образной формы. Задача решается
для различных значений безразмерной глубины надреза. В отличие от случая трещины
T -напряжения в случае надреза не являются постоянными, а зависят от расстояния от
вершины надреза. Для оценки T -напряжений в окрестности надреза предложен новый
метод, основанный на объемном методе Плювинажа. Метод заключается в осреднении
T -напряжений по отрезку эффективной длины, расположенному перед вершиной надре-
за. Длина этого отрезка определяется точкой минимума градиента напряжений в зоне
разрушения. Данный подход позволяет количественно оценить стесненность деформа-
ций в окрестности надреза при различной геометрии надреза и различных условиях на-
гружения, а также с использованием двухпараметрической механики разрушения опре-
делить траекторию движения трещины при смешанных режимах нагружения.
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Введение. В последнее время в механике разрушения разрабатываются новые ме-
тоды, позволяющие использовать данные, полученные в экспериментах на образцах, для
построения критериев разрушения конструкций с трещинами произвольной геометрии,
находящихся под воздействием нагрузок различных видов [1].

Результаты статистических [2] и экспериментальных [3–6] исследований подтвержда-
ют обоснованность новых подходов и показывают, что учет зависимости трещиностой-
кости (вязкости разрушения) от геометрических параметров позволяет описать процесс
разрушения более точно, чем при использовании методов традиционной линейной механи-
ки разрушения.
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Задача определения трещиностойкости существенно усложняется при использовании

нестандартных образцов, поскольку в этом случае необходимы экспериментальные дан-
ные, полученные для образцов конкретной геометрии. Это способствует развитию методов,
позволяющих оценить трещиностойкость конструкций различной геометрии при различ-
ных видах их нагружения [7]. Предположение о том, что сопротивление развитию трещи-
ны характеризуется коэффициентом интенсивности напряжений, основано на следующем
представлении поля напряжений в окрестности вершины трещины:

K = σij

√
2πr fij(θ), r → 0. (1)

Здесь K — коэффициент интенсивности напряжений; fij(θ) — функции, зависящие от
полярного угла θ полярной системы координат (r, θ) с началом в вершине трещины. Со-
отношение (1) получено с использованием линейной теории упругости и позволяет найти
бесконечные напряжения в вершине трещины. Область, в которой справедливо соотноше-
ние (1), будем называть K-доминантной зоной, размер которой зависит от геометрии и
размера образца, длины трещины, способа нагружения образца.

В действительности вблизи вершины трещины всегда существует область конечных

пластических деформаций, в которой накапливаются повреждения. В этой области напря-
жения не удовлетворяют соотношению (1) и стремятся к некоторым конечным значениям,
зависящим от степени поврежденности материала.

Наиболее общим способом моделирования напряженно-деформированного состояния
в окрестности вершины трещины является метод конечных элементов. При этом необхо-
димо измельчение конечных элементов вблизи вершины трещины. Главной задачей при
численном моделировании является установление закономерностей распределения напря-
жений в окрестности вершины трещины, для того чтобы оценить вклад в распределение
напряжений низших членов асимптотического разложения.

В работах [8–10] высшие члены в асимптотическом разложении заменяются имеющим
физический смысл параметром — Txx-напряжениями (T -напряжениями). Эти напряжения
определяются как постоянные напряжения, действующие в направлении x в плоскости,
параллельной плоскости трещины. Величина этих напряжений пропорциональна номи-
нальному напряжению вблизи трещины:

K ≈ σij

√
2πr fij(θ)− T

√
2πr δ1iδ1j , r → 0. (2)

Несингулярный член T в разложении (2) представляет собой растягивающее (сжимающее)
напряжение. В случае положительных T -напряжений отличие трехосного напряженного
состояния вблизи вершины трещины от одноосного увеличивается и как следствие увели-
чивается стесненность деформаций; в случае отрицательных T -напряжений отличие трех-
осного напряженного состояния от одноосного уменьшается, поэтому уменьшается стес-
ненность деформаций. Следует отметить, что T -напряжения характеризуют локальное по-
ле напряжений вблизи вершины трещины для линейно-упругого материала. Результаты
многочисленных исследований показывают, что T -напряжения оказывают существенное
влияние на направление и устойчивость движения трещины, стесненность деформации в
окрестности ее вершины, трещиностойкость.

В ряде работ коэффициент интенсивности напряжений и прочность трубопровода

определяются с учетом T -напряжений в окрестности вершины трещины. В настоящей

работе строится механика разрушения в окрестности надреза в трубопроводе, находящем-
ся под действием внутреннего давления. Предлагаемый метод основан на объемном методе
Плювинажа [11], согласно которому разрушение происходит в мезообъеме вблизи верши-
ны надреза. Данное предположение подтверждается тем, что сопротивление разрушению
зависит от типа нагружения, геометрии конструкции и масштабного эффекта.
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Рис. 1. Распределение напряжений раскрытия вдоль вершины надреза:
1 — надрез, 2 — зона больших напряжений, 3 — зона разрушения; I–III — зоны, ха-
рактеризующие поведение зависимости σyy(r); тонкая сплошная линия — σyy = Ar−1/2

Критерии разрушения, основанные только на максимальном значении напряжения, не
учитывают влияние указанных выше факторов на сопротивление разрушению. Необходи-
мо учитывать не только величину напряжения, но и градиент напряжений в объеме, в
котором происходит разрушение. Предполагается, что этот объем имеет квазицилиндри-
ческую форму, в нем имеется зона пластических деформаций аналогичной формы. Диаметр
этого цилиндра называется эффективным расстоянием. Локальный критерий разруше-
ния можно сформулировать с использованием двух параметров: эффективного расстояния
Xeff и эффективного напряжения σeff . Графическая интерпретация локального критерия
разрушения представлена на рис. 1, на котором приведена зависимость напряжений, нор-
мальных к плоскости разреза, от расстояния от вершины надреза. Для определения Xeff

используется графическая процедура. Установлено, что эффективное расстояние зависит
от максимального значения относительного градиента напряжений χ. (Эффективное рас-
стояние — расстояние от вершины надреза до точки, начиная с которой относительный
градиент напряжений увеличивается (рис. 2).) Распределение напряжений в окрестности
надреза вычислялось с использованием метода конечных элементов и модели плоской де-
формации.

Зависимость относительного градиента напряжений от расстояния r

χ(r) =
1

σyy(r)

∂σyy(r)

∂r
(3)

приведена на рис. 2 в двойных логарифмических координатах. В выражении (3) χ(r) — от-
носительный градиент напряжений; σyy(r) — максимальное главное напряжение (напря-
жение раскрытия трещины). Относительный градиент напряжений характеризует сте-
пень концентрации напряжений в окрестности вершины надреза или трещины. Однако
характер распределения напряжений не является единственным параметром, определяю-
щим разрушение в окрестности надреза. Расстояние от вершины надреза до точки ми-
нимума относительного градиента напряжений в двойных логарифмических координатах

принимается в качестве эффективного расстояния и является виртуальной длиной трещи-
ны. Эффективное напряжение определяется как осредненное по эффективному расстоянию
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Рис. 2. К процедуре определения эффективных напряжений и эффективного

расстояния с использованием объемного метода:
1 — надрез, 2 — зона разрушения, 3 — распределение T -напряжений вдоль верши-
ны надреза, 4 — распределение относительного градиента напряжений; I–III — зо-
ны, характеризующие поведение зависимости σyy(r); тонкая сплошная линия — Kρ =
σeff

√
2πXeff

значение нормальных напряжений:

σeff =
1

Xeff

Xeff∫
0

σyy(r)Φ(r) dr. (4)

В (4) Φ(r) — весовая функция, в качестве которой можно использовать единичную весовую
функцию или функцию Петерсона. При использовании единичной весовой функции полу-
чаем осредненное значение напряжений, при использовании весовой функции Петерсона—
напряжение в точке, расположенной на некотором расстоянии от вершины надреза, при
этом численного интегрирования не требуется. В случае надреза коэффициент интенсив-
ности напряжений определяется как функция эффективного напряжения и эффективного

расстояния:

Kρ = σeff

√
2πXeff .

В данном случае коэффициент интенсивности напряжений Kρ рассматривается в каче-

стве величины трещиностойкости и имеет размерность МПа·м1/2. Эффективное расстоя-
ние Xeff равно расстоянию от вершины надреза до левой границы зоны II (см. рис. 2).

1. Определение T -напряжений в окрестности надреза. Существуют различные
методы определения T -напряжений в образце с трещиной. В работе [12] T -напряжение
вычисляется как разность напряжения раскрытия σyy и напряжения σxx, действующего
в направлении, параллельном плоскости трещины. Как правило, эти напряжения вычис-
ляются с помощью метода конечных элементов на линии продолжения трещины. В [13]
T -напряжение определяется как значение напряжения σxx на линии θ = 180◦ в направле-
нии, противоположном направлению распространения трещины, на которой это напряже-
ние является постоянным. В работе [14] T -напряжения определялись методом конечных
элементов, сформулированным в смещениях, и получено постоянное распределение на-
пряжений на линии продолжения трещины. В [15] T -напряжения получены в результате



202 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2017. Т. 58, N-◦ 3

à á

Ux=0, Uy=0

Uy=0

o=22,5o

r=0,25

t
D P

a

x

y

Рис. 3. Двумерная конечноэлементная сетка (а) и краевые условия (б), исполь-
зованные при численном моделировании напряжений в трубке с трещиной

суперпозиции напряжений в образце без трещины и напряжений в образце с поверхностной

трещиной, нагруженном распределенным давлением.
1.1. Метод вычислений. В данной работе T -напряжения вычисляются с использова-

нием метода разностей напряжений. T -напряжения вычисляются вдоль прямой θ = 0◦.
Рассматривается цилиндр толщиной 10 мм, длиной 40 мм, находящийся под действием
внутреннего давления, с поверхностным продольным надрезом V-образной формы (рис. 3).
Исследуется влияние на T -напряжения и коэффициент интенсивности напряжений трех
параметров: отношения внутреннего радиуса цилиндра к его толщине Ri/t, отношения
глубины надреза к толщине цилиндра a/t и давления P . Задача решается для четырех
значений параметра Ri/t = 5, 10, 20, 40, четырех значений параметра a/t = 0,10 ÷ 0,75,
четырех значений P = 2÷ 5 МПа.

Двумерная задача о плоской деформации решается с использованием метода конеч-
ных элементов и пакета Castem2000. В силу симметрии рассматривается половина об-
разца. Расчетная сетка состоит из 31 485 изопараметрических треугольных элементов и
63 526 узлов. Используется веерообразная сетка со сгущением узлов вблизи надреза. При
дальнейшем измельчении сетки результаты расчетов изменяются не более чем на 1 %.
Используются краевые условия, соответствующие свободному опиранию торцов трубки, и
условия симметрии задачи. Проводится анализ двумерного поля напряжений в окрестно-
сти надреза.

1.2. Распределение T -напряжений перед вершиной надреза. На рис. 4 приведены за-
висимости нормального напряжения отрыва от расстояния от вершины надреза r при
Ri/t = 5 и различных значениях глубины надреза (σα = P0Ri/t; P0 — отсчетное давле-
ние, соответствующее безразмерной глубине надреза a/t = 0,1). Вычисленные напряже-
ния представлены в безразмерной форме, соответствующей разложению в ряды Вильям-



О. Буледруа, А. Элазизи, М. Хадж Мельяни и др. 203

log(syy/sa)

(syy/sa)eff

III

II

I

log(r/t)(r/t)eff 10-110-2
10-2

10-1

1

10

10-310-4

4

1
2
3

Рис. 4. Зависимость нормальных напряжений отрыва от расстояния от верши-
ны надреза при P = 4 МПа, Ri/t = 5 и различных значениях a/t:
1 — a/t = 0,1, 2 — a/t = 0,3, 3 — a/t = 0,5, 4 — a/t = 0,75; I–III — зоны, характеризу-
ющие поведение зависимости σyy(r)

са [16]. Выражения для напряжений, соответствующие раскрытию по моде I, имеют вид

σyy = A1/
√

r + A3
√

r + A5

√
r3. Первое слагаемое представляет собой сингулярную со-

ставляющую напряжения с особенностью r−0,5, второе и третье слагаемые представляют
собой несингулярные составляющие. Первый член является доминирующим вблизи вер-
шины надреза (при малых значениях r).

При удалении от вершины второе и третье слагаемые становятся доминирующими и

одночленное представление напряжения отрыва становится несправедливым (см. рис. 4).
Безразмерное напряжение уменьшается при r/t > (r/t)eff , что обусловлено влиянием вто-
рого члена и членов более высокого порядка ((r/t)eff — эффективное расстояние).

На рис. 5 приведены распределения T -напряжений в случае продольного надреза на
поверхности трубки, находящейся под действием внутреннего давления. Установлено, что
на линии продолжения надреза T -напряжения являются отрицательными (сжимающими)
при a/t < 0,5 и любых значениях давления и диаметра трубки [17], положительными (рас-
тягивающими) — при a/t > 0,5. T -напряжения, определяемые методом разностей напря-
жений (данный метод подвергался критике в работах [13, 14]), не являются постоянными,
за исключением случаев неглубоких надрезов [17–19].

В таблице приведены результаты вычислений, полученные в данной работе с помощью
метода конечных элементов и в работе [20]. В случае неглубоких надрезов результаты

вычислений различаются приблизительно на 3,74 %, в случае глубоких — на 5,45 %.
1.3. Осреднение T -напряжений по эффективному расстоянию. Для того чтобы учесть

влияние нескольких параметров на распределение T -напряжений вдоль линии продолже-
ния надреза, предложена модификация формулы Вильямса.

На рис. 6 представлено распределение T -напряжений вдоль линии продолжения надре-
за, полученное с использованием метода разностей напряжений. Уравнение сглаживающей
кривой имеет следующий вид:

Txx(x) =
n∑

i=0

aix
i. (5)
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Рис. 5. Распределение T -напряжений при наличии продольного надреза на по-
верхности трубы при Ri/t = 20 и различных значениях внутреннего давления
и глубины надреза:
а — a/t = 0,1, б — a/t = 0,75; 1 — P = 2 МПа, 2 — P = 3 МПа, 3 — P = 4 МПа, 4 —
P = 5 МПа

Значения T -напряжений, полученные с использованием методов,
предложенных в настоящей работе и работе [20], при P = 2 МПа, Ri/t = 5÷ 40, a/t = 0,10÷ 0,75

Ri/t a/t

Данная работа Работа [20] Погрешность

Xeff ,
мм

Teff ,
МПа

Kρ,
МПа ·м1/2

Xeff ,
мм

Teff ,
МПа

Kρ,
МПа ·м1/2

∆Teff
, % ∆Kρ , %

5

0,10 0,031 26 −3,4545 0,064 05 0,037 72 −3,4467 0,066 45 0,225 79 3,747 07
0,30 0,023 81 −8,5409 0,169 08 0,028 10 −8,4798 0,168 69 0,715 38 0,230 66
0,50 0,019 45 −7,4988 0,327 85 0,023 27 −7,1350 0,329 43 4,851 44 0,481 93
0,75 0,017 13 −10,0980 0,701 12 0,022 40 −9,5470 0,702 85 5,456 53 0,246 75

10

0,10 0,031 25 −7,2266 0,133 76 0,037 72 −7,2001 0,138 97 0,366 70 3,895 04
0,30 0,019 51 −21,2456 0,348 35 0,023 81 −21,2024 0,359 14 0,203 34 3,097 46
0,50 0,019 45 −38,5540 0,731 81 0,023 27 −38,2130 0,736 30 0,884 47 0,613 55
0,75 0,022 40 −71,0980 1,839 64 0,030 23 −67,5990 1,848 49 4,921 38 0,481 07

20

0,10 0,031 25 −14,6845 0,273 61 0,037 72 −14,6438 0,283 02 0,277 16 3,439 20
0,30 0,019 51 −44,2340 0,721 04 0,023 80 −43,9390 0,743 63 0,666 91 3,132 97
0,50 0,019 45 −82,5740 1,566 81 0,023 27 −81,5880 1,574 96 1,194 08 0,520 17
0,75 0,022 40 −73,3420 4,487 48 0,030 23 −71,8200 4,612 26 2,075 21 2,780 63

40

0,10 0,025 46 −32,9345 0,529 05 0,031 25 −32,8837 0,553 50 0,154 25 4,621 49
0,30 0,019 51 −90,3205 1,467 20 0,023 80 −89,5230 1,514 65 0,882 97 3,234 05
0,50 0,019 45 −172,3410 3,260 49 0,023 27 −169,5100 3,272 51 1,642 67 0,368 66
0,75 0,022 40 −385,4983 10,403 14 0,030 23 −377,8300 10,438 24 1,989 19 0,337 40
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Рис. 6. Схема определения эффективного T -напряжения с помощью осреднения
по эффективному расстоянию:
1 — надрез, 2 — распределение напряжений вдоль вершины надреза, 3 — распределение

относительного градиента напряжений; 4 — Txx = Ar−α

Для градиента T -напряжений получаем

χ(x) =
1

Txx(x)

dTxx(x)

dx
=

n∑
i=0

iaix
i−1

/ n∑
i=0

aix
i.

Весовую функцию примем в виде

ϕ(x) = 1− x

n∑
i=0

iaix
i−1

/ n∑
i=0

aix
i. (6)

Выражение для эффективного расстояния вблизи вершины надреза можно получить с

помощью разложения Тейлора. Это расстояние соответствует точке минимума градиента
T -напряжений:

dχ(x)

dx
= 0. (7)

Из (6), (7) для определения эффективного расстояния получаем

dχ

dx
=

n∑
i=0

(aii
2xi−2 − aiix

i−2)
/ n∑

i=0

aix
i −

n∑
i=0

aiix
i−1

/ ( n∑
i=0

aix
i
)2

= 0. (8)

Осредняя T -напряжения по эффективному расстоянию, для эффективного T -напряжения
находим

Teff =
1

Xeff

Xeff∫
0

Txx(r)Φ(r) dr,

где T = Txx = (σxx − σyy)
∣∣
θ=0

— T -напряжения, действующие на линии продолжения
надреза в направлении x.

Зависимости, полученные с использованием рассмотренного метода для вычисления
эффективного T -напряжения, приведены на рис. 7–9. Распределения T -напряжений пред-
ставлены в двойных логарифмических координатах для трубки диаметром Ri/t = 20 при
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Рис. 7. Распределение T -напряжений вдоль трубки, находящейся под действием
внутреннего давления, при R/t = 20, a/t = 0,5:
1 — P = 2 МПа, 2 — P = 3 МПа, 3 — P = 4 МПа, 4 — P = 5 МПа; I–III — зоны,
характеризующие поведение зависимости T (r)

Рис. 8. Полиномиальные аппроксимирующие кривые (1 — T =
n∑

i=0

aix
i, 2 —

Txx = Ar−α) T -напряжений в трубке, находящейся под действием внутреннего
давления:
точки — результаты численных расчетов при P = 5 МПа, Ri/t = 20, a/t = 0,5 (3 —
в зоне разрушения, 4 — вдали от вершины надреза)
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Рис. 9. Распределение градиента T -напряжений, вычисленного по уравне-
нию (8), при P = 5 МПа, Ri/t = 20, a/t = 0,5:
1 — T -напряжения вдоль продолжения линии трещины, 2 — T -напряжения для аппрок-
симации, 3 — относительный градиент напряжений, 4 — полиномиальная аппроксима-
ция T -напряжений
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Рис. 10. Геометрия образца дугообразной формы (а) и распределение T -напря-
жений в нем при различных значениях a/w (б):
1 — a/w = 0,1, 2 — a/w = 0,2, 3 — a/w = 0,3, 4 — a/w = 0,4, 5 — a/w = 0,5, 6 —
a/w = 0,6, 7 — a/w = 0,7

_250

_200

_150

_100

_50

0
1

2
3

0

5

10

15

20

25

30

35
c, ìì-1

logr110-110-2

Xeff=0,2762 ìì

Teff=_8,009 ÌÏà

T0=_8,635 ÌÏà

T, ÌÏà

Рис. 11. Распределения напряжения T0 [23] и T -напряжения в дугообразном
образце:
1 — линейная аппроксимация, 2 — напряжения T0, T , 3 — градиент напряжения

наличии на ее поверхности одного надреза глубиной a/t = 0,5. Внутреннее давление из-
менялось в диапазоне P = 2 ÷ 5 МПа. На рис. 7 показано распределение T -напряжений,
на рис. 8 — аппроксимация T -напряжений в соответствии с уравнением (5), на рис. 9
приведено распределение градиента напряжений в соответствии с уравнением (8).

2. Вычисление эффективных T -напряжений в образце дугообразной фор-
мы.Метод осреднения использовался также для определения эффективных T -напряжений
в образце дугообразной формы с надрезом V-образной формы с радиусом закругления в
вершине надреза ρ = 0,25 мм. Безразмерная глубина надреза a/t = 0,1÷ 0,7.

Как и в трубке, в образце дугообразной формы в случае коротких надрезов T -напря-
жения стремятся к постоянному значению на некотором расстоянии от вершины надреза.
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В случае длинных надрезов T -напряжения увеличиваются по линейному закону, за исклю-
чением окрестности вершины надреза (рис. 10). Полученные результаты подтверждаются
результатами других исследований [21, 22]. Распределение эффективных T -напряжений,
вычисленных с помощью предложенного метода, приведено на рис. 11. Следует отметить,
что результаты, полученные в данной работе, согласуются с результатами, полученными
с помощью метода, предложенного в работе [23], в которой предполагалось, что T -напря-
жения можно аппроксимировать соотношением

T (x) = T0 + λ(x/a).

Напряжение T0 можно получить с помощью экстраполяции на интервал r > 0 и рассмат-
ривать в качестве эффективного напряжения.

Заключение. С использованием решения Вильямса исследовано распределение на-
пряжений на линии продолжения надреза. Установлено, что T -напряжения не являются
постоянными в образце как цилиндрической, так и дугообразной формы. Также установле-
но, что несингулярные члены оказывают существенное влияние на распределение напря-
жений вдали от вершины надреза. Введено понятие эффективных T -напряжений, являю-
щихся осреднением T -напряжений по эффективному расстоянию. Понятие T -напряжений
при наличии в образце трещины обобщено на случай наличия в образце надреза.
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