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На основе безмоментной теории оболочек и модели идеально жесткопластического мате-
риала, удовлетворяющего условию текучести Мизеса и ассоциированному закону тече-
ния, построено решение задачи о напряженно-деформированном состоянии при осесим-
метричном установившемся деформировании тонкостенных труб. Полученное решение
используется совместно с эмпирическим соотношением, устанавливающим связь между
деформированным состоянием в произвольной точке свободной поверхности и парамет-
рами шероховатости поверхности в той же точке, для определения влияния некоторых
параметров процессов обжатия труб на параметры шероховатости поверхности в изде-
лии. Особенностью используемого эмпирического соотношения является предположение
о зависимости параметров шероховатости свободной поверхности от двух независимых
кинематических переменных.
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Для совершенствования технологий производства миниатюрных изделий методами

обработки давлением, в частности безоправочного волочения [1, 2], требуется разработка
новых теоретических и экспериментальных подходов к исследованию шероховатости сво-
бодной поверхности при таком деформировании. Если толщина изделия достаточно мала,
то шероховатость поверхности характеризует концентраторы напряжений и деформаций,
которые могут инициировать разрушение в процессе обработки. Обзор исследований, вы-
полненных к настоящему времени в этой области, приведен в [3]. При использовании фено-
менологического подхода для изучения шероховатости поверхности при ее обработке дав-
лением применяются эмпирические соотношения, в частности эмпирическое соотношение
[4–7], связывающее приращение параметров шероховатости свободной поверхности и эк-
вивалентную деформацию. Согласно результатам анализа большого количества независи-
мых экспериментальных данных, выполненного в [8], в большинстве случаев недостаточно
считать, что шероховатость свободной поверхности определяется только эквивалентной
деформацией. Поэтому в [8] предложено и обосновано новое эмпирическое соотношение,
устанавливающее зависимость параметров шероховатости свободной поверхности от эк-
вивалентной деформации и деформации в направлении нормали к поверхности. Результа-
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Рис. 1. Схема стационарного течения оболочки:
1 — пластическая зона, 2, 3 — жесткие зоны, 4, 5 — границы между жесткими и

пластическими зонами

ты, полученные на основе этого эмпирического соотношения, согласуются с результатами
расчетов по теории кристаллографической пластичности, приведенными в [9].

В данной работе с использованием общего эмпирического соотношения для парамет-
ров шероховатости свободной поверхности, предложенного в [8], и результатов работы [9],
позволяющих конкретизировать эмпирическое соотношение, исследуется влияние пара-
метров процессов обжатия труб на величину шероховатости свободной поверхности в из-
делии.

1. Постановка задачи и основные предположения. Рассмотрим тонкостенную
осесимметричную оболочку, находящуюся в состоянии стационарного жесткопластическо-
го течения. Предполагается, что применима безмоментная теория оболочек. Пластическая
зона расположена между жесткими зонами, которые перемещаются вдоль оси симмет-
рии. Скорость одной из жестких зон задана. Величина этой скорости не существенна для
материалов, сопротивление которых не зависит от скорости деформирования. Упругими
деформациями в пластической зоне пренебрегается. Оболочка представляется в виде гео-
метрической поверхности, причем ее форма и границы между жесткими и пластическими
зонами полностью определяются формой инструмента. С учетом принятых предположе-
ний границы между жесткими и пластическими зонами представляют собой две точки

в произвольной меридиональной плоскости (рис. 1). На рис. 1 ϕ — угловая координата,
R1 — радиус кривизны в меридиональной плоскости (один из главных радиусов кривизны
оболочки), r, z — радиальная и осевая координаты цилиндрической системы координат,
ось z которой совпадает с осью симметрии процесса, n — единичный вектор нормали,
s — единичный вектор касательной, ur — радиальная скорость, us — проекция вектора

скорости на направление вектора s. Очевидно, что величина вектора скорости равна |us|.
Второй главный радиус кривизны оболочки определяется формулой

R2 = r/ sinϕ. (1)

При анализе процессов листовой обработки металлов давлением во многих работах приме-
нялась безмоментная теория оболочек (см., например, [10–15]). В [15] приведен обзор иссле-
дований, выполненных с использованием этой теории. Одно из основных предположений
состоит в том, что главное напряжение σ3, действующее на площадке с нормалью n, имеет
порядок давления стенки инструмента на поверхность оболочки и его величина значитель-
но меньше величины остальных двух главных напряжений. В частности, напряжение σ3

не влияет на переход материала в пластическое состояние, поэтому в условии текучести
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полагается

σ3 = 0. (2)

С учетом сделанных предположений уравнения равновесия принимают вид [10]

σ1

R1
+
σ2

R2
= −σ

h
,

d

ds
(rhσ1 sinϕ) = −rσ cosϕ, (3)

где σ1 — главное напряжение на площадке с нормалью, направление которой совпадает
с направлением вектора s; σ2 — окружное напряжение; σ — давление стенки инструмента

на поверхность оболочки (σ > 0, если направление соответствующего вектора противопо-
ложно направлению вектора n); h — толщина стенки трубы. Кроме того,

ds = R1 dϕ. (4)

Из геометрии задачи (см. рис. 1) следует

R1 cosϕdϕ = dr. (5)

2.Определяющие уравнения.Примем модель идеально жесткопластического мате-
риала, удовлетворяющего условию текучести Мизеса и ассоциированному закону течения.
С учетом (2) условие текучести записывается в виде

σ2
1 + σ2

2 − σ1σ2 = σ2
0, (6)

где σ0 — предел текучести при одноосном растяжении, являющийся постоянной величи-
ной. Уравнения ассоциированного закона течения сводятся к соотношениям [16]

ξ1 + ξ2 + ξ3 = 0,
ξ2
ξ1

=
2σ2 − σ1

2σ1 − σ2
, (7)

где ξ1, ξ2, ξ3 — главные скорости деформации, причем ξ2 — окружная скорость деформа-
ции. Тогда, учитывая установившийся характер течения, имеем

ξ1 =
dus

ds
, ξ2 =

ur

r
, ξ3 =

us

h

dh

ds
. (8)

Из геометрии задачи (см. рис. 1) следует

ur = us cosϕ. (9)

Эмпирическое соотношение для параметров шероховатости свободной поверхности, пред-
ложенное в [8], имеет вид

∆R

ag
= εeqΩ

( εn
εeq

)
, (10)

где ∆R — приращение параметра шероховатости свободной поверхности (Rz или Ra);
ag — средний размер зерна; εeq — эквивалентная деформация; εn — логарифмическая

деформация в направлении нормали к свободной поверхности, параметры шероховатости
которой вычисляются; Ω — достаточно произвольная функция аргумента εn/εeq, определя-
емая экспериментальным или расчетным путем. В рассматриваемом случае эквивалентная
деформация вычисляется из уравнения

us
dεeq
ds

= ξeq, (11)

где ξeq — эквивалентная скорость деформации:

ξeq =
√

2/3 (ξ21 + ξ22 + ξ23)1/2. (12)
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Зависимость приращения

параметра шероховатости

от отношения εn/εeq

εn/εeq agΩ(εn/εeq)

−1 4,07
−
√

3/2 5,58
−1/2 5,31

0 4,42√
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Рис. 2. Зависимость приращения параметра
шероховатости от отношения εn/εeq:
линия — кусочно-линейная аппроксимация, точ-
ки — данные [9]

Уравнение для деформации εn имеет вид

εn = ln (h/hi), (13)

где hi — толщина стенки трубы в окрестности входа в пластическую зону. Из опреде-
лений εn и εeq следует, что −1 6 εn/εeq 6 1. С использованием теории кристаллогра-
фической пластичности в [9] вычислена зависимость параметра шероховатости поверх-
ности Ra от эквивалентной деформации при различных значениях отношения главных

скоростей деформации, которые поддерживались постоянными в течение всего процесса
деформирования. Следовательно, в таком процессе функция Ω, введенная в (10), имеет
постоянное значение и из (10) следует, что ∆R — линейная функция εeq. Этот вывод под-
тверждают результаты работы [9]. С использованием обозначений, принятых в данной
работе, результаты исследования влияния отношения εn/εeq на шероховатость свободной
поверхности [9] приведены в таблице. В настоящей работе эти данные аппроксимируются
кусочно-линейной функцией (рис. 2).

3. Общее решение. Условие (6) тождественно выполняется в результате подста-
новки

σ1

σ0
= − 2√

3
sinψ,

σ2

σ0
= −sinψ√

3
− cosψ. (14)

Здесь ψ — новая искомая функция. Подставляя (14) во второе уравнение системы (7),
получаем

ξ2
ξ1

=
2√

3 tgψ − 1
. (15)

Исключая в этом уравнении ξ1 и ξ2 с помощью (8), а затем ur с помощью (9), находим

dus

us ds
=

cosϕ (
√

3 tgψ − 1)

2r
. (16)

Уравнение для h следует из первого уравнения системы (7)–(9), (15):

dh

h ds
= −cosϕ (

√
3 tgψ + 1)

2r
. (17)
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Исключая σ во втором уравнении системы (3) с помощью первого уравнения этой системы
и выполняя дифференцирование, получаем

σ1 sinϕ
dr

r ds
+ σ1 sinϕ

dh

h ds
+ sinϕ

dσ1

ds
+ σ1 cosϕ

dϕ

ds
= cosϕ

( σ1

R1
+
σ2

R2

)
.

С учетом (1), (4), (5) это уравнение преобразуется к форме
dσ1

dr
=
σ2 − σ1

r
− σ1

dh

h dr
. (18)

Уравнение (17) с помощью (4), (5) преобразуется к виду

dh

h dr
= −

√
3 tgψ + 1

2r
. (19)

Подставляя (14), (19) в (18), получаем

cos2 ψ dψ =

√
3

2

dr

r
. (20)

Интегрируя это уравнение, находим

ln
( r

ρ0

)
=
ψ − ψ0√

3
+

sin 2ψ − sin 2ψ0

2
√

3
, (21)

где ψ0 — значение ψ при r = ρ0. Переходя в (19) к дифференцированию по ψ с помо-
щью (20), получаем уравнение для h в виде

dh

h dψ
= −(

√
3 tgψ + 1) cos2 ψ√

3
,

интегрируя которое находим

ln
( h

h0

)
=

1

4
√

3
[2(ψ0 − ψ) +

√
3 (cos 2ψ − cos 2ψ0) + sin 2ψ0 − sin 2ψ]. (22)

Здесь h0 — значение h при ψ = ψ0 (или r = ρ0). Переходя в (16) к дифференцированию
по ψ с помощью (4), (5), (20), получаем уравнение для us в виде

dus

us dψ
=

(
√

3 tgψ − 1) cos2 ψ√
3

,

интегрируя которое находим

ln
(us

u0

)
=

1

4
√

3
[2(ψ0 − ψ) +

√
3 (cos 2ψ0 − cos 2ψ) + sin 2ψ0 − sin 2ψ].

Здесь u0 — значение us при ψ = ψ0 (или r = ρ0). Из (13), (22) следует

εn =
1

4
√

3
[2(ψ0 − ψ) +

√
3 (cos 2ψ − cos 2ψ0) + sin 2ψ0 − sin 2ψ]− ln

(hi

h0

)
. (23)

С использованием (7)–(9) уравнение (12) преобразуется к виду

ξeq =
2√
3

|us cosϕ|
r

[
1 +

ξ1
ξ2

+
(ξ1
ξ2

)2]1/2
.

Исключая в этом уравнении с помощью (15) отношение ξ1/ξ2, получаем

ξeq = r−1|us cosϕ/ cosψ|. (24)

С использованием (4), (5) уравнение (11) преобразуется к форме

us cosϕ
dεeq
dr

= ξeq. (25)

Подставляя (24) в (25) и переходя к дифференцированию по ψ с помощью (20), находим
dεeq
dψ

= ± 2√
3

cosψ. (26)
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Рис. 3. Обжатие по матрице путем волочения (а) и продавливания (б) трубы

Знак в уравнении (26) выбирается таким образом, чтобы величина εeq увеличивалась по
мере движения материальной точки в пластической зоне. Интегрируя уравнение (26) при
условии εeq = 0 при ψ = ψi, получаем

εeq = (2/
√

3 ) | sinψ − sinψi|. (27)

Здесь ψi — значение ψ в окрестности входа в пластическую зону. Если функция Ω(εn/εeq)
известна, то, подставляя (23), (27) в (10) и задавая начальное значение параметра шерохо-
ватости поверхности, можно вычислить распределение параметра шероховатости поверх-
ности вдоль очага деформации и в изделии.

При значении ψ, заданном в одной точке r = ρ0, полученное решение для парамет-
ра шероховатости свободной поверхности зависит только от ψ. В то же время из (21)
следует, что r также зависит только от ψ. Поэтому параметр шероховатости свободной
поверхности зависит от r, но не зависит от формы инструмента. Однако решение должно
удовлетворять условию отсутствия отрыва материала оболочки от поверхности инстру-
мента, которое контролируется знаком величины σ и далее не рассматривается. Из первого
уравнения системы (3) следует, что форма инструмента оказывает влияние на величину σ.
Так как главные напряжения σ1 и σ2 зависят от ψ, что следует из (14), то левая часть
первого уравнения системы (3) является функцией ψ, если известны зависимости R1 и R2

от ψ. Если форма инструмента задана в координатах (r, z), то величину R1 можно пред-
ставить в виде функции r. Поскольку зависимость r от ψ определяется уравнением (21),
зависимость R1 от ψ также известна. Кроме того, интегрируя (5), получаем

sinϕ = sinϕ0 +

r∫
ρ0

dρ

R1(ρ)
, (28)

где ϕ0 — значение ϕ при r = ρ0. Так как зависимость r от ψ определяется уравнением (21),
то зависимость ϕ от ψ следует из (28). В этом случае зависимость R2 от ψ следует из (1).
Таким образом, с учетом (22) определена зависимость σ от ψ, что позволяет проверить
выполнение условия отсутствия отрыва материала оболочки от поверхности инструмента.

4. Шероховатость свободной поверхности при обжатии труб. Типичные про-
цессы обжатия труб описаны в [10]. Рассмотрим процесс обжатия по матрице с умень-
шающимся диаметром путем волочения трубы (рис. 3,а) и процесс обжатия по матрице
с увеличивающимся диаметром путем продавливания трубы (рис. 3,б). Начальный ради-
ус трубы обозначен r0, конечный — rf . В рамках используемой теории различие между
внутренним и внешним радиусами несущественно. Заметим, что в рассматриваемых про-
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Рис. 4. Зависимость шероховатости свободной поверхности трубы от отношения rf/r0:
а — при волочении трубы, б — при продавливании трубы

цессах деформация εn имеет заведомо разные знаки. Влияние знака этой деформации на
шероховатость свободной поверхности отмечалось в [17].

Для процесса, представленного на рис. 3,а, напряжение σ1 на входе в очаг деформации

(точкаA) равно нулю.Кроме того, очевидно, что в окрестности этой точки σ2 < 0.Поэтому
из (14) следует, что ψ = ψi = ψ0 = 0 при r = r0 = ρ0. Тогда из (21) получаем

ln
( r

r0

)
=

ψ√
3

+
sin 2ψ

2
√

3
.

В этом случае значение ψ на выходе из очага деформации (точка B на рис. 3,а) обозна-
чим ψf . Значение ψf определяется из уравнения

ln
(rf
r0

)
=
ψf√

3
+

sin 2ψf

2
√

3
. (29)

Приращение параметра шероховатости свободной поверхности в изделии относительно

начального значения этого параметра находим из (10), (23), (27), полагая ψ0 = ψi = 0, ψ =
ψf , h0 = hi. Из уравнения (29) можно вычислить зависимость этого приращения от rf/r0
(рис. 4,а). Предполагалось, что agΩ(εn/εeq) — кусочно-линейная функция (см. рис. 2). В
рассматриваемом случае должно выполняться условие σ > 0, которое при заданной форме
инструмента проверяется с помощью процедуры, описанной в конце п. 3.

Для процесса, представленного на рис. 3,б, напряжение σ1 на выходе из очага дефор-
мации (точка B) равно нулю. Кроме того, очевидно, что в окрестности этой точки σ2 > 0.
Поэтому из (14) следует, что ψ = ψ0 = π при r = ρ0 = rf . Тогда из (21) получаем

ln
( r

rf

)
=
ψ − π√

3
+

sin 2ψ

2
√

3
.

В этом случае значение ψ на входе в очаг деформации (точка A на рис. 3,б) определяется
из уравнения

ln
( r0
rf

)
=
ψi − π√

3
+

sin 2ψi

2
√

3
. (30)

Приращение параметра шероховатости свободной поверхности в изделии относительно

начального значения этого параметра находим из (10), (23), (27), полагая ψ = ψ0 = π. При
этом отношение hi/h0 определяется с помощью уравнения (22):

ln
(hi

h0

)
=

1

4
√

3
[2(π − ψi) +

√
3 (cos 2ψi − 1)− sin 2ψi]. (31)
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Из уравнений (30), (31) можно вычислить зависимость ∆R от rf/r0 (рис. 4,б). Предпо-
лагалось, что agΩ(εn/εeq) — кусочно-линейная функция (см. рис. 2). В рассматриваемом
случае должно выполняться условие σ 6 0, которое при заданной форме инструмента
проверяется с помощью процедуры, описанной в конце п. 3.
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