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С использованием решеточного метода Больцмана выполнено моделирование течения
жидкости через изотропную пористую среду с хаотически распределенными жестки-
ми частицами эллиптической формы. Определены зависимости величины уменьшения
давления и проницаемости от числа Рейнольдса. Исследовано влияние отношения длин
большой и малой полуосей эллипса на проницаемость среды при различных значениях
пористости. Получена зависимость величины уменьшения давления от вязкости жид-
кости при различных значениях отношения длин большой и малой полуосей эллипса и
величины пористости. Исследовано влияние различных параметров задачи на извили-
стость пористой среды.
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Введение. Пористые среды различного типа применяются в промышленных установ-
ках (катализаторы, гранулы в отопительных котлах, вещества, используемые при пря-
мом восстановлении металлов, различные горелки, фильтры и т. п.) [1–3]. При описании
движения жидкости через пористую среду важной характеристикой является величина

уменьшения давления. Моделирование течения жидкости через пористую среду с исполь-
зованием традиционных численных методов гидродинамики является сложной задачей и

требует больших временных затрат вследствие сложной геометрии поверхностей частиц.
Решеточный метод Больцмана является альтернативой традиционным численным мето-
дам гидродинамики [4–13]. В работе [14] с использованием решеточного метода Больцмана
определена проницаемость волокнистой пористой среды. В [15] в результате численного мо-
делирования установлено, что увеличение числа частиц приводит к существенному умень-
шению давления. Свойства анизотропной пористой среды изучены в работе [16], в которой
определена безразмерная проницаемость среды при различных значениях отношения длин
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Рис. 1. Схема пористой среды со случайно распределенными частицами эллип-
тической формы при ϕ = 0,7

большой и малой полуосей эллиптических частиц. В [16] установлено, что проницаемость
увеличивается с увеличением пористости независимо от отношения длин большой и малой

полуосей эллиптических частиц. В [17] с использованием решеточного метода Больцма-
на выполнено численное моделирование течения через пористую среду неньютоновской

жидкости. В [18] проведено численное моделирование течения Стокса (течения с малы-
ми числами Рейнольдса) в пористой среде и показано, что время сходимости численного
решения зависит от вязкости жидкости, причем в случае жидкостей с меньшей вязко-
стью время сходимости меньше. В [19] выполнено численное моделирование эндотермиче-
ской каталитической реакции в пористой среде, являющейся катализатором. Полученные
в работе [19] с использованием решеточного метода Больцмана изолинии скорости, тем-
пературы и концентрации согласуются с соответствующими изолиниями, полученными
с использованием численных методов гидродинамики. В [20] выполнено моделирование
течения жидкости в стохастической пористой среде и определены проницаемость и изви-
листость такой среды. Установлено, что проницаемость стохастической пористой среды
меньше проницаемости пористой среды с регулярным строением.

В данной работе изучается течение жидкости через пористую среду с хаотически рас-
пределенными жесткими частицами эллиптической формы. Среда находится между двумя
параллельными пластинами. Определяются величина уменьшения давления в жидкости
при ее прохождении через пористую среду, проницаемость и извилистость пористой среды,
а также зависимость проницаемости среды от пористости и числа Кнудсена.

1. Постановка задачи. Пусть инертная пористая среда занимает прямоугольную
область размером Lx×H, расположенную между двумя параллельными пластинами, явля-
ющимися стенками воздуховода. Пористая среда образована хаотически расположенными
частицами эллиптической формы (рис. 1).Малый и большой диаметры эллипсов равны 2a
и 2b соответственно. Предполагается, что частицы являются жесткими и не соприкаса-
ются друг с другом. Однофазная вязкая ньютоновская жидкость поступает в воздуховод
через входное сечение (x = 0) с равномерно распределенной скоростью u0. Поток полагает-
ся несжимаемым установившимся и ламинарным. Решается двумерная задача, поскольку
предполагается, что размеры пористой среды и пластин в направлении, перпендикулярном
направлению потока, достаточно большие.

При одних и тех же количестве одинаково ориентированных частиц и их расположе-
нии пористость среды изменяется при изменении соотношения α длин полуосей эллипсов.
В данной работе это соотношение изменялось в диапазоне от 0,65/0,45 до 1,20/0,55. При
этом пористость изменялась в интервале от 0,6 до 0,9. Распределение частиц в области
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задавалось с помощью пакета MATLAB, в котором использовался код, написанный ав-
торами данной работы. Входными данными являлись координаты центров и диаметры

частиц. С использованием этих данных создавалась стохастическая среда и вычислялась
ее пористость.

В последнее время решеточный метод Больцмана, разработанный для решения за-
дач статистической термодинамики, применяется при численном моделировании течений
однофазных и многофазных жидкостей [4–15]. В данной работе используется двумерный
решеточный метод Больцмана с одним временем релаксации. После дискретизации реше-
точные уравнения Больцмана записываются в виде

fα(x + eα δx, t + δt) = fα(x, t) + Ωα(f(x, t)), α = 0, 1, . . . , 8,

где fα — функция распределения; x, t — радиус-вектор частицы и время соответственно;
δx, δt — шаги по пространству и времени соответственно (в данной работе δx = δt = 1);
eα = δx/δt — скорость смещения узлов решетки; α — номер направления в решетке; Ωα —
оператор столкновений.

Оператор столкновений аппроксимируется следующим образом:

fα(x + eα, t + 1) = fα(x, t)− fα − feq
α

τ
.

Здесь τ — безразмерное время релаксации,

feq
α = ρwα

(
1 + 3eαu +

9

2
(eαu)2 − 3

2
u2

)
—

равновесная функция распределения. Давление и плотность связаны соотношением

p = ρc2
s,

где cs = c/
√

3 — скорость звука. Число Маха определяется следующим образом:

M = u/cs.

Следует отметить, что решеточный метод Больцмана можно использовать только при
малых скоростях решетки, т. е. при малых числах Маха. Число Кнудсена определяется
как отношение длины свободного пробега l к характерной длине h [21]:

Kn = l/h.

В качестве характерной длины принят диаметр частицы Dp, длина свободного пробе-
га вычисляется по формуле l = eλ = (δx/δt)λ = τ δx (τ = λ/δt), поэтому число Кнудсена
равно (τ = δx · 1):

Kn =
l

h
=

τ δx

h
=

1

Dp
.

На криволинейных поверхностях (границах) частиц используется процедура, предло-
женная в [22]. На рис. 2 через xb, xf , xw обозначены узлы, принадлежащие твердому телу,
жидкости и поверхности частицы соответственно, причем

∆ =
|xf − xw|
|xf − xb|

, 0 6 ∆ 6 1.

Величина ∆ стремится к нулю, если узел xb приближается к узлу xf , и ∆ → 1, если
узел xw приближается к узлу xb. В [11] предложено интерполяционное соотношение

f̃ᾱ(xb, t) = (1− χ)f̃α(xf , t) + χf
(∗)
α (xb, t) + 2wαρ

3

e2
eᾱuw,
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Рис. 2. Геометрия решетки в окрестности поверхности частицы

где

f
(∗)
α (xb, t) = wαρ(xf , t)

(
1 +

3

e2
eαubf +

9

2e4
(eαuf )2 − 3

2e2
ufuf

)
,

ubf =
(
1− 3

2∆

)
uf +

3

2∆
uw, χ =

2∆− 1

τ + 1/2
при ∆ > 1/2,

ubf = uff = uf (xf + eᾱ δt, t), χ =
2∆− 1

τ − 2
при ∆ < 1/2,

uw — скорость криволинейной поверхности (в данной работе скорость uw считается рав-
ной нулю, т. е. положение жестких частиц в пространстве не изменяется); χ — весовой

множитель, зависящий от ∆; ubf — фиктивная скорость; f
(∗)
α — фиктивная равновесная

функция распределения.
Пористость, являющаяся важной характеристикой пористой среды, определяется как

отношение объема пор Vpore к объему всей среды:

ϕ =
Vpore

Vpore + Vsolid
.

В случае двумерной области площадь поверхности всех пор равна разности площади рас-
четной области Lx × H и площади поверхности всех частиц. В пористой среде можно

определить два числа Рейнольдса: одно — по расстоянию между пластинами H, другое —
по диаметру частицы Dp:

ReH = u0H/ν, ReDp = u0Dp/ν.

При моделировании течения через пористую среду, для которой число Рейнольдса ReDp

очень мало́, применяется закон Дарси. В случае некругового поперечного сечения гидро-
динамический диаметр определяется следующим образом:

Dh = 4A/P

(A, P — площадь и периметр поперечного сечения частиц соответственно). Периметр
эллипса вычисляется по соотношению

P ≈ π(a + b)
(
1 +

3h

10 +
√

4− 3h

)
, h =

(a− b)2

(a + b)2
.
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Средний перепад давления в любом сечении вычисляется по формуле [2]

∆p̄ = p̄out − p̄in,

где p̄in, p̄out — значения среднего давления жидкости во входном сечении канала с пористой

средой и в выходном сечении соответственно. Среднее давление вычисляется по формуле

p̄ =
1

H

Ny∑
i=1

pi, H = Ny δy (δy = 1),

где Ny — число узлов решетки в направлении y (см. рис. 1). В данной работе Ny = 67.
Градиент давления вычисляется по формуле

∇p̄ =
∆p̄

Lx
=

p̄out − p̄in

Lx
, Lx = Nx δx (δx = 1).

Число узлов решетки в направлении x Nx изменялось в диапазоне от 106 до 114. С учетом
указанных выше допущений закона Дарси уравнение движения жидкости через пористую

среду принимает вид [3, 4]

u = −K

µ
∇p̄, K = − µ

∇p̄
u, (1)

где u — скорость; ∇p̄ — градиент давления в направлении течения; µ — динамическая

вязкость жидкости; K — тензор проницаемости пористой среды. Для изотропной среды,
рассматриваемой в данной работе, этот тензор является скалярной величиной с размерно-
стью [м2]. Проницаемость зависит от геометрии пористой среды и не зависит от вязкости
жидкости. В данной работе безразмерная проницаемость вычисляется с использованием
соотношения (1) в соответствии с [2, 16].

2. Результаты исследования и их обсуждение. С использованием предложенно-
го метода решена задача о течении жидкости между двумя параллельными пластинами,
находящимися на расстоянии H друг от друга, проведено сравнение численного решения
с аналитическим решением Пуазейля. При численном решении в качестве масштаба для
измерения скорости использовалась величина lu/ts, где lu, ts — шаг решетки и шаг по

времени соответственно. При вычислении скорости максимальная погрешность не превы-
шала 3,608 · 10−6. Расчеты проводились для решетки, содержащей 110× 67 узлов. Время
вычисления в пакете MATLAB составляло приблизительно 18 мин.

В табл. 1 приведены значения градиента давления ∇p̄РМБ (РМБ — решеточный ме-
тод Больцмана), вычисленные на решетках с различным числом узлов. С увеличением

числа узлов значение градиента давления меняется несущественно. На рис. 3 приведена
зависимость безразмерной величины уменьшения давления от числа Рейнольдса ReDh

при

соотношении длин полуосей эллипса, равном 6 : 8, и различных значениях пористости. При
ReDh

> 6 скорость уменьшения давления остается практически постоянной.

На рис. 4 приведена зависимость безразмерной проницаемости от числа Рейнольд-
са ReDh

. Видно, что с увеличением числа Рейнольдса проницаемость уменьшается. На

Таб ли ц а 1
Значения градиента давления, вычисленные на решетках с различным числом узлов

Nx ×Ny Dh, м ∇p̄РМБ · 105

106× 67 0,0017 −2,5198
110× 67 0,0032 −6,2637
114× 67 0,0046 −18,4180
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Рис. 3. Зависимость величины уменьшения давления от числа Рейнольдса ReDh

при α = 6 : 8 и различных значениях пористости:
1 — ϕ = 0,7, 2 — ϕ = 0,8

Рис. 4. Зависимость проницаемости от числа Рейнольдса ReDh

рис. 5 приведены значения проницаемости при различных значениях отношения α и пори-
стости ϕ. При одном и том же значении отношения α максимальное значение проницаемо-
сти достигается при максимальном значении пористости. При одном и том же значении
пористости максимальное значение проницаемости достигается при максимальном отно-
шении α.

На рис. 6 приведена зависимость величины уменьшения давления от вязкости жид-
кости при различных значениях пористости и отношения α. Как следует из приведенных
зависимостей, с увеличением вязкости величина уменьшения давления увеличивается, что
согласуется с уравнением Кармана — Козени

∇p =
dp

dx
= −180µu(1− ϕ)2

D̄2ϕ3
,

где D̄ — средний диаметр частиц. Это уравнение справедливо для ламинарного течения
жидкости. Из анализа приведенных на рис. 6 зависимостей также следует, что при одном и
том же отношении α отрицательная величина уменьшения давления уменьшается с умень-
шением пористости, при одном и том же значении пористости отрицательная величина
уменьшения давления уменьшается с уменьшением отношения α.

Извилистость поровых каналов является одной из характеристик пористой среды и

определяется как отношение длины пути, пройденного частицей, к длине ее кратчайшего
пути в направлении течения [4, 20]:

T =
ds

dx
.

Извилистость всегда больше единицы. В данной работе средняя по области течения изви-
листость вычислялась по формуле

T̄ =
∑

i

∑
j

Umag(i, j)
/ ∑

i

∑
j

|Ux(i, j)|, (2)



M. Эззатабадипур, Х. Захеди, M. M. Кешткар 9

2K/Dh

2,0

1,5

1,0

0,5

0
a=4:6 èëè
a=6:4

a=8:10 èëè
a=10:8

1

2

3

1

2

3

v

4

0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14 0,16
_0,06

_0,05

_0,04

_0,03

_0,02

_0,01

0

1

2

3

Dp

Рис. 5 Рис. 6

Рис. 5. Зависимость безразмерной проницаемости от пористости среды ϕ при
различных значениях отношения α:
1 — ϕ = 0,6, 2 — ϕ = 0,75, 3 — ϕ = 0,8

Рис. 6. Зависимость величины уменьшения давления от вязкости при различ-
ных значениях пористости ϕ и отношения α:
1, 2 — α = 4 : 6 (1 — ϕ = 0,7, 2 — ϕ = 0,8), 3, 4 — α = 6 : 8 (3 — ϕ = 0,7, 4 — ϕ = 0,8)

где Umag — абсолютная величина скорости. В результате вычислений по формуле (2)
установлено, что с увеличением пористости извилистость уменьшается. Если пористость
стремится к единице, извилистость также стремится к единице. Для величины извилисто-
сти предложена следующая аппроксимация:

T̄ (ϕ) = −0,6518ϕ3 + 1,609ϕ2 − 1,422ϕ + 1,47. (3)

Средняя квадратичная погрешность и коэффициент смешанной корреляции аппрок-
симации (3) равны 1,0279 · 10−4 и 0,9999 соответственно. Анализ данных, приведенных
в табл. 2, позволяет сделать вывод о характере зависимости величины уменьшения давле-
ния и градиента давления от вязкости жидкости. При одних и тех же значениях пористо-
сти и отношения α с увеличением вязкости число Рейнольдса уменьшается, а величины
уменьшения давления и градиента давления увеличиваются. Это означает, что при транс-
портировке жидкостей с большой вязкостью необходимо увеличивать мощность насоса или

компрессора.

Таб ли ц а 2
Зависимость величины уменьшения давления жидкости и градиента давления от вязкости при u0 = 0,1

ϕ Dh, м Kn τ νРМБ ReH ReDh
∆p̄РМБ ∇p̄РМБ · 105

0,7 0,0666 99,0 14,2570 −0,0356 −18,0750
0,7 0,0023 0,1052 0,8 0,1000 66,0 9,5047 −0,0433 −22,0220

0,9 0,1333 49,5 7,1285 −0,0498 −25,2930

0,7 0,0666 99,0 20,4668 −0,0096 −5,0500
0,8 0,0034 0,0732 0,8 0,1000 66,0 13,6445 −0,0132 −6,9400

0,9 0,1333 49,5 10,2334 −0,0165 −8,6700
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В качестве критерия окончания вычислений использовалась относительная погреш-
ность определения скорости:

∆u

u
=

∑
i

∑
j

(um+1(i, j)− um(i, j))
/ ∑

i

∑
j

um(i, j)

(m — номер итерации).
Заключение. В работе с использованием решеточного метода Больцмана выполне-

но численное моделирование течения жидкости в пористой среде, образованной хаотично
распределенными жесткими частицами эллиптической формы. Вычислены представля-
ющие практический интерес характеристики среды (пористость и проницаемость). При
отношении длин малой и большой полуосей эллипса α, равном 6 : 8, значениях пористо-
сти ϕ = 0,7; 0,8 и ReDh

> 6 с увеличением числа Рейнольдса ReDh
безразмерная величина

уменьшения давления практически не меняется.При одном и том же значении отношения α
с увеличением пористости проницаемость увеличивается. При одном и том же значении
пористости с увеличением отношения α проницаемость также увеличивается. С увели-
чением вязкости жидкости отрицательные значения уменьшения давления и градиента

давления увеличиваются независимо от значения пористости и отношения α. При одном
и том же значении пористости с увеличением отношения α проницаемость увеличивает-
ся. С увеличением пористости уменьшается извилистость пористой среды. Для величины
извилистости предложена полиномиальная аппроксимирующая зависимость.
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