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электронным прибором по обнаруженным объектам в различных фоновых условиях. Дока-
зано, что оператор подавляет высокочастотные составляющие изображения, порождённые
аппликативным фоном и аддитивным шумом прибора. Установлено свойство универсаль-
ности оператора, из которого выводятся известные ключевые операторы дифференциро-
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Введение. Широкое распространение при обработке двумерных изображений,
формируемых оптико-электронным прибором (ОЭП), получили методы выделе-
ния/контрастирования границ изображения для последующего распознавания обна-
руживаемых объектов и установления их геометрических характеристик [1, 2]. К ним

относятся методы аппроксимации перепада яркости, базирующиеся на принципе миними-
зации среднеквадратической ошибки представления изображения. При этом должно быть
верным допущение: ошибки измерений распределены по нормальному закону.

Наиболее эффективные из методов контрастирования границ объектов на изображе-
нии построены на основе пространственного дифференцирования функции яркости [1].
Показано, что они чувствительны к высокочастотному шуму и это приводит к большим
ошибкам в определении геометрических характеристик объектов. В [2] изложены резуль-
таты выделения реальных объектов на сложных изображениях с помощью фрактальной

фильтрации, при этом выделение контуров выполнено с помощью эвристических оценок
результирующего распределения локальных фрактальных размерностей изображения. В
[3] построен алгоритм выделения контуров на контрастных по цвету изображениях, кото-
рый не распространяется на решение задачи улучшения качества объектов, обнаруживае-
мых на изображениях в градациях серого. В [4] предложен алгоритм выделения контуров
объектов при предположении о возможности представления оцифрованного двумерного

изображения суперпозицией двух одномерных цепей Маркова — цепей по горизонтали

и вертикали. Справедливость такого предположения с последующим введением матриц
переходных вероятностей авторами не доказана, и не учтён также известный факт: ре-
зультатом суперпозиции марковских процессов является немарковский процесс [5].

Из изложенного анализа современного состояния методов контрастирования объек-
тов на изображении следует вывод, что задача построения нового оператора улучшения
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качества изображения обнаруживаемого объекта посредством его контрастирования и вы-
деления границ с одновременным подавлением высокочастотных составляющих в сформи-
рованном ОЭП исходном изображении является актуальной.

Цель данного исследования — разработка интегрального оператора дифференцирова-
ния с весовой функцией в виде вейвлета Котельникова — Шеннона для повышения кон-
траста объектов и их граничных точек на двумерных изображениях, формируемых ОЭП,
а также оценка характеристик качества оператора моделированием на ПЭВМ.

Постановка задачи заключается в синтезировании интегрального оператора диффе-
ренцирования для контрастирования и выделения граничных точек изображения дина-
мического объекта (ДО), обнаруживаемого ОЭП в сложных условиях функционирования
с учётом требования: оператор должен подавлять высокочастотные составляющие вход-
ного от ОЭП изображения и повышать контрастность обнаруживаемого объекта и его

граничных точек. Справедливость требования подавлять высокочастотные составляющие
непосредственно исходит из известного, например [6], факта: в спектре изображения ДО
содержатся более низкие частоты, чем в пространственном спектре фона и шума.

Изображение задано в виде неявной функции яркости f(x) ≡ f(x1, x2) от непрерывных
аргументов на прямоугольнике T = [−Tx1 , Tx1 ]× [−Tx2 , Tx2 ]. Этой функции всегда можно
поставить в соответствие непрерывную функцию [7]

f(x, β) =

∫
T

h(u)f(x− βu) du,

где черта сверху обозначает усреднение, u ∈ T = R2, h(u) — весовая функция, β > 0,

du = du1 du2,

∫
T

h(u) du = 1.

Выполнив замену переменных интегрирования, интегральный оператор преобразова-
ния перепишем в виде

f(x, β) =
1

β2

∫
T

h
(x− u

β

)
f(u) du,

где функция h((x − u)/β) есть вейвлет-функция с параметром сдвига u и параметром
масштаба β.

Затем, дифференцируя по x последнее выражение, получим формулу

∂

∂x
f(x, β) =

1

β2

∫
T

∂

∂x
h
(x− u

β

)
f(u) du.

Видно, что это выражение даёт оценку градиента скалярной функции яркости изобра-
жения f(x, β) при условии существования весовой функции h(u). Функция h(u) существует
в рассматриваемом случае всегда, поскольку она скалярная, и поэтому является потенци-
алом для компонент её градиента [8, 9], но, естественно, она не единственная.

Так, если структуру функции h(u) принять аналогичной структуре функции sin (ax)/x
из класса разделимых пространственно-инвариантных весовых функций и дельтаобразных
при a→∞, то соответствующее выражение интегрального оператора дифференцирования
записывается в виде
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∂

∂x1 ∂x2
f(x1, x2, b, c, a, p) =

=
1

bc

Tx1∫
−Tx1

Tx2∫
−Tx2

d

dx1

[sin ((x1 − a)/b)
π(x1 − a)

] d

dx2

[sin ((x2 − p)/c)
π(x2 − p)

]
f(x1, x2) dx1 dx2, (1)

в котором весовая функция представляется производными в общем случае n-го порядка
вейвлета Котельникова—Шеннона, a, p— параметры сдвига, b, c— параметры масшта-
ба.

Так, построенный интегральный оператор дифференцирования обеспечивает вычис-
ление производных изображения с подавлением в них высокочастотных составляющих. Из
этого оператора вытекают как частные известные ключевые операторы Лапласа, Робертса
и градиентный. Докажем эти утверждения.

Свойство подавления высокочастотных составляющих. Пусть обрабатывает-
ся изображение, представленное строкой, т. е. имеет место одномерный случай. Весовая
функция при этом приведена n-й производной функции sinc (x) = sin (x)/x, и одномерное
интегральное преобразование имеет вид

W (a, b) =

T∫
−T

dn

dxn

[sin (b(x− a)π)
b(x− a)π

]
f(x) dx. (2)

Теперь найдём интегральное преобразование Фурье от выражения (2):

W̃T (ω) =

T∫
−T

{ T∫
−T

dn

dxn

[sin (b(x− a)π)
b(x− a)π

]
f(x) dx

}
e−jaω da =

= (−1)n
∫ T

−T
f(x) e−jxω

{∫ T

−T

dn

dan

[sin (b(a− x)π)
b(a− x)π

]
e−j(a−x)ω da

}
dx. (3)

Заменив переменные во втором интеграле (3) выражением ξ = a− x, получим

W̃T (ω) = (−1)n
∫ T

−T
f(x) e−jxω

{∫ T−x

−T−x

dn

dξn

[sin (bξπ)
bξπ

]
e−jξω dξ

}
dx. (4)

При предположении о периодичности с периодом 2T подынтегральной функции во

внутреннем интеграле выражения (4) имеем равенство

T−x∫
−T−x

dn

dxn

[sin (bξπ)
bξπ

]
e−jξω dξ =

T∫
−T

dn

dξn

[sin (bξπ)
bξπ

]
e−jξω dξ = S̃Tn (ω). (5)

С учётом (5) выражение (4) запишем в виде

W̃ T
n = (−1)nF̃ T (ω)S̃Tn (ω), (6)
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где F̃ T (ω) — преобразование Фурье входного сигнала f(x) на конечном интервале [−T, T ]:

F̃ T (ω) =

T∫
−T

f(x) e−jxω dx.

Получим рекуррентное соотношение для расчёта:

S̃Tn (ω) =

T∫
−T

dn

dξn

[sin (bξπ)
bξπ

]
e−jωξ dξ, (7)

воспользовавшись методом интегрирования по частям определённых интегралов

T∫
−T

u(ξ)v′(ξ) dξ = [u(ξ)v(ξ)]|ξ=Tξ=−T −
T∫
−T

u′(ξ)v(ξ) dξ (8)

и обозначив

v(ξ) =
dn

dξn

(sin (bξπ)
πξπb

)
, u(ξ) = e−jωξ .

В результате имеем рекуррентное соотношение для расчёта S̃Tn (ω) в виде следующего
выражения:

S̃Tn (ω) =
[(sin (bξπ)

bξπ

)(n−1)
e−jωξ

]ξ=T
ξ=−T

+ (jω)S̃Tn−1(ω), n = 1, 2, 3, . . . . (9)

Теперь выпишем выражение для расчёта S̃T0 (ω), т. е. при n = 1

S̃T0 (ω) =

T∫
−T

sin (bξπ)

bξπ
e−jωξ dξ = 2

T∫
0

sin (bξπ) cos (ωξ)

bξπ
dξ =

=

T∫
0

sin ((bπ + ω)ξ) + sin ((bπ − ω)ξ)
bξπ

dξ =
1

bπ
[Si ((bπ + ω)T ) + Si ((bπ − ω)T )]. (10)

Пользуясь соотношениями (9) и (10), приведём расчётные выражения для S̃T1 (ω) и S̃
T
2 (ω):

S̃T1 (ω) = (−j) 2 sin (bTπ) cos (Tω)
bTπ

+ (jω)S̃T0 (ω),

S̃T2 (ω) =
2(bTπ cos (bTπ)− sin (bTπ)) cos (Tω)

bT 2π
+ (jω)S̃T1 (ω).
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Рассмотрим предельный случай интервала наблюдения (T =∞). Из соотношений (9)
и (10) получим

S̃n(ω) = (jω)n/b, |ω| 6 bπ,

S̃n(ω) = (jω)n/(2b), |ω| = bπ, (11)

S̃n(ω) = 0, |ω| > bπ.

Из (11) и (6) следует, что вейвлет-преобразование (2) вычисляет n-ю производную кон-
трастируемого анализируемого изображения с подавлением в его спектре составляющих

с частотами |ω| > bπ. Очевидно, этот вывод распространяется как на всё изображение
обнаруженного ОЭП объекта, так и на его граничные точки.

Следствия из интегрального оператора дифференцирования. Докажем, что
из интегрального оператора дифференцирования как частные случаи следуют операторы:
градиентный, Робертса и Лапласа.

Д о к а з а т е л ь с т в о.

1. Для вывода градиентного оператора по координате x1
∆
= i интеграл в построенном

операторе (1) запишем одномерным и заменим суммой, а производную первого порядка —
разностью. В результате интегральный оператор дифференцирования примет вид (при
b = 1, a = 0, n = 1)

Wi(i, j) =
1∑

k=0

∇i
sin kπ

kπ
f(i− k, j), (12)

где
∂ f(x1, x2, b, c, a, p)

∂x1
= Wi(i, j) — градиент по координате i, ∇i

sin kπ

kπ
=

sin kπ

kπ
−

− sin π(k − 1)

π(k − 1)
— восходящая разность 1-го порядка по координате i.

Подставив восходящую разность ∇i в (12), получим

Wi(i, j) =
1∑

k=0

[sin kπ
kπ

− sin π(k − 1)

π(k − 1)

]
f(i− k, j) = f(i, j)− f(i− 1, j). (13)

После аналогичных преобразований градиент функции f(i, j) по координате x2 = j в точке
(i, j) вычислим по формуле

Wj(i, j) =
1∑

k=0

[sin kπ
kπ

− sin π(k − 1)

π(k − 1)

]
f(i, j − k) = f(i, j)− f(i, j − 1). (14)

Таким образом, на основании выражений (13) и (14) получим градиентный оператор

W (i, j) = |Wi(i, j)|+ |Wj(i, j)| или W (i, j) = max {|Wi(i, j)|, |Wj(i, j)|}.

2. Докажем, что из интегрального оператора дифференцирования выводится оператор
Робертса.
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Для этого заменим производные в операторе разностью вдоль диагонали с концами

(0, 0) и (1, 1) в окне размером (2× 2). В результате будем иметь

Wi(i, j) =
0∑

k=−1

0∑
l=−1

(sin kπ
kπ

sin lπ

lπ
− sin(1 + k)π

(1 + k)π

sin(1 + l)π

(1 + l)π

)
f(i− k, j − l) =

= f(i, j)− f(i+ 1, j − 1).

Вычислив разность вдоль диагонали с координатами концов (0, 1) и (1, 0), получим
выражение

Wj(i, j) =
0∑

k=−1

0∑
l=−1

(sin kπ
kπ

sin(l + 1)π

(l + 1)π
− sin(1 + k)π

(1 + k)π

sin lπ

lπ

)
f(i− k, j − l) =

= f(i, j + 1)− f(i+ 1, j)

и формульные соотношения для оператора Робертса

W (i, j) = |Wi(i, j)|+ |Wj(i, j)| или W (i, j) = max {|Wi(i, j)|, |Wj(i, j)|}.

3. Выведем также из уравнений интегрального оператора дифференцирования опера-
тор Лапласа. Для этого частную производную 2-го порядка по координате x = i в постро-
енном операторе заменим разностью, а интеграл — суммой. Тогда будем иметь

∇2
i f(i, j) =

1∑
k=−1

[sin π(k − 1)

π(k − 1)
+

sin π(k + 1)

π(k + 1)
− 2

sin πk

kπ

]
f(i+ k, j) =

= f(i− 1, j) + f(i+ 1, j)− 2f(i, j).

Аналогично для вычисления частной производной 2-го порядка по координате y = j
получим выражение

∇2
jf(i, j) =

1∑
k=−1

[sinπ(k − 1)

π(k − 1)
+

sin π(k + 1)

π(k + 1)
− 2

sin πk

kπ

]
f(i, j + k) =

= f(i, j − 1) + f(i, j + 1)− 2f(i, j).

В результате имеем выражение для оператора Лапласа

∇2f(x, y) =
∂2f(x, y)

∂x2
+
∂2f(x, y)

∂y2
≈ ∇2f(i, j) = ∇2

i f(i, j) +∇2
jf(i, j) =

= f(i− 1, j) + f(i+ 1, j) + f(i, j + 1) + f(i, j − 1)− 4f(i, j).

Следствия доказаны и по существу утверждают свойство универсальности интеграль-
ного оператора дифференцирования.
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a b

c d

Обнаруженный ОЭП ДО: в простых условиях функционирования (a, b) и
в облачных сложных условиях функционирования (c, d)

Оценки контрастирования объекта (см. рисунок)

Параметр Рисунок a, b Рисунок c, d

Средняя яркость 0,4181 0,5637
Число обнаруженных светящихся пикселей

изображения ДО

1607 992

Отношение с/ф∧ш — показатель контраста исходных

изображений ДО (рисунок а, c)
2,99 2,35

Отношение с/ф∧ш — показатель контраста

границ обработанных изображений ДО (рисунок b, d)
3,05 2,45

Отношение с/ф∧ш — показатель контраста

в окрестности границ исходных изображений ДО (рисунок а, c)
1,76 1,59

Коэффициент усиления контраста границы

оператором дифференцирования

1,73 1,54

Результаты контрастирования объектов на 2D-изображениях интеграль-
ным оператором дифференцирования. Результаты получены моделированием на

ПЭВМ работы интегрального оператора дифференцирования по контрастированию объ-
ектов и их границ на реальных 2D-изображениях, cформированных ОЭП в различных

фоноцелевых условиях функционирования. Результаты представлены на рисунке и в таб-
лице. Показатель контраста оценивается отношением сигнал/помеха при обнаружении
объекта и формировании ОЭП по нему исходного 2D-изображения. Аргументацией вы-
бора такого показателя является известный факт: отношение сигнал/фон∧шум управляет
контрастом [10], при его увеличении контраст повышается. Отношение вычисляется по
методике [11].

Эффективность реализации интегрального оператора дифференцирования оценивает-
ся коэффициентом усиления контраста границ изображения обнаруживаемого ДО в теку-
щих условиях функционирования ОЭП в сравнении с простыми условиями.

Отметим также, что в опубликованных фундаментальных и прикладных работах
[1, 2, 12–21], содержащих современную теорию и методы решения задач обнаружения и

распознавания различных объектов на изображениях, их решение логически связано со
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значениями контраста объектов. При этом контраст оценивается авторами указанных ра-
бот с опорой на неформализованное понятие визуального контраста, т. е. на зрительную
оценку относительной яркости объекта или его цвета на изображении в сравнении с окру-
жающим его фоном или априори эталоном.

Оценивание контраста выполняется либо субъективно на основе ранжирования серии

изображений по убыванию их восприятия исследователем с применением шкал общего

качества или шкал погрешностей, либо на основе количественной меры верности воспро-
изведения изображения соответствующего объекта, либо при использовании априорных
сведений и предварительного расчёта коэффициентов линейных комбинаций изображений.

Собственно методик и количественных результатов оценивания контраста в указан-
ных работах не содержится.

Заключение. Предложенный интегральный оператор дифференцирования повыша-
ет качество изображений ДО в отличие от известных операторов дифференцирования с

одновременным подавлением пространственных высокочастотных составляющих в широ-
ком диапазоне внешних помех и внутренних шумов ОЭП. При этом повышается контраст
изображения ДО и его границ. Контраст оценивается отношением сигнал/фон∧шум.

В результате реализации интегрального оператора дифференцирования контраст

изображения ДО, обнаруженного в сложных условиях функционирования ОЭП, приближа-
ется к контрасту изображения ДО, обнаруженного в простых условиях функционирования
ОЭП.
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