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Изучается задача о двумерном неустановившемся течении, возникающем в слое вяз-
кой несжимаемой жидкости конечной толщины вследствие поверхностного давления
или смещения свободной поверхности. Для получения выражения для формы свобод-
ной поверхности, записанного через кратные интегралы, используются преобразование
Фурье по пространственным переменным и преобразование Лапласа по времени. Мето-
дом наискорейшего спуска получено асимптотическое выражение для формы свободной
поверхности.
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Введение. Существует большое количество работ, посвященных исследованию зада-
чи о возникновении волн в невязкой несжимаемой жидкости вследствие возмущения сво-
бодной поверхности. Эти задачи, как правило, называются задачами Коши — Пуассона.
Известны различные типы начальных возмущений. Возмущения могут возникнуть в ре-
зультате взрыва в области, занятой жидкостью, или в результате действия поверхностного
давления на свободную поверхность жидкости. В случае если взрыв происходит в области,
занятой жидкостью, начальное возмущение моделируется начальным смещением свобод-
ной поверхности жидкости, распределенным в некоторой области. Если взрыв происходит
на свободной поверхности жидкости или над ней, то начальное условие можно задать в ви-
де импульса давления, действующего на свободную поверхность. Задачи о возникновении
волн в слое воды большой толщины в результате наличия возмущений такого типа изу-
чены в работах [1, 2] в предположении, что жидкость является идеальной несжимаемой.
В работе [3] решалась задача о возникновении двумерных волн в идеальной несжимае-
мой жидкости вследствие возмущений, возникающих на пологом пляже. Для получения
асимптотической формы свободной поверхности применялся метод наискорейшего спуска,
предложенный в работе [4]. В [5] в предположении, что идеальная несжимаемая жидкость
находится над пористым дном, решалась задача о возникновении волн вследствие наличия
осесимметричного возмущения на поверхности жидкости.

Работа выполнена при финансовой поддержке Совета по научным и промышленным исследованиям

Индии.
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В ряде работ решались аналогичные задачи в предположении, что жидкость является
вязкой. В работах [6, 7] изучалось возникновение волн в вязкой несжимаемой жидкости бес-
конечной глубины вследствие наличия возмущений, вызванных поверхностным давлением
или подъемом свободной поверхности. Возникновение осесимметричного течения в вязкой
жидкости бесконечной глубины вследствие точечного импульса на свободной поверхности

или смещения свободной поверхности изучалось в [8]. В работе [9] решалась двумерная за-
дача о распространении капиллярных гравитационных волн в вязкой несжимаемой жид-
кости бесконечной глубины в предположении, что волна генерируется осциллирующим
источником поверхностного давления, перемещающимся вдоль поверхности жидкости с
постоянной скоростью. В [10] с учетом влияния вязкости жидкости и поверхностного на-
тяжения изучалось нестационарное движение поверхностных волн, вызванное локализо-
ванным возмущением. В указанных выше работах рассматривалась вязкая несжимаемая
жидкость бесконечной глубины.

В данной работе исследуется двумерная задача Коши — Пуассона для вязкой несжи-
маемой жидкости конечной глубины. Течение генерируется начальными возмущениями:
либо давлением, приложенным на поверхности жидкости, либо возмущением свободной
поверхности. Для определения выражения для формы свободной поверхности в виде крат-
ных интегралов используются преобразование Фурье по пространственным переменным

и преобразование Лапласа по времени. Для определения выражения для формы свободной
поверхности в интегральной форме применяется метод наискорейшего спуска [4]. Приво-
дится также асимптотическое выражение для формы свободной поверхности.

1. Математическая формулировка задачи. Задача формулируется в прямоуголь-
ной декартовой системе координат, начало которой находится на свободной поверхности
покоящейся вязкой несжимаемой жидкости. Ось y направлена вертикально вверх, плос-
кость (x, z) является горизонтальной. Уравнения двумерного движения жидкости и урав-
нение неразрывности записываются в виде

∂u

∂t
= −1

ρ

∂p

∂x
+ ν∇2u,

∂v

∂t
= −1

ρ

∂p

∂y
+ ν∇2v,

p = p1 + ρgy,
∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0,

(1)

где p1 — гидродинамическое давление; ν — кинематическая вязкость.
На свободной поверхности жидкости ставятся условия

τxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
= 0 при y = 0,

τyy = −p1 + 2µ
∂v

∂y
= −p+ ρgη + 2µ

∂v

∂y
= −p0(x, t) при y = 0,

(2)

где y = η(x, t) — высота свободной поверхности; p0(x, t) = p(x, 0, t); µ = νρ — динамиче-
ская вязкость; τxy, τyy — касательная и нормальная компоненты тензора напряжений на

свободной поверхности y = η(x, t).
Начальные условия задаются в следующем виде:

u = v = 0 при t = 0. (3)

На дне ставятся условия

u = v = 0 при y = −h. (4)

Кинематические условия на свободной поверхности имеют вид

∂η

∂t
= v

∣∣
y=0

. (5)
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Следовательно,

η(x, t) = η0(x) +

t∫
0

v
∣∣
y=0

dt, (6)

где η0(x) — начальная высота свободной поверхности.
Введем безразмерные величины

x̄ =
x

l
, ȳ =

y

l
, t̄ = t

√
g

l
, η̄ =

η

l
, h̄ =

h

l
, ρ̄ =

ρl3

m
,

p̄ = p
l2

gm
, ν̄ =

ν√
gl3

, µ̄ = µ

√
l3

gm2
, ū =

u√
gl
, v̄ =

v√
gl
.

Здесь l — характерная длина;
√
l/g — характерное время.

Вид уравнений (1)–(6), записанных в безразмерных переменных, не изменяется.
2. Метод решения. Для решения задачи используются преобразования Фурье и

Лапласа. Преобразование Фурье функции f(x, y, t) по переменной x имеет вид

f̄(s, y, t) =
1√
2π

∞∫
−∞

f(x, y, t) e−isx dx,

преобразование Лапласа функции f̄(s, y, t) по переменной t — вид

¯̄f(s, y, n) =

∞∫
0

f̄(s, y, t) e−nt dt.

Применяя преобразования Фурье и Лапласа к уравнениям (1), (2), (4), (6), записанным в
безразмерных переменных, с учетом (3) получаем уравнения

d2 ¯̄u

dy2
−

(
s2 +

n

ν

)
¯̄u = − is

ρν
¯̄p,

d2 ¯̄v

dy2
−

(
s2 +

n

ν

)
¯̄v =

1

ρν

d ¯̄p

dy
,

d ¯̄v

dy
− is¯̄u = 0,

d¯̄u

dy
− is ¯̄v = 0 при y = 0,

− ¯̄p+ ρ ¯̄η0 + ρ
¯̄v

n
+ 2µ

d ¯̄v

dy
= − ¯̄p0 при y = 0,

¯̄u = ¯̄v = 0 при y = −h, ¯̄η = ¯̄η0 +
¯̄v

n
при y = 0.

Исключая переменные ¯̄u, ¯̄p, для функции ¯̄v получаем следующую краевую задачу:

d4 ¯̄v

dy4
−

(
2s2 +

n

ν

)d2 ¯̄v

dy2
+ s2

(
s2 +

n

ν

)
¯̄v = 0, −h < y < 0,

¯̄v =
d ¯̄v

dy
= 0 при y = −h, d2 ¯̄v

dy2
+ s2 ¯̄v = 0 при y = 0,

d3 ¯̄v

dy3
−

(
3s2 +

n

ν

)d ¯̄v

dy
− ρs2

µn
¯̄v =

s2

µ
( ¯̄p0 + ρ ¯̄η0) при y = 0.
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Решив краевую задачу, определяем функцию ¯̄v, а затем находим

¯̄η = ¯̄η0 +
( ¯̄p0 + ρ ¯̄η0)(s

2 sh ξh ch sh− sξ sh sh ch ξh)

ϕ(s, n)
,

где

ξ =
√
s2 + n/ν,

ϕ(s, n) = −ρs(s sh ξh ch sh− ξ sh sh ch ξh) + 2s2ξµν(2s2 ch ξh ch sh− 2s2 − n/ν −

− 2sξ sh sh sh ξh) + µν(2s2 + n/ν)(−2s2ξ + (2s2 + n/ν)(ξ ch ξh ch sh− s sh sh sh ξh)).

При h → −∞ из полученного решения следуют результаты работы [6]. Применяя к
функции ¯̄η(s, n) обратные преобразования, получаем выражение для функции η(x, t) в виде
двойного интеграла

η(x, t) =
1

2πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
−∞

G(s, n) e−isx ent dn ds, (7)

где

G(s, n) = ¯̄η0 +
( ¯̄p0 + ρ ¯̄η0)(s

2 sh ξh ch sh− sξ sh sh ch ξh)

ϕ(s, n)
.

3. Применение метода наискорейшего спуска. Приближенную оценку двойного
интеграла в (7) можно получить методом наискорейшего спуска [4]. Как правило, этот
метод используется для оценки одинарного интеграла, в случае если в подынтегральном
выражении имеется экспоненциальный множитель, содержащий большой параметр.

В работе [4] метод наискорейшего спуска применен для оценки кратных интегралов,
в случае когда в экспоненциальных множителях подынтегральных выражений не содер-
жится в явном виде большой параметр. При этом путь интегрирования необходимо вы-
брать таким образом, чтобы он проходил через седловые точки. При этом наибольший
вклад в интеграл дают точки, находящиеся в окрестности седловых точек.

Выражение для функции η(x, t) можно записать в виде

η(x, t) = η0 +
1

πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

( ¯̄p0 + ρ ¯̄η0) cos sx

4ϕ(s, n)
eln s2+nt×

× [e(s+ξ)h− e(s−ξ)h + e−(s−ξ)h− e−(s+ξ)h] dn ds−

− 1

πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

( ¯̄p0 + ρ ¯̄η0)ξ cos sx

4ϕ(s, n)
eln s2+nt[e(s+ξ)h + e(s−ξ)h− e−(s−ξ)h− e−(s+ξ)h] dn ds

или

η(x, t) = η0 + I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6 + I7 + I8,

где Ij (j = 1, 2, 3, . . . , 8) — двойные интегралы.
Рассмотрим интеграл

I1 =
1

πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

( ¯̄p0 + ρ ¯̄η0) cos sx

4ϕ(s, n)
eln s2+nt+sh+ξh dn ds =

1

πi

c+i∞∫
c−i∞

∞∫
0

χ1(s, n) eψ1(s,n) dn ds,
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где

χ1(s, n) =
( ¯̄p0 + ρ ¯̄η0) cos sx

4ϕ(s, n)
, ψ1(s, n) = ln s2 + nt+ sh+ ξh.

Седловые точки находятся из решения уравнений

∂ψ1

∂s
=
∂ψ1

∂n
= 0

или

h+
2

s
+

sh√
s2 + n/ν

= 0,
h

2ν
√
s2 + n/ν

+ t = 0.

Таким образом, седловыми точками являются точки

s01 =
h+

√
h2 + 16νt

4νt
, s11 =

h−
√
h2 + 16νt

4νt
,

n0
1 =

1

8t2

(
− 8t+

h2

ν
− h
√
h2 + 16νt

ν

)
, n1

1 =
1

8t2

(
− 8t+

h2

ν
+
h
√
h2 + 16νt

ν

)
.

Используя седловые точки, получаем оценку

I1 =
(i
√

2π )2

πi

( 1√
∆0

1

χ1(s
0
1, n

0
1) eψ1(s01,n

0
1) +

1√
∆1

1

χ1(s
1
1, n

1
1) eψ1(s11,n

1
1)

)
,

где

∆0
1 =

i
√

4ν2t4(h+
√
h2 + 16νt )2 + 64t5ν3

h(h+
√
h2 + 16νt )

, ∆1
1 =

i
√

4ν2t4(h−
√
h2 + 16νt )2 + 64t5ν3

h(h−
√
h2 + 16νt )

—

значения гессиана

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
− 2

s2
+

nh

ν(s2 + n/ν)3/2
− sh

2ν(s2 + n/ν)3/2

− sh

2ν(s2 + n/ν)3/2
− h

4ν2(s2 + n/ν)3/2

∣∣∣∣∣∣∣∣
в седловых точках (s01, n

0
1) и (s11, n

1
1) соответственно.

Оценки других интегралов Ij (j = 2, 3, . . . , 8) в данной работе не приводятся. Эти ин-
тегралы имеют ту же форму, что и интеграл I1, и могут быть получены методом наиско-
рейшего спуска. Используя оценки для всех интегралов, получаем следующее выражение
для функции η(x, t):

η(x, t) =
(i
√

2π )2

πi

8∑
j=1

( 1√
∆0
j

χj(s
0
j , n

0
j) eψj(s

0
j ,n

0
j ) +

1√
∆1
j

χj(s
1
j , n

1
j) eψj(s

1
j ,n

1
j )

)
.

Выражения для функций χj(s, n), ψj(s, n), s0j , s
1
j , n

0
j , n

1
j (j = 2, 3, . . . , 8) приведены

в таблице (b(t) =
√
h2 + 16νt; s0j , s

1
j и n0

j , n
1
j — седловые точки уравнений ∂ψj/∂s =

∂ψj/∂n = 0, соответствующие интегралам Ij (j = 2, 3, . . . , 8); величины ∆0
j , ∆1

j — опреде-

лители гессианов ∆j в точках (s0j , n
0
j) и (s1j , n

1
j) (j = 2, 3, . . . , 8)).

4. Результаты численных расчетов. В работе [6] решена задача о возникновении
волн на поверхности вязкой жидкости бесконечной глубины вследствие наличия возму-
щений свободной поверхности жидкости либо поверхностного давления и получено вы-
ражение для толщины слоя жидкости η(x, t), но не приведены результаты вычислений.
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Выражения для функций χj(s, n), ψj(s, n), s0j , s
1
j , n

0
j , n

1
j (j = 2, 3, . . . , 8)

j χj(s, n) ψj(s, n) s0j s1j n0
j n1

j

2 −χ1(s, n) ln s2 + nt+ sh− ξh s01 s11
8νt+ h2 − hb(t)

8νt2
8νt+ h2 + hb(t)

8νt2

3 χ1(s, n) ln s2 + nt− sh+ ξh
−h− b(t)

4νt
−h+ b(t)

4νt
n0

1 n1
1

4 χ2(s, n) ln s2 + nt− sh− ξh s03 s13 n0
1 n1

1

5 −ξχ1(s, n) ln s+ nt+ sh+ ξh s01 s11
4νt+ h2 − hb(t)

8νt2
4νt+ h2 + hb(t)

8νt2

6 χ5(s, n) ln s+ nt+ sh− ξh s01 s11
−4νt+ h2 − hb(t)

8νt2
−4νt+ h2 + hb(t)

8νt2

7 −χ5(s, n) ln s+ nt− sh+ ξh s03 s13 n0
5 n1

5

8 χ7(s, n) ln s+ nt− sh− ξh s03 s13 n0
6 n1

6

В данной работе приводятся графики функции η(x, t) для двух типов возмущения свобод-
ной поверхности и двух типов распределения поверхностного давления. Для случаев 1, 3
приведены графики безразмерной функции η(x, t) в соответствии с асимптотическим вы-
ражением для нее при h = 5 и различных значениях ν.

Случай 1. В данном случае полагаем p0 = 0, η0(x) = δ(x). На рис. 1, 2 представлены
графики функции η(x, t) при t = 120, x = 450 соответственно.

Случай 2. В данном случае полагаем

p0 = 0, η0(x) =

{
1, −1 < x < 1,

0, x < −1, x > 1.

Величина η(x, t) измеряется в метрах. На рис. 3, 4 приведены графики функции η(x, t) при
t = 350 с, x = 450 м соответственно.

Случай 3. В данном случае полагаем p0(x, t) = δ(x)δ(t), η0 = 0. На рис. 5, 6 показаны
графики функции η(x, t) при t = 150, x = 450 соответственно.

Случай 4. В данном случае полагается p0(x, t) = Qδ(x)(1 − cosσt), η0 = 0. Давление
можно рассматривать как осциллятор, действующий на поверхность жидкости в бесконеч-
но малой окрестности начала координат. На рис. 7, 8 приведены графики функции η(x, t)
при t = 250 с и x = 450 м соответственно.

Рассматриваемое в случае 4 распределение поверхностного давления использовалось
в работе [6] при исследовании трехмерного течения в слое воды большой толщины. На
рис. 9 приведена зависимость толщины слоя жидкости η от координаты x при t = 450 с,
полученная в работе [6] при решении двумерной задачи (см. уравнение (6.3)), а также
зависимость η(x), полученная в данной работе при h = 50 м, ν = 1,5 м2/с, ρ = 1 кг/м3, σ =
0,5 c−1. Приведенные на рис. 9 зависимости качественно согласуются, что подтверждает
корректность предложенного в данной работе метода.

На рис. 10 представлена зависимость толщины слоя жидкости η от времени при x =
150 м, полученная в работе [2] (см. уравнение (6.5.12)) для жидкости бесконечной глубины
при очень малом значении кинематической вязкости и начальных возмущениях, заданных
в случае 1, а также зависимость η(t), полученная в данной работе при h = 50 м, ν =
0,0001 м2/с, ρ = 1 кг/м3. Приведенные на рис. 10 зависимости качественно согласуются,
что также подтверждает корректность предлагаемого метода.
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Рис. 1. Зависимость толщины слоя жидкости от координаты x при ρ = 1,5,
t = 120 в случае 1:
1 — ν = 1,01, 2 — ν = 1,50
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Рис. 2. Зависимость толщины слоя жидкости от времени при ρ = 1,5, x = 450
в случае 1:
1 — ν = 1,01, 2 — ν = 1,50
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Рис. 3. Зависимость толщины слоя жидкости от координаты x при ρ =
1,5 кг/м3, t = 350 с в случае 2:
1 — ν = 1,01 м2/с, 2 — ν = 1,50 м2/с
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Рис. 4. Зависимость толщины слоя жидкости от времени при ρ = 1,5 кг/м3,
x = 450 м в случае 2:
1 — ν = 1,01 м2/с, 2 — ν = 1,50 м2/с
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Рис. 5. Зависимость толщины слоя жидкости от координаты x при ρ = 1,
t = 150 в случае 3:
1 — ν = 1,01, 2 — ν = 1,50
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Рис. 6. Зависимость толщины слоя жидкости от времени при ρ = 1, x = 450
в случае 3:
1 — ν = 1,01, 2 — ν = 1,50
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Рис. 7. Зависимость толщины слоя жидкости от координаты x при ρ = 1 кг/м3,
σ = 0,5 с−1, t = 250 с в случае 4:
1 — ν = 1,01 м2/с, 2 — ν = 1,50 м2/с
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Рис. 8. Зависимость толщины слоя жидкости от времени при ρ = 1 кг/м3,
σ = 0,5 с−1, x = 450 м в случае 4:
1 — ν = 1,01 м2/с, 2 — ν = 1,50 м2/с
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Рис. 9. Зависимость толщины слоя жидкости от координаты x при h = 50 м,
ν = 1,5 м2/с, ρ = 1 кг/м3, t = 450 с в случае 4:
1 — данные работы [6], 2 — данные настоящей работы
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Рис. 10. Зависимость толщины слоя жидкости от времени при h = 50 м, ν =
0,0001 м2/с, ρ = 1 кг/м3, x = 150 м в случае 4:
1 — данные работы [2], 2 — данные настоящей работы

Заключение. Исследован процесс возникновения двумерного неустойчивого течения
в слое несжимаемой вязкой жидкости конечной толщины вследствие наличия начальных

возмущений свободной поверхности жидкости либо поверхностного давления. С помощью
преобразований Лапласа и Фурье выражение для формы свободной поверхности представ-
лено в виде кратного интеграла, который при h→ −∞ совпадает с интегралом, получен-
ным в работе [6]. Для кратного интеграла с использованием метода наискорейшего спуска
получена асимптотическая оценка. Проведено сравнение этой оценки с полученными ранее
результатами.
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