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В рамках тепловой энергетической схемы исследуется рост парового пузырька в однородно перегретой 
зеотропной смеси двух жидкостей. Выведены формулы для модуля роста пузырька и критерия Якоба, который 
зависит как от физических свойств смеси, так и от ее состава. Полученное решение для неизменного состава 
смеси на межфазной поверхности является асимптотическим случаем, лимитирующим реальную скорость 
роста пузырька. Приведены результаты расчетов, сделанных для смеси фреонов R32/R152a  различного состава.  
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Зеотропные смеси (смеси жидкостей, обладающие различными температурами 
насыщения при одном и том же давлении) сравнительно недавно нашли применение 
в качестве рабочих тел в холодильной и теплонасосной технике. Они стали эффективной 
заменой хладагентов, использование которых ограничено международными соглашени-
ями о защите окружающей среды. Преимущество зеотропных смесей перед однокомпо-
нентными хладагентами заключается в возможности увеличения температуры пара на 
входе в компрессор, а также уменьшения разности температур между процессами кипе-
ния и конденсации, что позволяет снизить работу сжатия и увеличить коэффициент пре-
образования энергии в цикле [1]. Наиболее важным в практическом отношении является 
пузырьковый режим кипения. Хотя рост парового пузырька в зеотропной смеси иссле-
довался в ряде работ (см., например, [2, 3]), в целом эта задача теоретически изучена 
явно недостаточно по сравнению с такой же задачей для чистой жидкости. Отметим, что 
для чистой жидкости данная задача исследуется уже около ста лет и, казалось бы, 
совершенно изучена. Тем не менее, и в настоящее время для нее находятся новые ориги-
нальные полуаналитические решения, как, например, в работе [4].  

1. Постановка задачи 

Рассмотрим процесс роста одиночного сферического парового пузырька в однородно 
перегретой бинарной зеотропной смеси в рамках тепловой энергетической схемы [5, 6], 
широко используемой при решении подобных задач. Тепловая энергетическая схема 
применительно к бинарной смеси строится на следующих предположениях: давление 
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в паровой и жидкой фазах является одинаковым и составляет p∝ = const; температура 
пара в пузырьке Ts однородна по объему и равна температуре насыщения при актуаль-
ном давлении p∝ ; жидкая смесь с температурой T∝ перегрета относительно температуры 
насыщения; рост парового пузырька радиусом R(t) определяется притоком тепла к его 
границе из окружающих слоев перегретой жидкой смеси; зеотропную жидкую смесь 
будем считать идеальным раствором, для которого выполняются законы Рауля; плот-
ность ρ, теплоемкость сp , теплопроводность λ смеси считаем однородными по объему, 
но зависящими от температуры смеси T∝. Схема процесса показана на рис. 1. 

Согласно первому закону Рауля, парциальные давления пара первой и второй ком-
понент составляют соответственно 0

1 1p p kµ=  и ( )0
2 2 1 ,p p kµ= −  а их суммарное давле-

ние — 
( )0 0

vap 1 2 1 2 1 ,p p p p k p k pµ µ ∞= + = + − =                                     (1) 

здесь kµ — мольная доля первой компоненты в смеси, ( )0
1 sp T  и ( )0

2 sp T  — давления 
насыщенного пара обеих компонент (первой считаем ту компоненту, которая при одина-
ковой температуре имеет большее давление). В координатах (p, T) параметры пара изоб-
ражаются точкой В, расположенной между точками А1 и А2 (см. рис. 2). При заданном 
давлении p∝  температура пара Ts определяется соотношением компонент в смеси. 

Запишем для пара уравнение Менделеева–Клапейрона в виде 

1 2
g s

1 2
,M Mp V R T

µ µ∞
 

= + 
 

                                               (2) 

здесь 34 3V Rπ=  — объем пузырька, M1 и M2 — массы компонент в паровой фазе, 
Rg — универсальная газовая постоянная. Продифференцировав (2) по времени, получим 
уравнения роста двухкомпонентного парового пузырька: 

g s1 2

1 2
,

R TJ JdR
dt pµ µ ∞

 
= + 
 

                                                (3) 

здесь 1
1 2

1 ,
4

dM
J

dtRπ
= ⋅  2

2 2
1

4
dM

J
dtRπ

= ⋅  — плотности потока массы через межфазную 

поверхность из-за фазового перехода. Примем, что тепловой поток qs на поверхности 

 
 
Рис. 1. Распределение температуры в пузырьке 

и в окружающей жидкости 
(тепловая энергетическая схема).  

 

Рис. 2. Параметры пара в двухкомпонентной 
зеотропной смеси. 
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сферического пузырька распределен равномерно по всей его поверхности. В частности, 
будем считать, что он распределен равномерно между всеми молекулами приповерх-
ностного слоя жидкости. Тогда потоки тепла, расходуемые на испарение первой и вто-
рой компонент, пропорциональны их объемной доле и составляют соответственно 

1 sVq k q=  и ( )2 s1 ,Vq k q= −  где kV — объемная доля первой компоненты жидкой смеси. 

Отсюда получаем 

1 s 1/ ,VJ k q L=    ( )2 s 21 / ,VJ k q L= −                                            (4) 

здесь L1, L2 — удельная теплота парообразования для обеих компонент.  
В работе [6] было получено аналитическое выражение для qs , которое дает хоро-

шее согласование с результатами точного аналитического решения Скрайвена [7], а так-
же с имеющимися экспериментальными данными в широкой области режимных пара-
метров: 

s
3 1 ,q T

Rat
λ ψ

π

 
= ∆ +  

 
                                                   (5) 

здесь ∆T = T∝ – Ts — температура перегрева, λ — теплопроводность, а — температуро-
проводность смеси. Коэффициент ψ учитывает «проницаемость» межфазной границы. 
Авторы [6] из анализа интеграла Скрайвена [7] для предельных случаев (St → 0 и St → 1) 

предложили зависимость ψ (St) в виде 11 1 ,
2 1 St
πψ  

= + − 
− 

 где St /pc T L= ∆  — 

число Стефана. Формула (5) демонстрирует хорошее согласование с решением Скрай-
вена [7] в широкой, имеющей практическое значение, области режимных параметров. 
В случае малых значений перегрева, когда St << 1 (именно такие условия рассмотрим 
далее для зеотропной смеси), коэффициент ψ равен 1. При этом формула (5) принимает 
вид 

s
3 1 .q T

Rat
λ

π

 
= ∆ +  

 
                                                 (6) 

В работе [8] было выполнено численное моделирование роста пузырька на основе ис-
ходных уравнений тепловой энергетической схемы и показано, что результаты числен-
ных расчетов хорошо согласуются с решением, полученным в [6], в широком диапазоне 
чисел Якоба для различных значений числа Стефана.  

Подставив (4) и (6) в (3), получим  

g s

1 1 2 2

1 3 1 .V VR T T k kdR
dt p L L Rat

λ
µ µ π∞

∆   −
= + +     

 

Это уравнение так же, как в случае чистой жидкости, имеет решение 

( ) .R t m at=                                                          (7) 

Безразмерный параметр m (модуль роста), являющийся функцией числа Якоба, рассчи-
тывается следующим образом: 

2
* * *

3 3Ja Ja 2Ja .m
π π

= + +                                                 (8) 
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Здесь комплекс (критерий Якоба для зеотропной смеси) 

g s p
*

1 1 2 2

1
Ja V VR T c T k k

p L L
ρ

µ µ∞

∆  −
= + 

 
                                         (9) 

зависит как от свойств смеси при температуре T∝ и давлении p∝ , так и от состава смеси. 

Это проявляется не только через сумму в скобках выражения (9), но также через зависи-
мость температуры пара Ts от состава смеси. При заданных давлении p∝ и объемной до-

ле kV

 
температура Ts определяется из уравнения (1). При этом T1 < Ts  < T2 (см. рис. 2).  
Решение (7)–(9) получено в предположении постоянной температуры Ts (следова-

тельно, постоянного состава смеси). Однако из (4) следует, что т.к. 1 2 ,L L≠  то на меж-
фазной поверхности отношение потоков массы компонент не равно отношению их кон-
центраций:  

1 2

2 1
,

1 1
V V

V V

k kJ L
J k L k

= ≠
− −  

т.е. на границе пузырька происходит обеднение смеси низкокипящей (с меньшим значе-
нием L) компонентой. Из-за уменьшения ее концентрации на границе пузырька появля-
ется диффузионный приток из объема жидкости. На поздней стадии процесса (когда 
уменьшение концентрации низкокипящей компоненты станет существенным) диффузия 
становится фактором, лимитирующим скорость роста пузырька. Кроме того, из-за 
уменьшения kV точка В на рис. 2 смещается вправо. Соответствующее увеличение тем-
пературы пара Ts приводит к уменьшению перегрева ∆T и, следовательно, к дополни-
тельному ограничению скорости роста пузырька. Таким образом, решение (7) – (9) для 
зеотропной смеси с неизменным составом на межфазной поверхности является асимпто-
тическим случаем, лимитирующим реальную скорость роста пузырька. Использование 
предложенного в работе [6] правила суперпозиции тепловых потоков, а также принятые 
допущения позволили получить простое аналитическое выражение для модуля роста 
парового пузырька в зеотропной смеси. 

2. Результаты расчетов 

Расчеты выполнены для смеси фреонов R32 (µ1 = 52) и R152a (µ2 = 66) с различным 
массовым содержанием компонент. Физические свойства компонент на линии насыще-
ния взяты из справочника [9]. Плотность жидкой смеси ρ рассчитывалась, исходя из мас-
совой доли x фреона R32, по соотношению ( )1 21/ / 1 / .x xρ ρ ρ= + −  Также через x можно 

выразить мольную и объемную доли первой компоненты: 

( )
1

1 2

/
,

/ 1 /
x

k
x xµ

µ
µ µ

=
+ −

   
( )

1

1 2

/
.

/ 1 /V
x

k
x x

ρ
ρ ρ

=
+ −

 

Теплоемкость и теплопроводность смеси вычислялись, исходя из kV : 

( )1 21 ,p V p V pc k c k c= + −    ( )1 21 .V Vk kλ λ λ= + −  

На рис. 3 показаны зависимости модуля роста m от перегрева ∆T, рассчитанные при 
различных значениях температуры Ts (массовая доля R32 равна 0,3). Такие же зависимости 
(для тех же самых значений Ts ) приведены на рис. 4, но для массовой доли R32, равной 0,5.  

452 



Теплофизика и аэромеханика, 2021, том 28, № 3 

 

Как видно из рисунков, с ростом давле-
ния p∝ наклон кривых m(∆T) уменьшается, 
несмотря на увеличение температуры пара Ts. 
На рис. 5 показана температура пара Ts 
в зависимости от x для различных значений 
давления p∝. На интервале 0 < x < 1 темпера-
тура пара убывает от T2 до T1 (см. рис. 2), 
т.е. примерно на 30 K. Из рисунка следует, 
что если в процессе роста пузырька массовая 
доля R32 на его границе уменьшится, например, от 0,5 до 0,4, то соответствующее уве-
личение температуры Ts составит 4–5 K. Это приведет к существенному замедлению 
роста пузырька при характерной величине перегрева 10 K.  
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Рис. 3. Модуль роста в зависимости 
от перегрева при различных значениях Ts 
для смеси R32/R152a составом 30/70 %. 

Ts = 273 (1), 283 (2), 293 (3), 303 (4) K 
при значениях давления 0,457 (1), 0,632 (2), 

0,852 (3), 1,13 (4) МПа. 

 
 

Рис. 4. Модуль роста в зависимости 
от перегрева при различных значениях Ts 
для смеси R32/R152a составом 50/50 %. 

Ts = 273 (1), 283 (2), 293 (3), 303 (4) K 
при значениях давления 0,571 (1), 0,784 (2), 

1,05 (3), 1,38 (4) МПа. 

Рис. 5. Температура пара Ts (K) смеси 
R32/R152a в зависимости от массовой доли R32 

при различных значениях давления. 
Давление: 0,5 (1), 0,75 (2), 1,0 (3) МПа. 
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