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С использованием предложенного ранее метода одномерной деформации грунта получе-
ны решения задач о совместных сейсмических колебаниях подземного трубопровода и
упругого грунта в условиях неидеального контакта в предположении, что на поверхно-
сти контакта имеет место проскальзывание и возникающие на ней касательные напря-
жения пропорциональны либо относительному смещению частиц грунта и трубопрово-
да, либо относительной скорости их движения. Исследована зависимость максимальных
напряжений в трубопроводе от коэффициентов в граничных условиях. При сверхзвуко-
вом обтекании трубопровода обнаружено явление резонанса при уменьшении сдвиговых
напряжений на контактной поверхности.
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1. Постановка задачи. Решение для случая проскальзывания по закону су-
хого трения. Существует большое количество приближенных подходов и методов опре-
деления реакции протяженных подземных сооружений (трубопроводов и туннелей) и дина-
мических напряжений в них при сейсмическом воздействии, что обусловлено сложностью
исследования таких задач в точной постановке. В подходах, предложенных в работах [1–
4], и их модификациях предполагается, что движение среды задано (сейсмическая волна)
и не изменяется вследствие наличия препятствия. При этом взаимодействие трубопрово-
да с окружающей средой учитывается в рамках модели, константы и функции которой

определяются экспериментальным путем.
Постановка задач о совместном движении трубопровода и грунта (связанных за-

дач сейсмодинамики) в приближении одномерной деформации среды предложена в рабо-
тах [5, 6]. Однако в [5, 6] рассматривается только случай прилипания, когда перемещения
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грунта и трубопровода на поверхности контакта одинаковы. Между тем для некоторых
типов грунтов экспериментально установлена возможность смещения и проскальзывания

трубы относительно грунта [4, 7]. Целями данной работы являются постановка и решение
связанных задач сейсмодинамики трубопровода в таких случаях, а также исследование
влияния проскальзывания на максимальные напряжения растяжения-сжатия в трубопро-
воде, определяющие его сейсмостойкость.

Прямолинейный трубопровод моделируется бесконечно длинным толстостенным ци-
линдром (стержнем) с внешним и внутренним радиусами a и b соответственно. Движение
трубопровода и окружающей его упругой среды (грунта) вызвано распространением в ней
продольной сейсмической волны в направлении оси трубопровода, принимаемой в каче-
стве оси Oz цилиндрической системы координат (r, θ, z). Это означает, что на достаточно
большом расстоянии от трубопровода r = R перемещения среды равны перемещениям

в падающей продольной волне:

r = R: u = 0, v = 0, w = w0(c1t− z)H(c1t− z). (1.1)

Здесь u, v, w — компоненты вектора перемещений u вдоль осей r, θ, z соответственно;
R > a — глубина залегания трубопровода (как правило, R � a); H(ξ) — единичная

функция Хевисайда; c1 =
√

(λ + 2µ)/ρ — скорость распространения продольных волн; λ,
µ — константы Ламе; ρ — плотность упругого грунта.

Граничные условия на поверхности контакта трубопровода и грунта принимаются

в виде

r = a: u = 0, v = 0, σrz = µ
∂w

∂r
= k[w(a, z, t)− U(z, t)], (1.2)

где U(z, t) — осевое перемещение трубопровода, определяемое из уравнения продольных
колебаний стержня; константа k — коэффициент взаимодействия (коэффициент трения).

При формулировке третьего условия в (1.2) учитывается, что в силу первого усло-
вия (1.2) касательное напряжение на границе контакта равно

σrz

∣∣
r=a

= µ
(∂u

∂z
+

∂w

∂r

)∣∣∣
r=a

= µ
(∂w

∂r

)∣∣∣
r=a

(1.3)

и, следовательно, не зависит от u (предполагается, что операции дифференцирования по z
и предельного перехода по r перестановочны).

При условиях (1.1), (1.2) имеет место осевая симметрия, т. е. v ≡ 0 и функции u,
w не зависят от угловой координаты θ. В этом случае уравнения движения упругой сре-
ды сводятся к системе двух уравнений Ламе относительно радиального u и осевого w
перемещений. В предположении, что деформация среды εzz = ∂w/∂z в направлении рас-
пространения падающей волны, совпадающем с направлением оси трубопровода, является
преобладающей, из этой системы выделяется уравнение для продольного перемещения w
в виде [6] (c2

c1

)2(∂2w

∂r2
+

1

r

∂w

∂r

)
+

∂2w

∂z2
=

1

c2
1

∂2w

∂t2
, (1.4)

где c2 =
√

µ/ρ — скорость распространения сдвиговых волн в грунте.
В переменных r, Z (Z ≡ c1t − z — расстояние от фронта падающей волны до про-

извольной точки) решение уравнения (1.4), удовлетворяющее граничным условиям (1.1),
(1.2), и касательное напряжение (1.3) на границе контакта определяются соотношениями

w(r, Z) =
ka ln (r/a)

µ + ka ln (R/a)
[w0(Z)H(Z)− U(Z)] +

µw0(Z)H(Z) + ka ln (R/a)U(Z)

µ + ka ln (R/a)
,

(σrz)
∣∣
r=a

=
kµ

µ + ka ln (R/a)
[w0(Z)H(Z)− U(Z)].

(1.5)
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Уравнение вынужденных продольных колебаний трубопровода имеет вид

ρ′
∂2U

∂t2
= E′ ∂

2U

∂z2
+ F, (1.6)

где E′ — модуль Юнга; ρ′ — плотность материала трубопровода; F — равнодейству-
ющая касательных напряжений на поверхности трубопровода. Согласно (1.5) объемная
продольная сила определяется выражением

F (U,w0) =
1

V

2π∫
0

(σrz)
∣∣
r=a

a dθ =
2µβ2

a2 − b2
(w0 − U), β =

√
ka

µ + ka ln (R/a)
, (1.7)

где V — объем элемента трубы, имеющего длину dz или единичную длину.
Подставляя выражение (1.7) для F в (1.6), получаем уравнение связанных колебаний

трубопровода, которое в случае заданной сейсмической волны (1.1) допускает решение,
зависящее от переменной Z = c1t− z, и после ряда преобразований сводится к уравнению

U ′′ ± q2U = ±q2w0(Z)H(Z). (1.8)

Здесь штрих обозначает дифференцирование по Z,

q = p0β, p0 =
√

2µ
(
E′|M2−1|(a2 − b2)

)−1/2
, (1.9)

M = c1/c
′
0 — число Маха; c′0 =

√
E′/ρ′ — скорость распространения продольных волн в

трубопроводе.
Верхние знаки в уравнении (1.8) соответствуют сверхзвуковой скорости волны

(M > 1), нижние — дозвуковой (M < 1). Это уравнение совпадает с уравнением коле-

баний трубопровода для случая прилипания при q = p0β0, β0 = 1/
√

ln (R/a). Из (1.7)
следует, что 0 < β < β0 (поскольку 0 < k < ∞) и β → β0 при k →∞.

Следует отметить, что при M > 1 (в случае сверхзвукового обтекания) возмущения
существуют только за фронтом падающей волны Z > 0, поэтому необходимо найти ре-
шение уравнения (1.8), удовлетворяющее условиям U = dU/dZ = 0 на фронте Z = 0. При
M < 1 (в случае дозвукового обтекания) переменная Z может принимать любые значения

в интервале (−∞; +∞) и возмущения в среде и трубопроводе существуют как за фрон-
том падающей волны, так и перед ним. В этом случае физически обосновано требование
ограниченности амплитуды колебаний на бесконечности при Z → ±∞.

Решения уравнения (1.8), удовлетворяющие указанным ограничениям, найдены в [6].
В частности, в случае движения частиц грунта за фронтом волны по закону w0 =
A0 sin (ω1Z)H(Z) напряжения в трубопроводе определяются следующими выражениями:

σ = −E′ ∂U

∂Z
= − E′A0ω1

1− (ω1/(p0β))2
(cos (ω1Z)− cos (p0βZ))H(Z), M > 1; (1.10)

σ = − E′A0ω1

1 + (ω1/(p0β))2

(
− 1

2
sgn (Z) e−p0β|Z| + H(Z) cos (ω1Z)

)
, M < 1. (1.11)

В случае прилипания (β = β0) эти выражения совпадают с выражениями, полученными
в [5, 6]. Также из (1.10), (1.11) следует, что при β → 0 (k → 0) напряжение σ → 0 в силу
граничных условий (1.2) (k = 0 означает, что поверхность трубопровода идеально гладкая
и он не вовлекается в движение).

Согласно [6] для металлических (стальных, чугунных) и бетонных трубопроводов
с различными диаметром и толщиной стенок, находящихся в типичных грунтах на глу-
бине порядка 1,0÷1,5 м, величина p0β0 на один-два порядка больше величины ω1, обратно
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пропорциональной длине сейсмической волны. Поэтому в случае прилипания (β = β0)
знаменатель в формуле (1.10) близок к единице и напряжения ограничены. В рассмат-
риваемом случае проскальзывания (β ∈ (0, β0)) при M > 1 возможна ситуация, когда
q = p0β ' ω1 и имеет место резонанс, т. е. (как следует из формулы (1.8)) увеличение
амплитуды напряжений и амплитуды колебаний трубопровода (с увеличением Z) по ли-
нейному закону.

При постановке внешней задачи для грунта предполагалось, что радиальные переме-
щения грунта u на поверхности контакта с трубопроводом равны нулю (условия (1.2)).
Нетрудно оценить точность такого приближения, а также влияние значений u 6= 0 при
r = a. Действительно, наибольшее приращение напряжения σrz получается в предположе-
нии, что изменение толщины стенки трубы h = a−b происходит за счет движения внешней
поверхности трубы. В этом случае u

∣∣
r=a

= ∆h = hεrr = −ν ′hεzz = −ν ′h ∂U/∂z (ν ′ — ко-
эффициент Пуассона материала трубы). Тогда согласно (1.3) на поверхности контакта
возникают дополнительные напряжения ∆σrz = −ν ′µh ∂2U/∂z2. При учете этих напряже-
ний получаем уравнение колебаний трубопровода (1.8), в котором константы определяют-
ся формулами (1.9) при условии, что в выражении для p0 величина |M2 − 1| заменяется
на |M2 + δ − 1|, где δ = 2µν ′(E′)−1(1 + b/a)−1. Так, для стальной или чугунной трубы
(диаметр 50 см, толщина стенки 1 см), уложенной на глубину 1 м в плотный грунт (гли-
ну), δ ≈ 0,000 82, а для бетонной трубы с такими же размерами изменяется в диапазоне
0,002 ÷ 0,006. Следовательно, в этих случаях влиянием поперечного сжатия-растяжения
трубопровода можно пренебречь. В случае гибких трубопроводов (пластиковых, резино-
металлических и т. п.) величиной δ нельзя пренебрегать, что приводит к уменьшению
значения p0 в (1.9). Однако при этом сохраняются все указанные выше свойства решения,
в том числе обусловленные возникновением резонанса.

2. Решение задачи для случая неидеального контакта с проскальзыванием
по закону типа вязкого трения. Вместо третьего граничного условия в (1.2) рассмот-
рим условие

r = a: σrz = µ
∂w

∂z
= ν

(∂w(a, z, t)

∂t
− ∂U

∂t

)
= νc1

(∂w(a, Z)

∂Z
− dU

dZ

)
, (2.1)

где ν — коэффициент вязкого трения.
Вводя для перемещения частиц грунта на поверхности контакта с трубопроводом обо-

значение U1(Z) ≡ w(a, Z), решение уравнения (1.4), удовлетворяющее граничному усло-
вию (1.1), можно представить в переменных r, Z:

w(r, Z) = ln (r/a)[w0(Z)H(Z)− U1(Z)]/ ln (R/a) + U1(Z). (2.2)

Подставляя (2.2) в граничное условие (2.1), получаем связь между U1 и перемещением

трубопровода U :

U ′
1 + λU1 = λw0H(Z) + U ′. (2.3)

Здесь λ = λ0/ ln (R/a) = λ0β
2
0 ; λ0 = µ/(νc1a).

Дифференциальное уравнение связанных колебаний трубопровода выводится так же,
как в п. 1, если в качестве объемной силы F (Z) принимается поверхностная сила, дей-
ствующая на боковой поверхности трубопровода. Согласно (2.1), (2.2)

F (Z) =
2aµ

a2 − b2

∂w(a, Z)

∂r
=

2µβ2
0

a2 − b2
[w0(Z)H(Z)− U1(Z)]

и уравнение движения трубопровода имеет вид

U ′′ = ±p2[w0(Z)H(Z)− U1(Z)], p ≡ p0β0. (2.4)



М. Ш. Исраилов, Б. Мардонов, Т. Р. Рашидов 193

Уравнения (2.3), (2.4) образуют систему дифференциальных уравнений для определе-
ния функций U(Z) и U1(Z). Исключая из нее U(Z), получаем

U ′′
1 + λU ′

1 ± p2U1 = (λw′
0 ± p2w0)H(Z). (2.5)

При этом в уравнениях (2.4), (2.5) верхние знаки соответствуют случаю сверхзвукового

обтекания (M > 1), когда скорость распространения продольных волн в грунте больше
стержневой скорости распространения возмущений в трубопроводе, а нижние — случаю

дозвукового обтекания (M < 1). В каждом из этих случаев “начальные” условия и условия
на бесконечности Z → ±∞, выделяющие единственное решение уравнения (2.5), иден-
тичны условиям, сформулированным в п. 1. При этих условиях решения уравнения (2.5)
имеют следующий вид:

— в случае сверхзвуковой скорости волны (M > 1, Z > 0)

U1 =
1

k2 − k1

Z∫
0

w1(Z
′)[ek2(Z−Z′) − ek1(Z−Z′)] dZ ′, 2p > λ,

U1 =

Z∫
0

(Z − Z ′)w1(Z
′) e−λ(Z−Z′)/2 dZ ′, 2p = λ, (2.6)

U1 =
1

γ

Z∫
0

w1(Z
′) e−λ(Z−Z′)/2 sin γ(Z − Z ′) dZ ′, 2p < λ;

— в случае дозвуковой скорости волны (M < 1)

U1 =
es1Z

s2 − s1

∞∫
0

w2(Z
′) e−s1Z′

dZ ′, −∞ < Z < 0,

U1 =
es1Z

s2 − s1

∞∫
Z

w2(Z
′) e−s1Z′

dZ ′ +
es2Z

s2 − s1

Z∫
0

w2(Z
′) e−s2Z′

dZ ′, 0 < Z < ∞.

(2.7)

В формулах (2.6), (2.7) w1,2(Z) = λw′
0(Z) ± p2w0(Z); k1,2 = −λ/2 ± iγ; γ =√

|(λ/2)2 − p2|; s1,2 = −λ/2±
√

(λ/2)2 + p2 (s1 > 0, s2 < 0).
Перемещение U определяется квадратурой согласно соотношению (2.3). Напряжения

в трубопроводе вычисляются по формуле σ = −E′ ∂U/∂Z.
В случае падающей сейсмической волны w0 = A0 sin ω1Z безразмерные напряжения в

трубопроводе для дозвукового режима с учетом формул (2.3), (2.7) вычисляются следую-
щим образом:

— за фронтом волны (0 < Z < ∞)

S ≡ − σ

A0E′ω1
= − λω1p

2

(p2 + ω2
1)

2 + λ2ω2
1

sin ω1Z +

+
p2(p2 + ω2

1)

(p2 + ω2
1)

2 + λ2ω2
1

cos ω1Z +
1

s2 − s1

(λs2 − p2)(s2 + λ)

s2
2 + ω2

1

es2Z ; (2.8)

— перед фронтом волны (−∞ < Z < 0)

S ≡ − σ

A0E′ω1
=

1

s2 − s1

(λs1 − p2)(s1 + λ)

s2
1 + ω2

1

es1Z . (2.9)
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В (2.8), (2.9) S — безразмерные напряжения, отнесенные к максимальному (по абсо-
лютной величине) напряжению в трубопроводе σ0 = A0E

′ω1, вычисленному в предположе-
нии, что движение среды не изменяется вследствие наличия трубопровода и значения пере-
мещения трубопровода (а значит, скорости и деформации в нем) равны соответствующим
значениям в сейсмической волне. Такой упрощенный подход предложен Н. Ньюмарком [1]
и используется в инженерной практике.

При λ = 0 (случай прилипания) формулы (2.8), (2.9) совпадают с формулой (1.11)
при β = β0. В то же время следует отметить, что полученные результаты справедливы
при не очень больших значениях безразмерного параметра λ (не очень малой вязкости ν).
Действительно, как следует из граничного условия (2.1), при λ →∞ (ν → 0) касательные
напряжения на границе контакта исчезают и из уравнения движения трубопровода полу-
чаем U ≈ 0 (трубопровод остается в состоянии покоя). При этом из (2.1), (2.2) следует,
что U1 ≈ w0. Однако, подставляя это значение в (2.3), получаем соотношение U ′ ≈ w′

0,
противоречащее полученному выше соотношению U ≈ 0.

Анализируя решение (2.6) для падающей синусоидальной волны в сверхзвуковой об-
ласти (M > 1), можно показать, что в отличие от случая сухого трения (условия (1.2))
в случае вязкого трения (условия (2.1)) резонанс отсутствует при любом значении λ в диа-
пазоне 0 < λ < ∞. Действительно, резонанс возможен только в том случае, если один из
корней характеристического уравнения (2.5) равен iω1. При 2p > λ (см. (2.6)) резонанс
невозможен, поскольку в этом случае корни действительные. При 2p < λ (см. (2.6)) корни
характеристического уравнения равны −λ/2 ± iγ 6= iω при λ > 0. Случай прилипания
(λ = 0), когда теоретически возможен резонанс, является хорошо изученным.

3. Численный пример. Для того чтобы количественно оценить влияние проскаль-
зывания, т. е. влияние коэффициентов в граничных условиях (1.2) и (2.1) на максимальное
(по абсолютной величине) напряжение в трубопроводе, рассмотрим следующий пример.
Пусть стальной трубопровод диаметром 2a = 50 см с толщиной стенок a − b = 1 см на-
ходится на глубине R = 1 м. Принимается, что грунт представляет собой уплотненную
глину с модулем сдвига µ ≈ 64,81 · 107 Н/м2 и скоростью распространения продольных

волн c1 ≈ 1,5 · 103 м/с. Данные значения взяты из работы [8], такое же значение скорости
звука для влажной глины приведено в [9]. Для стальной трубы принято, что модуль Юнга
E′ ≈ 200 · 109 Н/м2, стержневая скорость распространения волн c′0 ≈ 5,05 · 103 м/с, для
распространяющейся вдоль трубопровода продольной синусоидальной волны ω1 = 1/15,
что соответствует длине сейсмической волны, приближенно равной 94 м.

Для приведенных выше данных число Маха M ≈ 0,3 и согласно (1.7) p = p0β0 ≈ 1
(с погрешностью порядка 10−3). В этом случае реализуется дозвуковой режим и напря-
жения в трубопроводе при контактных условиях (1.2) определяются формулой (1.11). При
этом максимальное по абсолютной величине напряжение достигается за фронтом падаю-
щей волны на расстоянии от него Z = π/ω1. В этой точке имеет место растяжение.

На рис. 1 приведена зависимость максимального напряжения в трубопроводе от па-
раметра β̄ ≡ β/β0, определяемого коэффициентом трения k (значение β̄ = 1 соответству-
ет случаю прилипания). Видно, что только при достаточно малых значениях β̄ (или k)
максимальное напряжение существенно отличается от максимального значения в случае

прилипания. Так, если сила трения ka, действующая на единичной площадке поверхно-
сти контакта при относительном смещении трубы и грунта на величину a, на порядок
меньше модуля сдвига грунта (ka = 0,1µ, β̄ ≈ 0,35), то max |σ| ≈ 0,96σ0. Это значение
практически совпадает с максимальным (по абсолютной величине) напряжением в случае
прилипания. Если ka на два порядка меньше модуля сдвига грунта (ka = 0,01µ, β̄ ≈ 0,12),
то max |σ| ≈ 0,76σ0 и различие максимальных значений напряжения будет существенным.
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Рис. 1. Зависимость максимального напряжения в трубопроводе от параметра β̄

Рис. 2. Зависимость максимального напряжения в трубопроводе от параметра λ

В случае выполнения условий на контактной поверхности (2.1) напряжения в трубо-
проводе для дозвукового режима задаются формулами (2.8), (2.9) и максимальное напря-
жение достигается за фронтом падающей волны, т. е. определяется формулой (2.9).

Зависимость максимального напряжения в трубопроводе от параметра λ, характери-
зующего вязкое трение, приведена на рис. 2. Случаю прилипания соответствует значение
λ = 0 (ν = ∞). При νc1a = 0,03µ (λ ≈ 24) максимальное напряжение почти в два раза
меньше соответствующего значения в случае прилипания (см. рис. 2).

4. Выводы. Проведенное исследование позволяет сделать следующие выводы.

Получены аналитические решения задач о совместных (связанных) сейсмических дви-
жениях подземного трубопровода и грунта при неидеальном контакте и наличии проскаль-
зывания между средой и трубопроводом.

Для трубопроводов, изготовленных из различных материалов, и различных типов
грунтов найденные решения позволяют определить области (границы) изменения парамет-
ров в законах взаимодействия на поверхности контакта, в которых максимальное напряже-
ние растяжения-сжатия в трубопроводе существенно меньше соответствующего значения
в случае прилипания, и области, в которых это различие незначительно. Полученные ре-
зультаты могут быть использованы для уточнения нормативных требований к прочности

трубопроводов при сейсмическом воздействии.

При сверхзвуковом обтекании и в случае, когда сила трения пропорциональна от-
носительному смещению, предсказана возможность появления резонанса при уменьшении
силы трения на границе контакта. Это обстоятельство должно учитываться при расчетах
напряжений при сейсмическом воздействии на трубопроводы из полимерных и композит-
ных материалов, а также на сегментные трубопроводы со сложными демпфирующими

стыками, когда скорость волн в грунте превышает среднюю скорость распространения

продольных возмущений в трубе.

Установлено, что в случае взаимодействия трубопровода с грунтом по закону вязкого
трения и реализации сверхзвукового режима резонанс не возникает.
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