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Представлены результаты численного моделирования влияния размера наночастиц на
тепловые характеристики наножидкости в холодильной камере, заполненной водой с на-
ночастицами оксида алюминия (Al2O3). Используемая математическая модель позволя-
ет изучить зависимость теплопроводности и динамической вязкости наножидкости от
концентрации наночастиц, параметра броуновского движения, температуры, размера
наночастиц, толщины межфазного слоя. Горизонтальные границы холодильной каме-
ры полагаются теплоизолированными, вертикальные — изотермическими. Уравнения
турбулентного течения решаются с использованием конечно-разностной схемы второго
порядка, удовлетворяющей законам сохранения массы и энергии. Полученные резуль-
таты согласуются с известными результатами, полученными при решении ряда кон-
кретных задач. Исследования проведены при постоянном числе Рейнольдса Re = 100
и различных значениях объемной доли наночастиц, числа Ричардсона, температуры на-
ножидкости и диаметра наночастиц. Установлено, что скорость теплопереноса и число
Нуссельта увеличиваются с увеличением объемной доли наночастиц и с уменьшени-
ем числа Ричардсона, число Нуссельта увеличивается также с уменьшением диаметра
наночастиц.
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Введение. Эффективность работы тепловых машин (ядерных реакторов, солнечных
батарей) существенно зависит от способов их охлаждения и нагревания, а также от теп-
лопроводности рабочих жидкостей. В работе [1] показано, что теплопроводность нано-
жидкости даже при малой концентрации в ней наночастиц значительно больше теплопро-
водности несущей жидкости. В работах [2–5] обсуждается применимость наножидкостей
в технике.

Течение и теплопроводность наножидкостей изучались экспериментально, и для их
описания предложены различные математические модели, учитывающие влияние темпе-
ратуры, броуновского движения, размеров и формы наночастиц, толщины межфазного

слоя [6–8]. В работах [9–13] приведены результаты исследования в двумерной постановке
как смешанной, так и естественной конвекции тепла в потоке наножидкости в холодильной
камере.
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В большинстве указанных выше работ используются классические модели вязкости

и теплопроводности, в которых увеличение теплопроводности наножидкостей объясняет-
ся только наличием наночастиц, а влияние размера наночастиц на теплопроводность не
учитывается.

В работе [14] приведен обзор теоретических и экспериментальных исследований теп-
лопроводности и теплопереноса в наножидкостях и сделан вывод, что использование клас-
сических моделей вязкости и теплопроводности не позволяет корректно описать вязкость

и теплопроводность наножидкостей. В работе [15] с использованием восьми различных мо-
делей вязкости исследована ламинарная смешанная конвекция в закрытой квадратной ка-
верне, заполненной наножидкостью, и установлено, что скорость теплопереноса увеличи-
вается с уменьшением числа Ричардсона и увеличением объемной доли твердой фракции.
Авторы работы [15] сделали вывод, что основным условием корректного моделирования
скорости теплопереноса в наножидкостях и влияния на нее числа Нуссельта является вы-
бор адекватной модели вязкости. Так, модель вязкости Бринкмана [16] и модель теплопро-
водности Максвелла [17] не позволяют учесть зависимость характеристик наножидкостей
от температуры, параметра броуновского движения и диаметра наночастиц.

В работах [18–21] предложены модели теплопроводности, в работах [22–25] — модели

динамической вязкости, в которых учитывается влияние размера частиц и температуры
на скорость теплопереноса в наножидкости.

В [26] теоретически исследована естественная конвекция в прямоугольной полости с
наножидкостью, подогреваемой снизу. В качестве несущей жидкости использовалась вода.
Установлено, что коэффициент теплопереноса уменьшается с увеличением размера нано-
частиц и уменьшением температуры. В [27] численно исследовано влияние диаметра ча-
стиц и температуры на теплоперенос, возникающий вследствие естественной конвекции в
наножидкости (оксид алюминия— вода) в вертикальной каверне, а также изучена зависи-
мость скорости теплопереноса в наножидкости, содержащей частицы различного размера,
от среднего размера наночастиц, их объемной доли в наножидкости, чисел Прандтля и
Грасгофа. Установлено, что скорость теплопереноса увеличивается при уменьшении сред-
него диаметра наночастиц, равного 250 мм, до 5 мм.

В данной работе исследуется смешанная конвекция в потоке наножидкости (воды, со-
держащей частицы оксида алюминия) в квадратной холодильной камере, стенки которой
движутся с постоянной скоростью в горизонтальном направлении. Температура левой вер-
тикальной стенки больше температуры правой стенки. Нижняя и верхняя стенки тепло-
изолированны. Эффективная теплопроводность наножидкости вычисляется как функция
диаметра наночастицы с использованием модели, предложенной в [20]. Вязкость нано-
жидкости определяется в соответствии с моделью [23]. Исследуется влияние диаметра и
объемной доли наночастиц, температуры, числа Ричардсона на характеристики течения
и теплопроводность в потоке наножидкости.

1. Геометрия течения и уравнения задачи. На рис. 1 приведена схема двумерной
холодильной камеры, заполненной водой, содержащей частицы оксида алюминия. Верхняя
стенка камеры движется вправо с постоянной скоростью Um. Температура левой стенки
камеры равна Th, правой — Tc (Th > Tc), верхняя и нижняя стенки теплоизолированны.
Наножидкость полагается ньютоновской несжимаемой, поток — ламинарным.

Безразмерные уравнения для функции потока Ψ, функции вихря Ω и температуры θ
в декартовой системе координат можно записать в следующем виде:
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Рис. 1. Схема задачи
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Здесь числа Рейнольдса Re, Прандтля Pr, Рэлея Ra и Ричардсона Ri определены следую-
щим образом:

Re =
UmL

νf
, Pr =

νf

αf
, Ra =

gβf (Th − Tc)L
3

αfνf
, Ri =

Ra

Pr Re2 ,

Ψ, Ω, U , V — безразмерные величины:

Ψ =
ψ

UmL
, Ω =

ωL

Um
, U =

∂Ψ

∂Y
, V = − ∂Ψ

∂X
.

Граничные условия для уравнений (1) в безразмерных переменных имеют следующий
вид:

— на левой стенке

U = V = Ψ = 0, θ = 1, Ω = − ∂
2Ψ

∂X2
; (2)

— на правой стенке

U = V = Ψ = 0, θ = 0, Ω = − ∂
2Ψ

∂X2
; (3)

— на верхней стенке

V = Ψ = 0, U = 1,
∂θ

∂Y
= 0, Ω = −∂

2Ψ

∂Y 2
; (4)

— на нижней стенке

V = Ψ = 0, U = −1,
∂θ

∂Y
= 0, Ω = −∂

2Ψ

∂Y 2
. (5)

2. Термофизические свойства и модель наножидкости. Термофизические ха-
рактеристики воды и наночастиц Al2O3 при температуре, равной 25 ◦C, приведены в

табл. 1 [28]. Все термофизические характеристики, за исключением плотности, полага-
ются постоянными. Плотность изменяется в соответствии с моделью Буссинеска.

Эффективная плотность ρnf , теплоемкость (ρcp)nf , термодиффузия αnf и коэффици-
ент температурного расширения (ρβ)nf определены следующим образом [29]:

ρnf = (1− ϕ)ρf + ϕρnp, (ρcp)nf = (1− ϕ)(ρcp)f + ϕ(ρcp)np,

αnf = knf/(ρcp)nf , (ρβ)nf = (1− ϕ)(ρβ)f + ϕ(ρβ)np.
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Таб ли ц а 1
Термофизические характеристики жидкости и наночастиц [28]

Компоненты наножидкости cp, Дж/(кг ·K) ρ, кг/м3 k, Вт/(м ·K) β · 10−5, K−1

Вода 4179 997,1 0,613 21,00
Наночастицы Al2O3 765 3970,0 25,000 0,85

Вязкость наножидкости как функция температуры, параметра броуновского движе-
ния, диаметра наночастиц определяется в соответствии с моделью, предложенной в рабо-
те [23]:

µnf

µf
= 1 +

ρnpVBd
2
np

72Cδµf
.

Здесь скорость броуновского движения VB, расстояние между частицами δ и корректиру-
ющий множитель C определены следующим образом:

VB =
1

dnp

√
18kBT

πρnpdnp
, δ = 3

√
π

6ϕ
dnp,

C = 10−5(−(0,1133dnp + 0,2771)ϕ+ 0,009dnp − 0,0393)/µf .

Модель, предложенная в [23], описывает наножидкости с частицами оксидов алюминия,
титана, меди. В качестве жидкой фазы используется вода или этиленгликоль. Объемная
доля наночастиц изменяется в диапазоне ϕ = 0,01 ÷ 0,05 при температуре T = 293 ÷
340 K [23]. Данная модель соответствует экспериментальным данным [30].

В работе [20] при моделировании теплопроводности наножидкости получено соотно-
шение

knf

kf
= 1 + 64,7ϕ0,7640

( df

dnp

)0,3690(knp

kf

)0,7476
Pr0,9955

T Re1,2321
T ,

где

PrT =
µf

ρfαf
, ReT =

ρfkBT

3πµ2
f lf

, lf =
1√

2mπd2
f

,

kB = 1,3807 · 10−23 Дж/K — постоянная Больцмана; lf = 0,17 нм — средняя длина свобод-
ного пробега частиц в несущей жидкости [20].

Модель, предложенная в [20], позволяет учесть влияние размера наночастиц и тем-
пературы на теплопроводность наножидкости в диапазоне температур T = 21 ÷ 70 ◦C.
Точность этой модели подтверждается экспериментальными данными [31].

3. Численный метод и тестовые расчеты. Для дискретизации уравнений (1)
и краевых условий (2)–(5) использовались центральные разности второго порядка. Для
решения уравнения относительно функции тока применялся метод верхней релаксации.

Численная реализация алгоритма решения уравнений для функций тока, вихря и для
температуры, а также процедура перехода с одного шага по времени на другой выполнены
на языке FORTRAN. Считалось, что установившееся решение найдено, если разность λ
решений, полученных на двух последовательных шагах по времени, меньше 10−6 (шаг по
времени dτ = 0,0017):

λ =

j=M∑
j=1

i=N∑
i=1

|γn+1 − γn|
/ j=M∑

j=1

i=N∑
i=1

|γn+1| 6 10−6.
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Рис. 2. Зависимость среднего числа Нуссельта от размера расчетной сетки N
при различных значениях числа Рэлея:
1 — Ra = 1,75 · 103, 2 — Ra = 1,75 · 104, 3 — Ra = 1,75 · 105

Здесь M , N — число точек сетки в направлениях X, Y соответственно; γ — любая из

скалярных величин Ψ, Ω, θ.
Локальная и средняя скорости теплопереноса в холодильной камере характеризуются

значениями локального и среднего чисел Нуссельта. Локальное число Нуссельта Nu вы-
числяется на левой нагретой стенке, среднее число Нуссельта Nuav определяется путем

интегрирования локального числа Нуссельта вдоль нагретой стенки:

Nu(Y ) =
knf

kf

∂θ

∂X

∣∣∣
X=0

;

Nuav =

1∫
0

Nu (X) dY. (6)

Было введено нормированное число Нуссельта Nu∗av, равное отношению числа Нус-
сельта при некотором значении объемной доли наночастиц ϕ к числу Нуссельта для чистой
воды [28]:

Nu∗av(ϕ) =
Nuav(ϕ)

Nuav

∣∣
ϕ=0

.

Проведены вычисления среднего числа Нуссельта на левой стенке холодильной камеры

при различных значениях числа Рэлея на расчетных сетках, имеющих следующие разме-
ры: 21×21, 41×41, 61×61, 81×81, 101×101, 121×121 (рис. 2). Из полученных результатов
следует, что для проведения вычислений достаточно использовать сетку размером 81×81.
Дальнейшее измельчение сетки не приводит к изменению результатов. Также были вы-
полнены вычисления для случая естественной конвекции в полости, заполненной чистой
водой, и проведено сравнение с результатами, полученными ранее [29, 32–35] (табл. 2).
Результаты, полученные в данной работе, хорошо согласуются с известными данными.

4. Результаты исследования и их обсуждение. Ниже приводятся результаты
численного исследования влияния размера наночастиц на тепловые характеристики нано-
жидкости (воды, содержащей наночастицы оксида алюминия) в камере охлаждения. Были
вычислены локальное и среднее числа Нуссельта на нагретой стенке камеры при значе-
ниях числа Ричардсона Ri = 0,1; 1,0; 10,0 в диапазоне температур T = 25 ÷ 65 ◦C для
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Та бли ц а 2
Зависимость среднего числа Нуссельта на нагретой стенке от числа Рэлея

Источник
Nuav

Ra = 103 Ra = 104 Ra = 105 Ra = 106

Данная работа 1,123 2,246 4,521 8,984
[35] 1,120 2,242 4,514 8,790
[29] 1,118 2,245 4,522 8,826
[34] 1,052 2,302 4,646 9,012
[33] 1,108 2,201 4,430 8,754
[32] 1,118 2,243 4,519 8,799
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Рис. 3. Зависимости среднего (a) и нормированного среднего (б) чисел Нуссель-
та от объемной доли наночастиц при Ri = 1, T = 25 ◦C и различных значениях

диаметра наночастиц:
1 — dnp = 30 нм, 2 — dnp = 60 нм, 3 — dnp = 90 нм

объемных долей наночастиц ϕ = 0,01; 0,02; 0,03; 0,04. Расчеты проведены для трех значе-
ний диаметра наночастиц dnp = 30, 60, 90 нм. Результаты вычислений представлены на
рис. 3–8.

На рис. 3 приведены зависимости среднего и нормированного среднего чисел Нуссель-
та от объемной доли наночастиц. На рис. 3,а видно, что при температуре наножидкости
T = 25 ◦C среднее число Нуссельта увеличивается с увеличением объемной доли нано-
частиц и уменьшается с увеличением диаметра наночастиц. При увеличении значения
объемной доли наночастиц ϕ от 0 до 0,04 и числе Ричардсона Ri = 1, соответствую-
щем режиму смешанной конвекции, среднее число Нуссельта увеличивается на 12 % при

dnp = 30 нм и на 8 % при dnp = 90 нм (см. рис. 3,б). При использовании модели тепло-
проводности, учитывающей влияние броуновского движения, температуру наножидкости
и размер частиц [20], наибольшее значение среднего числа Нуссельта Nuav = 5,75 соот-
ветствует наименьшему диаметру наночастиц dnp = 30 нм (см. рис. 3,б).

На рис. 4 представлены зависимости среднего и нормированного среднего чисел Нус-
сельта от объемной доли наночастиц при dnp = 30 нм и различных значениях темпера-
туры. Видно, что при уменьшении температуры в камере с 65 до 25 ◦C скорость тепло-
переноса в наножидкости увеличивается при любом значении объемной доли наночастиц.
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Рис. 4. Зависимости среднего (a) и нормированного среднего (б) чисел Нус-
сельта от объемной доли наночастиц при Ri = 1, dnp = 30 нм и различных

значениях температуры наножидкости:
1 — T = 25 ◦C, 2 — T = 45 ◦C, 3 — T = 65 ◦C

С увеличением температуры число Прандтля уменьшается, следовательно, скорость теп-
лопереноса и число Нуссельта также уменьшаются. Увеличение объемной доли наночастиц
оксида алюминия на 4 % приводит к увеличению числа Нуссельта на нагретой стенке при-
близительно на 9 %.

На рис. 5 приведены зависимости среднего и нормированного среднего чисел Нуссель-
та от диаметра наночастиц при различных значениях температуры и объемной доли на-
ночастиц. Из приведенных зависимостей следует, что с увеличением диаметра наночастиц
скорость теплопереноса на нагретой стенке холодильной камеры уменьшается.

Из зависимостей, приведенных на рис. 6, следует, что с увеличением температуры
скорость теплопереноса на нагретой стенке холодильной камеры уменьшается независимо

от объемной доли наночастиц и их диаметра.
На рис. 7, 8 представлены зависимости среднего числа Нуссельта от числа Ричардсона

при различных значениях диаметра наночастиц и температуры. Видно, что с увеличением
числа Ричардсона от 0,1 до 10,0 среднее число Нуссельта уменьшается.

При ϕ = 0,04, T = 25 ◦C и Ri = 0,1; 1,0; 10,0 среднее число Нуссельта на нагретой
стенке для жидкости, содержащей наночастицы диаметром 30 нм, равно Nuav = 7,9; 5,7;
4,5 соответственно (см. рис. 7). При температуре наножидкости T = 65 ◦C и Ri = 0,1; 1,0;
10,0 среднее число Нуссельта на нагретой стенке равно Nuav = 5,4; 3,9; 3,1 соответственно
(см. рис. 8).

Заключение. В работе изучена задача о теплообмене в холодильной камере при сме-
шанной конвекции в потоке наножидкости (воды, содержащей частицы оксида алюминия)
при различных значениях числа Ричардсона и объемной доли наночастиц.

Использовались модели теплопроводности и динамической вязкости наножидкости,
учитывающие влияние концентрации наночастиц, параметра броуновского движения, тем-
пературы, размера наночастиц и толщины межфазного слоя на характеристики теплооб-
мена.

Проведенное исследование позволяет сделать следующие выводы. С увеличением

объемной доли наночастиц число Нуссельта и скорость переноса тепла от левой стенки хо-
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Рис. 5. Зависимости среднего (a) и нормированного среднего (б) чисел Нус-
сельта от диаметра наночастиц при Ri = 1 и различных значениях объемной
доли наночастиц и температуры наножидкости:
1, 3, 5 — ϕ = 0,02, 2, 4, 6 — ϕ = 0,04; 1, 2 — T = 25 ◦C, 3, 4 — T = 45 ◦C, 5, 6 —
T = 65 ◦C
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Рис. 6. Зависимости среднего (a) и нормированного среднего (б) чисел Нуссель-
та от температуры наножидкости при Ri = 1 и различных значениях диаметра
наночастиц и их объемной доли:
1 — несущая жидкость, 2–7 — наножидкость; 2, 3 — dnp = 30 нм, 4, 5 — dnp = 60 нм,
6, 7 — dnp = 90 нм; 2, 4, 6 — ϕ = 0,02, 3, 5, 7 — ϕ = 0,04
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Рис. 7. Зависимость среднего числа Нуссельта от числа Ричардсона при T =
25 ◦C и различных значениях диаметра наночастиц:
1 — dnp = 30 нм, 2 — dnp = 60 нм, 3 — dnp = 90 нм

Рис. 8. Зависимость среднего числа Нуссельта от числа Ричардсона при dnp =
30 нм и различных значениях температуры:
1 — T = 25 ◦C, 2 — T = 45 ◦C, 3 — T = 65 ◦C

лодильной камеры увеличиваются. При уменьшении числа Ричардсона и фиксированных
других параметрах процесса скорость теплообмена увеличивается независимо от размера

наночастиц и температуры. При увеличении диаметра наночастиц с 30 до 90 нм скорость
теплообмена в наножидкости увеличивается. При большой объемной доле наночастиц нор-
мированное среднее число Нуссельта существенно зависит от диаметра наночастиц. При
уменьшении температуры в камере с 65 до 25 ◦C оно увеличивается независимо от размера
частиц.
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