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С использованием аналитического метода возмущений решается задача о радиационном
теплообмене между газом и твердыми частицами. Проведено сравнение полученных ре-
зультатов с результатами, полученными с использованием численного метода Рунге —
Кутты.

Ключевые слова: метод возмущений, радиация, пламя с пылью, температура частиц.

Введение. Известно, что для решения большинства технических задач используют-
ся нелинейные уравнения теплопередачи, которые трудно исследовать аналитически [1, 2].
В последние десятилетия эти уравнения решались с помощью численных методов, разви-
тие которых обусловило развитие приближенных аналитических методов [3–11].

Метод возмущений — приближенный метод, используемый для решения нелинейных
уравнений, который изучался во многих работах (см., например, [12–14]). Однако в этих
работах основное внимание уделялось математическим аспектам предмета. Физическая
верификация дана в работах [15, 16].

1. Математическое моделирование. Рассматривается нагрев окружающей средой
одиночной твердой частицы до точки воспламенения в зоне предварительного нагрева. Для
описания данного процесса используется нелинейное уравнение теплопередачи, содержа-
щее нелинейный радиационный член. Температура твердой частицы Ts является функцией

размера частицы, теплоемкости и температуры пламени и полагается равной температуре
окружающей среды (300 K). Принимается также, что сосредоточенная емкость и темпе-
ратура частицы описываются уравнением энергии для переходного процесса

mscs
dTs

dt
= qconv + qrad, (1)

где qconv, qrad — конвективный и радиационный тепловые потоки от среды к частице.
Согласно закону Ньютона выражение для конвективного теплового потока имеет вид

qconv = h(Tg − Ts). (2)

Коэффициент конвективной теплопередачи вычислен с учетом поправок числа Нуссельта

для конвективного течения вокруг сферической частицы:

Nu = 2 + (0,4 Re0,5 + 0,06 Re0,75) Pr0,4(µ/µs)
0,25 = hD/λg, Re = VsD/ν.

Тепловые свойства газа определяются с использованием правила одной трети:

Tg = Tu/3 + 2Tf/3,
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I II

Рис. 1. Схема нагрева частицы окружающей средой:
I — зона предварительного нагрева, II — зона пламени; стрелки — направление радиа-
ционного потока

где Tu = 300 K; Tf = 2600 K. Скорость частицы полагается приблизительно равной ско-
рости газа (Vs = 0, Nu = 2), диаметр частицы ds ≈ 5 мкм. В случае если предположение
о полном захвате недействительно (Vs 6= 0), для нахождения относительной скорости Vs

частицы в потоке используется соотношение для течения Стокса под действием силы гра-
витации.

Согласно закону Стефана — Больцмана выражение для излучающего теплового по-
тока от горячего окружения в холодную частицу записывается в виде

qrad = εσAeff Fsf (T 4
f − T 4

s ), (3)

где Aeff — эффективная площадь, равная половине полной площади; Fsf — формфактор.
Поскольку температура окружающей среды и температура частицы различаются

незначительно, радиационной теплопередачей между левой областью частицы и средой

пренебрегается (рис. 1). Рассматривается только радиационная теплопередача между ча-
стицей и пламенем. Подставляя выражения для конвективного и радиационного тепловых
потоков (2), (3) в (1), получаем скорость изменения температуры для сферической частицы
во времени

mscs
dTs

dt
+ hAs(Ts − Tg) + εσAeff Fsp(T

4
s − T 4

f ) = 0, (4)

где As = 4πr2; Aeff = πr2; Fsp = 1/2. Температура газа в зоне предварительного нагрева
определяется уравнением [17]

Tg = Ta + (Tf − Tu) eκx/(Vuτc), (5)

где κ — безразмерная скорость горения. Выполнив замену переменной dx = Vu dt, из (4)
получаем

Vumscs
dTs

dx
+ 4πr2

sh(Ts − Tg) +
1

2
εσπr2

s(T
4
s − T 4

f ) = 0. (6)

Для того чтобы найти решение уравнения (6), введем следующие параметры:

θs =
Ts

Tu
, θf =

Tf

Tu
, θg =

Tg

Tu
, y =

x

Vuτc

(Vuτc — толщина пламени). В результате уравнение теплопередачи принимает вид

dθs

dy
+ Aθs + Bθ4

s = Aθg(y) + Bθ4
f , (7)

где

A = πd2
sτc/(mscs), B = εσπd2

sT
3
uτc/(2mscs), θg(y) = 1 + (θf − 1) eκy,

y — нормированное расстояние от границы пламени до частицы.



А. Шабани Шахрбабаки, Р. Абазари 57

2. Метод возмущений. Для решения уравнения (7) используем метод возмущений.
Для описания режима слабого излучения (B � 1) вычислим первые три члена в регуляр-
ном разложении возмущения

θs = θ0 + Bθ1 + B2θ2 + B3θ3 + . . . . (8)

Подставляя соотношение (8) в (7) и собирая члены с B по степеням 0, 1, 2, . . ., находим

B0:
dθ0

dy
+ Aθ0 = Aθg(y), −∞ < y 6 0,

y = −∞, θ0 = 1,

B1:
dθ1

dy
+ Aθ1 = θ4

f − θ4
0, −∞ < y 6 0,

y = −∞, θ1 = 0,
(9)

B2:
dθ2

dy
+ Aθ2 = −4θ3

0θ1, −∞ < y 6 0,

y = −∞, θ2 = 0

и т. д. Решения (9) имеют вид

θ0 = 1 + M eκy,

θ1 =
θ4
f − 1

A
− 4

M eκy

A + κ
− 6

M2 e2κy

A + 2κ
− 4

M3 e3κy

A + 3κ
− M4 e4κy

A + 4κ
,

θ2 = 4
θ4
f

A2
+

4

A2
+ 4

M4 e4κy

(4κ + A)2
+ 16

M3 e3κy

(3κ + A)2
+ 24

M2 e2κy

(2κ + A)2
+

+ 16
M eκy

(κ + A)2
− 12

Mθ4
f eκy

A(κ + A)
+ 12

M eκy

A(κ + A)
+ 12

M5 e5κy

(4κ + A)(A + 5κ)
+

+ 48
M4 e4κy

(3κ + A)(4κ + A)
+ 72

M3 e3κy

(2κ + A)(3κ + A)
+ 48

M2 e2κy

(κ + A)(2κ + A)
−

− 12
M2 θ4

f e2κy

A(2κ + A)
+ 12

M2 e2κy

A(2κ + A)
+ 12

M6 e6κy

(4κ + A)(A + 6κ)
+

(10)

+ 48
M5 e5κy

(3κ + A)(A + 5κ)
+ 72

M4 e4κy

(2κ + A)(4κ + A)
+ 48

M3 e3κy

(κ + A)(3κ + A)
−

− 4
M3θ4

f e3κy

A(3κ + A)
+ 4

M3 e3κy

A(3κ + A)
+ 4

M7 e7κy

(4κ + A)(A + 7κ)
+ 16

M6 e6κy

(3κ + A)(A + 6κ)
+

+ 24
M5 e5κy

(2κ + A)(A + 5κ)
+ 16

M4 e4κy

(κ + A)(4κ + A)

и т. д. Здесь

M = A(θf − 1)/(κ + A).

Подставляя соотношения (10) в (8), получаем приближенное распределение температуры
твердой частицы.

3. Вычисление коэффициентов излучения. В настоящей работе рассматрива-
ются частицы из алюминия (плотность частицы ρs = 2707 кг/м3, теплоемкость cs =
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0,896 кДж/(кг ·К), диаметр частицы ds = 5,4 мкм, скорость горения Vu = 0,5 м/с, вре-
мя сгорания частицы τc = 0,1 мс, температура пламени Tf = 3000 К) при постоянных

параметрах окружающей среды (температура Tu = 300 K, плотность ρu = 1,1774 кг/м3,
теплопроводность λu = 0,026 24 Вт/(м ·K)) и газа (плотность ρg = 0,1308 кг/м3, посто-
янная Стефана — Больцмана σ = 0,567 · 10−7). Подставляя данные значения в уравнения
(10), находим температуру частицы из алюминия:

θ0 = 1,0 + 8,9827 ey,

θ1 = 19,2552 e519,2886y − 0,069 06 e520,2886y − 0,9287 e521,2886y −
− 5,551 e522,2886y − 12,4419 e523,2886y,

θ2 = −0,1483 + 3,3396 e4y − 106,5231 e3y − 35,7441 e2y −
− 3,9887 ey + 17,9454 e5y + 53,5717 e6y + 68,5399 e7y,

θ3 = 1,213 756 527 · 10−36 e8y + 3,921 203 592 · 10−37 e3y + 9,784 275 514 · 10−39 e4y +

+ 6,138 633 948 · 10−36 e2y + 2,436 755 641 · 10−39 e6y + 1,209 170 157 · 10−36 e10y +

+ 1,945 700 453 · 10−37 e7y + 3,851 422 764 · 10−19 + 3,075 216 233 · 10−27 ey +

+ 1,953 122 702 · 10−38 e5y + 3,876 668 804 · 10−35 e9y,

θ4 = 2,446 068 878 · 10−73 e4y + 2,432 125 566 · 10−85 e7y + 3,844 020 290 · 10−49 ey + (11)

+ 1,202 355 225 · 10−82 e13y + 2,427 513 053 · 10−84 e8y + 1,206 889 946 · 10−82 e11y +

+ 3,069 316 974 · 10−57 e2y + 4,818 473 272 · 10−81 e12y + 1,209 170 157 · 10−83 e10y +

+ 1,211 459 001 · 10−85 e9y + 2,450 752 244 · 10−65 e3y + 4,882 806 755 · 10−82 e5y +

+ 7,702 845 527 · 10−40 + 9,747 022 561 · 10−83 e6y,

θ5 = −5033,667 081 e13y − 9646,796 268 e14y − 6430,119 927 e16y − 11 503,483 72 e15y −
− 24 986,292 36 e8y + 21 823,677 71 e12y + 31 236,378 17 e11y + 49,264 868 50 ey +

+ 8552,564 771 e4y + 3925,829 450 e3y + 660,711 413 70 e2y − 2090,454 586 e5y −
− 9330,130 259 e6y − 23 640,060 34 e7y + 7251,921 209 e9y − 263,446 745 10 +

+ 19 405,203 19 e10y .

Наконец, подставляя уравнения (11) в соотношение (8), получаем распределение тем-
пературы частиц из алюминия. В таблице представлены результаты решения уравнения
теплопроводности методом возмущений третьего и пятого порядков, а также различия
между результатами, полученными с использованием метода возмущений третьего (МВ3)
и пятого (МВ5) порядков, и результатами, полученными с использованием метода Рунге—
Кутты РК45 (∆3 = |MB3− РК45|, ∆5 = |MB5− РК45| соответственно). Из таблицы сле-
дует, что расчетные значения, полученные с использованием метода возмущений, хорошо
согласуются с численными данными (рис. 2).

Заключение. С использованием метода возмущений третьего и пятого порядков ре-
шено уравнение радиационного теплообмена. Результаты сравнения полученных реше-
ний свидетельствуют о целесообразности использования метода возмущений для решения

нелинейных задач. Установлено, что толщина зоны предварительного нагрева составляет
приблизительно две толщины зоны пламени.
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Результаты решений, полученные методом возмущений
третьего (MB3) и пятого (MB5) порядков и методом Рунге — Кутты,

а также различия между ними

y МВ3 МВ5 РK45 ∆3 ∆5

−9 1,788 400 550 1,788 370 399 1,787 924 124 0,000 476 426 0,000 446 275
−8 1,790 303 334 1,790 273 184 1,789 825 595 0,000 477 739 0,000 447 589
−7 1,795 475 592 1,795 445 445 1,794 993 081 0,000 482 512 0,000 452 365
−6 1,809 534 915 1,809 504 777 1,809 041 614 0,000 493 301 0,000 463 163
−5 1,847 749 585 1,847 719 475 1,847 228 346 0,000 521 240 0,000 491 129
−4 1,951 607 804 1,951 577 783 1,951 003 103 0,000 604 701 0,000 574 680
−3 2,233 747 277 2,233 717 654 2,232 886 685 0,000 860 591 0,000 830 968
−2 2,998 722 224 2,998 695 642 2,996 961 632 0,001 760 592 0,001 734 010
−1 5,046 253 462 5,046 268 507 5,041 532 793 0,004 720 669 0,004 735 714
0 9,988 489 409 9,988 487 246 9,989 971 475 0,001 482 065 0,001 484 228

y
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Рис. 2. Распределение температуры частицы:
а — метод возмущений третьего порядка, б — метод возмущений пятого порядка;
точки — метод возмущений, линии — метод Рунге — Кутты

Авторы выражают благодарность М. Седиджи и А. Борханифару за обсуждение де-
талей метода возмущений.
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