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Получены выражения для скорости высвобождения энергии деформации в многослой-
ной неоднородной балке при наличии в ней трещины расслоения. Поведение материала
балки, неоднородного по ее толщине, описывается соотношениями нелинейной ползуче-
сти. Для проверки точности решения используется J-интеграл. Исследовано изменение
скорости высвобождения энергии деформации со временем в условиях нелинейной пол-
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Введение. Многослойные неоднородные балки состоят из адгезивно связанных слоев
различных неоднородных материалов. Широкое применение многослойных материалов и
конструкций в различных областях современного машиностроения обусловлено, главным
образом, их большими прочностью и жесткостью при малом весе [1, 2]. Основным недо-
статком многослойных материалов, особенно при использовании в несущих конструкциях,
является возможность их расслоения [3].

Особое внимание уделяется исследованию расслоения при нелинейном поведении мате-
риала многослойных конструкций. В отличие от работ [4, 5], в которых изучалось расслое-
ние в нелинейных упругих многослойных неоднородных балках, в данной работе основное
внимание уделяется исследованию расслоения в многослойных неоднородных балках, пове-
дение материала которых подчиняется нелинейному закону ползучести. Следует отметить,
что явление ползучести характерно для материалов различных многослойных конструк-
ций [6–8]. Целью настоящей работы является получение общего зависящего от времени

выражения для скорости высвобождения энергии деформации, в случае когда ползучесть
материала описывается нелинейными зависящими от времени соотношениями между на-
пряжением и деформацией.

1. Общее решение. На рис. 1 показан фрагмент многослойной неоднородной балки
с трещиной расслоения. Свойства материала каждого слоя балки непрерывно изменяют-
ся по толщине. Поперечное сечение балки представляет собой прямоугольник шириной b
и высотой h. Части балки, расположенные ниже и выше трещины, имеют высоту, рав-
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Рис. 1. Фрагмент многослойной балки с трещиной расслоения (1 — трещина)

ную h1 и h2 соответственно. Осевые силы и изгибающие моменты в этих частях балки
обозначены через N1, N2 и M1, M2 соответственно. Осевая сила и изгибающий момент
в неразрушенной части балки обозначены через N3 и M3 соответственно (см. рис. 1). В
работе [4] показано, что выражение для скорости высвобождения энергии деформации G
для балки, показанной на рис. 1, при наличии в ней трещины расслоения записывается
в виде

G =

n1∑
i=1

z1i+1∫
z1i

u∗01i dz1 +

n2∑
i=1

z2i+1∫
z2i

u∗02i dz2 −
n3∑
i=1

z3i+1∫
z3i

u∗03i dz3, (1)

где n1, n2, n3 — количество слоев в частях балки, расположенных ниже и выше трещи-
ны, и в неразрушенной части балки соответственно; u∗01, u

∗
02, u

∗
03 — плотности дополни-

тельной энергии деформации в частях балки, расположенных ниже и выше трещины, и
в неразрушенной части балки соответственно; z1, z2, z3 — координаты, отсчитываемые
вдоль центральных осей поперечных сечений в частях балки, расположенных ниже и вы-
ше трещины, и в неразрушенной части балки; z1i, z1i+1 — координаты верхней и нижней

поверхностей i-го слоя в части балки, расположенной ниже трещины (рис. 2); z2i, z2i+1 —
координаты верхней и нижней поверхностей i-го слоя в части балки, расположенной выше
трещины; z3i, z3i+1 — координаты верхней и нижней поверхностей i-го слоя в неразру-
шенной части балки.

Для материала в i-м слое балки принимается нелинейное соотношение между напря-
жением и деформацией в случае ползучести:

ε = fi(σi, t), (2)

где ε — деформация; σi — напряжение в слое; t — время.
В соответствии с гипотезой Бернулли плоских сечений распределение деформаций по

высоте в части балки, расположенной ниже трещины, определяется по формуле

ε = κ1(z1 − z1n), (3)

где κ1 — кривизна нейтральной оси; z1n — координата нейтральной оси (см. рис. 2). Для
определения κ1 и z1n используются уравнения равновесия

N1 = b

n1∑
i=1

z1i+1∫
z1i

σi dz1, M1 = b

n1∑
i=1

z1i+1∫
z1i

σiz1 dz1. (4)
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Рис. 2. Поперечное сечение части балки, расположенной ниже трещины

(nLnL — положение нейтральной оси)

Для того чтобы использовать уравнения (4), напряжение σi нужно определить как

функцию z1. Поскольку fi является нелинейной функцией σi, в общем случае напряжение σi

не выражается явно из соотношения (2). Поэтому выражение для σi записывается в виде

ряда Тейлора с сохранением первых трех членов:

σi(z1) ≈ σ(zLi) +
σ′(zLi)

1!
(z1 − zLi) +

σ′′(zLi)

2!
(z1 − zLi)

2, (5)

где zLi = (z1i + z1i+1)/2. Формулу (5) можно представить в виде

σi(z1) ≈ αLi + βLi(z1 − zLi) + δLi(z1 − zLi)
2. (6)

Коэффициенты αLi, βLi, δLi определяются следующим образом. Из (3), (2) получаем ра-
венство

κ1(z1 − z1n) = fi(σi, t). (7)

Затем, заменяя в (7) z1 на zLi, находим

κ1(zLi − z1n) = fi(σi, t). (8)

Далее вычисляем в (7) первую и вторую производные по z1 и заменяем z1 на zLi. В резуль-
тате получаем

κ1 = f ′i(σi, t), 0 = f ′′i (σi, t). (9)
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Уравнения, аналогичные уравнениям (8), (9), можно получить для каждого слоя части
балки, расположенной ниже трещины. Таким образом, имеется 3n1 уравнений с 3n1 + 2
неизвестными величинами: κ1, z1n, αLi, βLi, δLi (i = 1, 2, . . . , n1). Полученные после под-
становки (6) в (4) два уравнения равновесия с учетом (8), (9) решаются относительно κ1,
z1n, αLi, βLi, δLi с использованием пакета MatLab.

Плотность дополнительной энергии деформации равна площади области, которая до-
полняет область, заключенную между кривой напряжение — деформация и осью абсцисс,
до прямоугольника. Поскольку деформация определяется через напряжение в соответствии
с соотношением (2), плотность дополнительной энергии деформации в i-м слое части бал-
ки, расположенной ниже трещины, вычисляется в результате интегрирования этого соот-
ношения:

u∗01i =

∫
fi(σi, t) dσi. (10)

Формула (10) применяется также для вычисления плотности дополнительной энергии
деформации в i-м слое части балки, расположенной выше трещины. Для этого σi заме-
няется на напряжение в указанном слое σUi. Напряжение σUi получается путем замены

величин αLi, βLi, δLi, z1, zLi в (6) на αUi, βUi, δUi, z2, zUi = (z2i + z2i)/2. Кроме того, вели-
чины κ1, z1n, αLi, βLi, δLi, n1, N1, M1, z1i, z1i+1 в уравнениях (4), (8), (9) заменяются на κ2,
z2n, αUi, βUi, δUi, n2, N2, M2, z2i, z2i+1 (κ2, z2n — кривизна и координата нейтральной оси

поперечного сечения части балки, расположенной выше трещины). Затем уравнения (4),
(8), (9) решаются относительно κ2, z2n, αUi, βUi, δUi с использованием пакета MatLab.

Напряжение σDi в i-м слое неразрушенной части балки вычисляется путем замены
величин αLi, βLi, δLi, z1, zLi в уравнении (6) на величины αDi, βDi, δDi, z3, zDi = (z3i +
z3i)/2. Уравнения (4), (8), (9) используются для определения κ3, z3n, αDi, βDi и δDi (κ3,
z3n — кривизна и координата нейтральной оси в неразрушенной части балки). Для этого
в уравнениях (4), (8), (9) величины κ1, z1n, αLi, βLi, δLi, n1, N1, M1, z1i, z1i+1 заменяются

на κ3, z3n, αDi, βDi, δDi, n3, N3, M3, z3i, z3i+1 соответственно. Плотность дополнительной
энергии деформации в i-м слое неразрушенной части балки вычисляется путем замены σi

в уравнении (10) на σDi.
Скорость высвобождения энергии деформации определяется путем подстановки плот-

ностей дополнительной энергии деформации в соотношение (1). Интегралы в соотноше-
нии (1) вычисляются с использованием пакета MatLab. Следует отметить, что скорость
высвобождения энергии деформации (1) зависит от времени, поскольку дополнительная
энергия деформации является функцией времени. Таким образом, можно исследовать из-
менение скорости высвобождения энергии деформации со временем в условиях нелинейной

ползучести.
2. Пример численного решения. Вычислим скорость высвобождения энергии де-

формации с использованием соотношений, полученных в п. 1. Рассматривается свободно
опертая многослойная неоднородная балка, в которой имеется трещина расслоения дли-
ной a (рис. 3). Нижняя и верхняя части балки имеют высоту, равную h1 и h2 соответ-
ственно. На балку на расстоянии s от свободного конца ее верхней части действует внеш-
няя сила F , направленная вертикально вверх. Длина балки равна l. Для i-го слоя балки
используется соотношение нелинейной ползучести между напряжением и деформацией [9]

ε =
σi

Ei
+ eσimi/Bi

(ψit

mi

)mi
, (11)

где Ei — модуль упругости материала; Bi, mi, ψi — константы, характеризующие свой-
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Рис. 3. Свободно опертая балка с трещиной расслоения (1 — трещина)

ства материала. Модуль упругости изменяется по толщине i-го слоя по закону

Ei = Eui +
Eli − Eui

(z1i+1 − z1i)ri
(z1 − z1i)

ri , (12)

где z1i 6 z1 6 z1i+1; Eui, Eli — значения модуля упругости на верхней и нижней поверх-
ностях слоя; ri — показатель степени. Следует отметить, что неравномерность распреде-
ления по толщине балки предполагается только для упругих характеристик.

Подставляя (11) в (10), получаем следующее выражение для плотности дополнитель-
ной энергии деформации в i-м слое части балки, расположенной ниже трещины:

u∗01i =
σ2

i

2Ei
+
Bi

mi

(
eσimi/Bi −1)

(ψit

mi

)mi
. (13)

Подставляя (6), (11), (12) в (8), (9) при z1 = zLi, получаем

κ1(zLi − z1n) =
αLi

ηi
+

(ψit

mi

)mi
eαLimi/Bi ,

κ1 =
βLi

ηi
− αLiθiri(zLi − z1i)

ri−1

η2
i

+
(ψit

mi

)mi
eαLimi/Bi βLi

mi

Bi
, (14)

0 =
1

η3
i

{
[2δLiηi − αLiθiri(ri − 1)(zLi − z1i)

ri−2]ηi − [βLiηi − αLiθiri(zLi − z1i)
ri−1]×

× 2riθi(zLi − z1i)
ri−1

}
+

(ψit

mi

)mi
(mi

Bi

)2
eαLimi/Bi

(
β2

L
mi

Bi
+ 2δLi

)
,

где θi = (Eli−Eui)/(z1i+1−z1i)
ri ; ηi = Eui +θi(zLi−z1i)

ri . Из уравнения равновесия балки,
схема которой представлена на рис. 3, следуют выражения для осевой силы и изгибающего
момента в поперечном сечении части балки, расположенной ниже трещины:

N1 = 0, M1 = F
l − s

l
a. (15)

Подставляя (6), (15) в (4), получаем два уравнения равновесия, из которых с учетом (14)
и с использованием пакета MatLab определяются величины κ1, z1n, αLi, βLi, δLi.
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Выражение для плотности энергии деформации в i-м слое части балки, расположенной
выше трещины, получается путем замены в (13) σi на σUi. При этом при вычислении σUi

величины αLi, βLi, δLi, z1, zLi в (6) заменяются на αUi, βUi, δUi, z2, zUi. Выражения для
осевой силы и изгибающего момента в поперечном сечении части балки, расположенной
выше трещины, имеют следующий вид (см. рис. 3):

N2 = 0, M2 = F (a− s).

Уравнения (4), (14) используются для определения величин κ2, z2n, αUi, βUi, δUi. Для этого
величины κ1, z1n, αLi, βLi, δLi, n1, N1, M1, z1i, z1i+1 заменяются на величины κ2, z2n, αUi,
βUi, δUi, n2, N2, M2, z2i, z2i+1.

Выражения для осевой силы и изгибающего момента в поперечном сечении неразру-
шенной части балки имеют вид (см. рис. 3)

N3 = 0, M3 = F (s/l)(l − a).

Для того чтобы получить плотность дополнительной энергии деформации в i-м слое
в неразрушенной части балки, напряжение σi в (10) заменяется на напряжение σDi. Вы-
ражение для σDi получается путем замены в (6) величин αLi, βLi, δLi, z1, zLi на αDi, βDi,
δDi, z3, zDi. Величины κ1, z1n, αLi, βLi, δLi, n1, N1, M1, z1i, z1i+1 в уравнениях (4), (14)
заменяются на величины κ3, z3n, αDi, βDi, δDi, n3, N3, M3, z3i, z3i+1. Затем полученные
уравнения решаются относительно величин κ3, z3n, αDi, βDi, δDi.

Для вычисления скорости высвобождения энергии деформации в различные моменты

времени выражение для плотности дополнительной энергии деформации подставляется в

соотношение (1).
Решение для скорости высвобождения энергии деформации проверяется с использо-

ванием J-интеграла, который вычисляется в результате интегрирования по контуру Γ,
состоящему из участков Γ1, Γ2, Γ3 (см. рис. 3). Участки Γ1, Γ2, Γ3 совпадают с попереч-
ными сечениями частей балки, расположенных выше и ниже трещины, и неразрушенной
части балки соответственно, J-интеграл представляется в виде суммы

J = JΓ1
+ JΓ2

+ JΓ3
. (16)

Выражение для J-интеграла по контуру Γ1 записывается следующим образом [10]:

JΓ1
=

n1∑
i=1

z1i+1∫
z1i

[
u01i cosαΓ1

−
(
pxiΓ1

∂u

∂xΓ1

+ pyiΓ1

∂v

∂xΓ1

)]
dsΓ1

. (17)

Здесь u01i — плотность энергии деформации; αΓ1
— угол между внешней по отноше-

нию к трещине нормалью к контуру и трещиной; pxiΓ1
, pyiΓ1

— компоненты вектора на-

пряжений в i-м слое; u, v — компоненты вектора смещения в системе координат (x, y),
расположенной в вершине трещины; dsΓ1

— дифференциальный элемент вдоль контура

интегрирования. Величины, входящие в (17), вычисляются по формулам

pxiΓ1
= −σi, pyiΓ1

= 0, dsΓ1
= dz1, cosαΓ1

= −1,
∂u

∂xΓ1

= ε.

Плотность энергии деформации определяется по формуле

u01i = σiε− u∗01i. (18)

Из (11), (13), (18) следует

u01i =
σ2

i

2Ei
+

[
eσimi/Bi

(
σi −

Bi

mi

)
+
Bi

mi

](ψit

mi

)mi
. (19)
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Выражение для J-интеграла по контуру Γ2 записывается в виде

JΓ2
=

n2∑
i=1

z2i+1∫
z2i

[
u02i cosαΓ2

−
(
pxiΓ2

∂u

∂xΓ2

+ pyiΓ2

∂v

∂xΓ2

)]
dsΓ2

, (20)

где

pxiΓ2
= −σUi, pyiΓ2

= 0, dsΓ2
= dz2, cosαΓ2

= −1,
∂u

∂xΓ2

= εU .

Деформация εU вычисляется по формуле

ε = κ2(z2 − z2n).

Выражение для плотности энергии деформации u02i в (20) получается путем замены ве-
личин σi, ε, u

∗
01i в (19) на величины σUi, εU , u∗02i.

Выражение для J-интеграла по контуру Γ3 записывается в виде

JΓ3
=

n3∑
i=1

z3i+1∫
z3i

[
u03i cosαΓ3

−
(
pxiΓ3

∂u

∂xΓ3

+ pyiΓ3

∂v

∂xΓ3

)]
dsΓ3

, (21)

где

pxiΓ3
= σDi, pyiΓ3

= 0, dsΓ3
= −dz3, cosαΓ3

= 1,
∂u

∂xΓ3

= εD = κ3(z3 − z3n).

Для вычисления плотности энергии деформации u03i величины σi, ε, u
∗
01i в (19) заме-

няются на σDi, εD, u∗03i. После подстановки (17), (20), (21) в (16) J-интеграл вычисляется
с использованием пакета MatLab.

Для проверки точности предложенного метода проводилось сравнение значения скоро-
сти высвобождения энергии деформации, вычисленного с использованием соотношения (1),
и значения J-интеграла. При проверке в ряде Тейлора (1) удерживалось более трех членов.
Различие результатов, полученных при сохранении первых трех членов, и результатов,
полученных при сохранении более трех членов, не превышает 2 %.

Далее вычисляется безразмерная скорость высвобождения энергии GN = G/(Eu1b).
Для исследования влияния расположения трещин по высоте балки анализируются две

трехслойные балки с различным расположением трещины расслоения (рис. 4). Толщи-
на каждого слоя составляет hl. Трещина расположена между слоями 2 и 3 балки (см.
рис. 4,а) либо между слоями 1 и 2 (см. рис. 4,б).

Принимается, что a = 0,2 м, b = 0,01 м, h = 0,006 м, l = 0,4 м, s = 0,1 м,
r1 = r2 = r3 = 0,7, F = 5 Н. На рис. 5 приведена зависимость скорости высвобожде-
ния энергии деформации от безразмерного времени tN = ψ1t. Видно, что скорость высво-
бождения энергии деформации со временем увеличивается (такое поведение обусловлено
ползучестью). Скорость высвобождения энергии деформации для трещины, расположен-
ной между слоями 2 и 3, больше.

Исследуем влияние неоднородности материала слоя 1 на скорость высвобождения
энергии деформации. На рис. 6 приведена зависимость скорости высвобождения энергии
деформации от отношения El1/Eu1. Видно, что скорость высвобождения энергии дефор-
мации уменьшается с увеличением отношения El1/Eu1.

На рис. 7 приведена зависимость скорости высвобождения энергии деформации от
отношения a/l при различных значениях параметра ψ1/m1. При увеличении отношений
a/l и ψ1/m1 скорость высвобождения энергии деформации также увеличивается.
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Рис. 4. Трехслойные балки с трещиной расслоения, расположенной между сло-
ями 2 и 3 (а) и между слоями 1 и 2 (б):
1 — слой 1, 2 — слой 2, 3 — слой 3, 4 — трещина
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Рис. 5. Зависимость скорости высвобождения энергии деформации от безраз-
мерного времени, в случае когда трещина расслоения расположена между сло-
ями 1 и 2 (1) и между слоями 2 и 3 (2)
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Рис. 6. Зависимость скорости высвобождения энергии деформации от отноше-
ния El1/Eu1:
1 — B1/Eu1 = 0,5, 2 — B1/Eu1 = 1,0, 3 — B1/Eu1 = 2,0

Рис. 7. Зависимость скорости высвобождения энергии деформации от отноше-
ния a/l:
1 — ψ1/m1 = 2 · 10−10 1/ч, 2 — ψ1/m1 = 4 · 10−10 1/ч, 3 — ψ1/m1 = 6 · 10−10 1/ч

Заключение. В работе получено выражение для скорости высвобождения энергии
деформации в многослойных неоднородных балках при наличии в них трещин расслое-
ния. Материал слоев балки неоднороден по ее толщине и подчиняется нелинейному закону
ползучести. Полученное решение зависит от времени. Для проверки точности решения
используется J-интеграл. Установлено, что скорость высвобождения энергии деформации
увеличивается со временем и уменьшается с увеличением отношений El1/Eu1 и B1/Eu1.
С увеличением параметров a/l и ψ1/m1 скорость высвобождения энергии деформации уве-
личивается.
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