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Введение. В средах, состоящих из электроупругих и магнитоупругих слоев, наблюда-
ется магнитоэлектрический эффект, отсутствующий в составляющих этой среды. В пье-
зоэлектрических и пьезомагнитных композитах магнитоэлектрический эффект впервые

исследован в работе [1]. Большое количество работ посвящено исследованию деформации,
свободных колебаний и колебаний в среде с начальными напряжениями в электромаг-
нитоупругих материалах. В [2, 3] изучалось распространение волн в пьезоэлектрических
стержнях, в [4] — в неоднородных пьезоэлектрических материалах. Распространение волн
в пьезоэлектрических средах с начальными напряжениями рассматривалось в [5, 6]. Авто-
ры работы [7] исследовали распространение электромагнитных волн в пьезоэлектрических
и пьезомагнитных многослойных средах с отрицательными магнитными и электрически-
ми проницаемостями. В [8, 9] изучались рассеивающие свойства дугообразных трещин
между пьезоэлектрическими и пьезомагнитными материалами.

В настоящей работе исследуется влияние включений различного типа на динами-
ческие свойства поверхностных волн Рэлея в полуограниченной электромагнитоупругой

слоисто-неоднородной среде. Рассматривается трансформация механической энергии в
структуре, состоящей из материалов различной природы, а также влияние граничных
условий магнитного поля на внутренний магнитоупругий слой среды. Полученные резуль-
таты могут быть использованы при создании сенсоров и акустоэлектронных устройств.

1. Краевая задача о колебаниях электромагнитоупругой среды. Рассмат-
ривается электромагнитоупругая среда |x1| 6 ∞, x3 6 h2, представляющая собой два
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слоя (n = 1, 2) h1 < x3 6 h2, 0 < x3 6 h1, лежащих на поверхности полупростран-
ства (n = 3) x3 6 0. Слои и полупространство выполнены из материала ромбической

сингонии класса 2mm. Колебания в полупространстве инициируются осциллирующей на-
грузкой q(x1, t) = q0(x1) e−iωt (q0 = {q3, q4, q5}; q3 — компонента вектора напряжений; q4,
q5 — электрическая и магнитная нагрузки), распределенной в области |x1| 6 a. Вне этой
области поверхность свободна от механических напряжений.

Краевая задача о колебаниях n-го слоя электромагнитоупругой среды описывается

уравнениями движения и квазистатическими уравнениями Максвелла [10]

∇ · T (n) = ρ(n) ∂2u(n)

∂t2
; (1.1)

∇ ·D(n) = 0; (1.2)

∇ ·B(n) = 0. (1.3)

Определяющие уравнения для электромагнитоупругой среды можно записать в матричной

форме [11]  T (n)

D(n)

B(n)

 =

 c(n) −e(n) −f (n)

(eT )(n) ε(n) g(n)

(fT )(n) g(n) µ(n)

×

 S(n)

E(n)

H(n)

 , (1.4)

где T (n), S(n) — компоненты тензоров напряжения и деформации второго порядка; D(n),
B(n) — векторы электрической и магнитной индукции; E(n), H(n) — векторы напря-
жения электрического и магнитного полей; c(n), e(n), f (n), ε(n), g(n) — тензоры упругих,
пьезоэлектрических, пьезомагнитных, диэлектрических и магнитоэлектрических коэффи-
циентов соответственно; µ(n) — тензор магнитной проницаемости. Используя формулы

ω′ = ωh(n)/V
(n)
sef , e

(n)′
ij = e

(n)
ij ke/c

(0)
44 , f

(n)′
ij = f

(n)
ij kf/c

(0)
44 , ε

(n)′
ij = ε

(n)
ij k2

e/c
(0)
44 , µ

(n)′
ij = µ

(n)
ij k2

f/c
(0)
44 ,

g
(n)′
ij = g

(n)
ij k2

g/c
(0)
44 , перейдем к безразмерным параметрам. Здесь V

(n)
sef — скорость сдвиго-

вой волны в n-м слое электромагнитоупругой среды; ke, kf , kg — специальные обезраз-
меривающие константы. Линейные параметры отнесены к толщине двух верхних слоев,
плотности — к плотности полупространства. В предположении, что колебания являются
установившимися и совершаются по гармоническому закону, все функции записываются в

виде F = F0 e−iω′t′ (далее экспоненты и штрихи опущены). Граничные условия и условия
сопряжения задаются в виде

x3 = h:

T
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Решение краевой задачи (1.1)–(1.5) имеет вид

u(x1, x3) =
1

2π

a∫
−a

k(x1 − ξ, x3, ω) q(ξ) dξ,

k(s, x3, ω) =

∫
Γ

K(α1, x3, ω) e−iα1s dα1.

(1.6)

Элементы матрицы-функции K(α1, x3, ω) = ‖Kmn‖m,n=1,3,4,5 определяются формулами

K
(n)
1j = −iα1∆

−1
0

4∑
k=1

y
(n)
1k (∆j,k+8(n−1) sh σ

(n)
k x3 + ∆j, k+8(n−1)+4 ch σ

(n)
k x3); (1.7)

K
(n)
mj = ∆−1

0

4∑
k=1

y
(n)
mk(∆j,k+8(n−1) ch σ

(n)
k x3 + ∆j, k+8(n−1)+4 sh σ

(n)
k x3),

m = 3, 4, 5, n = 1, 2;

(1.8)

K
(3)
1j = −iα1∆

−1
0

4∑
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y
(0)
1k ∆j,k+16 exp (σ

(3)
k x3); (1.9)
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0
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y
(3)
mk∆j,k+16 exp(σ

(3)
k x3), m = 3, 4, 5, (1.10)

где ∆0, ∆jk — определитель дисперсионной матрицы и алгебраическое дополнение ее эле-

мента с номером jk соответственно. Неизвестные y
(n)
pk в (1.7)–(1.10) удовлетворяют системе

уравнений [12]
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Для того чтобы система однородных линейных уравнений (1.11) имела ненулевое решение,
определитель матрицы ее коэффициентов должен быть равен нулю. Тогда величины σk

в (1.7)–(1.10) определяются из решения характеристического уравнения

det

(
P1 P2

P3 P4

)
= 0,
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где

P1 =

∥∥∥∥∥ −α2
1c
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2. Граничные условия. Для построения дисперсионной матрицы A выбираются

следующие граничные условия:
— поверхность x3 = h2 свободна от механических напряжений:

T
(1)
31 = c

(1)
55 (U

(1)
3,1 + U

(1)
1,3 ) + e

(1)
15 U

(1)
4,1 + f

(1)
15 U

(1)
5,1 = 0; (2.1)

T
(1)
33 = c

(1)
13 U

(1)
1,1 + c

(1)
33 U

(1)
3,3 + e

(1)
33 U

(1)
4,3 + f

(1)
33 U

(1)
5,3 = 0, (2.2)

— электрическая и магнитная индукции равны нулю, что соответствует отсутствию
зарядов на поверхности:

D
(1)
3 = e

(1)
31 U

(1)
1,1 + e

(1)
33 U

(1)
3,3 − ε

(1)
33 U

(1)
4,1 − g

(1)
33 U

(1)
5,3 = 0; (2.3)

B
(1)
3 = f

(1)
31 U

(1)
1,1 + f

(1)
33 U

(1)
3,3 − g

(1)
33 U

(1)
4,1 − µ

(1)
33 U

(1)
5,3 = 0. (2.4)

На границе раздела x3 = h1 ставятся условия полного механического сцепления и

неразрывности электрического поля

T
(2)
31 = T

(1)
31 , T

(2)
33 = T

(1)
33 , U

(2)
3 = U

(1)
3 , U

(2)
1 = U

(1)
1 , D

(2)
3 = D

(1)
3 , U

(2)
4 = U

(1)
4 . (2.5)

Рассматриваются два способа задания условий магнитного поля:
1) граница открыта для прохождения магнитного поля (MО):

B
(2)
3 = B

(1)
3 , U

(2)
5 = U

(1)
5 ; (2.6)

2) граница двух сред закрыта для прохождения магнитного поля (МЗ):

U
(2)
5 = 0, U

(1)
5 = 0. (2.7)

На границе слоев и полупространства x3 = 0 задаются условия полного механического
сцепления и неразрывности электрического поля

T
(2)
31 = T

(3)
31 , T

(2)
33 = T

(3)
33 , U

(2)
3 = U

(3)
3 , U

(2)
1 = U

(3)
1 , D

(2)
3 = D

(3)
3 , U

(2)
4 = U

(3)
4 , (2.8)

которые дополняются двумя вариантами магнитных условий:
1) МО:

B
(2)
3 = B

(3)
3 , U

(2)
5 = U

(3)
5 ; (2.9)

2) МЗ:

U
(2)
5 = 0, U

(3)
5 = 0. (2.10)
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Рис. 1. Дисперсионные кривые для среды BaTiO3–CoFe2O4–MgO

Решение уравнений (1.1)–(1.3) ищется в виде [13]

x3 > 0:

U
(p)
1 (α1, x3) = −iα1

4∑
k=1

y
(p)
1k [η

(p)
k+8(p−1)

sh σ
(p)
k x3 + η

(p)
k+4+8(p−1)

ch σ
(p)
k x3],

U
(p)
m (α1, x3) =

4∑
k=1

y
(p)
mk[η

(p)
k+8(p−1)

ch σ
(p)
k x3 + η

(p)
k+4+8(p−1)

sh σ
(p)
k x3];

(2.11)

x3 6 0:

U
(3)
1 (α1, x3) = −iα1

4∑
k=1

η
(3)
k+16y

(3)
1k exp (σ

(3)
k x3),

U
(3)
m (α1, x3) =

4∑
k=1

η
(3)
k+16y

(3)
mk exp (σ

(3)
k x3)

(2.12)

(p = 1, 2; m = 3, 4, 5). Коэффициенты η
(n)
k в (2.11), (2.12) находятся из решения матричного

уравнения [14]

Aη = Q,

где η = {η1, η2, η3, . . . , η20} — искомые коэффициенты; Q = {Q3, Q4, Q5, 0, . . . , 0} — вектор

нагрузки; A — дисперсионная матрица, которая имеет размерность 20 × 20 и находится
путем подстановки решений (2.11), (2.12) в граничные условия (2.1)–(2.10).

3. Результаты численных расчетов. На рис. 1 приведены дисперсионные кри-
вые для трехслойной среды BaTiO3–CoFe2O4–MgO [15]. Зная значения волновых чисел,
фазовую скорость можно представить в безразмерном виде

Vf/Vs = ω/α,

где Vs =

√
c
(3)
55 /ρ(3) = 1 — скорость сдвиговой волны в упругом полупространстве.

На рис. 2 приведены зависимости фазовой скорости от волнового числа ω для среды
BaTiO3–CoFe2O4–MgO с граничными условиями типа MO–MO. На рис. 3 представлены
зависимости ∆Vf/Vs(ω) для первых трех мод при различных магнитных условиях на гра-
ницах раздела слоев для среды BaTiO3–CoFe2O4–MgO. На рис. 3,а (первая мода) видно,
что при задании на нижней границе слоя CoFe2O4 условия типаMЗ амплитуда имеет мак-
симальное значение при низких частотах, при задании граничного условия типа MC–MO
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Рис. 2. Зависимости фазовой скоро-
сти от волнового числа ω для среды

BaTiO3–CoFe2O4–MgO
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Рис. 3. Зависимости ∆Vf/Vs(ω) для первых трех мод при различных условиях
на границах второго слоя:
а — первая мода, б — вторая мода, в — третья мода; 1 — условия типа МЗ–МЗ, 2 —
условия типа МО–МЗ, 3 — условия типа МЗ–МО
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Рис. 4. Зависимости ∆Vf/Vs(ω) для первых мод для сред с различным распо-
ложением материалов:
1 — CoFe2O4–BaTiO3–MgO, 2 — BaTiO3–BaTiO3–MgO, 3 — CoFe2O4–CoFe2O4–MgO

на более высоких частотах различие амплитуд незначительно. На рис. 3,б (вторая мода)
при задании условий типа MO–MЗ и MЗ–MO кривые ∆Vf/Vs(ω) пересекаются.

На рис. 4 представлены зависимости ∆Vf/Vs(ω) для первых мод различных конфи-
гураций среды: CoFe2O4–BaTiO3–MgO, BaTiO3–BaTiO3–MgO и CoFe2O4–CoFe2O4–MgO.
На рис. 4 видно, что на низких частотах влияние среды максимально. При 0 6 ω 6 1,6
различие скоростей достаточно большое. При ω > 2 различие фазовых скоростей уменьша-
ется. Меньшая фазовая скорость среды BaTiO3–BaTiO3–MgO обусловлена наличием более

мягких по сравнению с CoFe2O4 слоев материала BaTiO3.
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