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Нелинейная интегральная модель турбулентного термика обобщена на случай наличия
горизонтальной составляющей его движения относительно среды (например, всплыва-
ния термика в сдвиговом потоке). В отличие от традиционных моделей учтена воз-
можность тепловыделения в термике. Получены аналитические решения для кусочно-
постоянного вертикального профиля горизонтальной скорости среды и постоянного вер-
тикального сдвига скорости, описывающие различные режимы динамики термиков. Ис-
следовано нелинейное взаимодействие горизонтальной и вертикальной составляющих
движения термика, поскольку каждая из них влияет на интенсивность вовлечения окру-
жающей среды, т. е. на скорость увеличения размеров термика и, следовательно, на его
подвижность. Показано, что интенсификация вовлечения среды за счет взаимодействия
термика с поперечным потоком может приводить к существенному уменьшению его
подвижности.
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Введение. Турбулентная конвекция от локализованных источников плавучести и
(или) вертикального импульса, действующих в течение малого промежутка времени, ча-
сто моделируется с помощью изолированных термиков (см., например, работы [1–12] и
библиографию к ним). В такой модели область возмущения (термик) приближенно пред-
ставляется в виде поднимающегося (или опускающегося — в зависимости от знака воз-
мущения) “пузыря” или вихревого кольца переменного объема и массы. Объем термика
постепенно увеличивается вследствие захвата им прилегающих объемов окружающей сре-
ды (для краткости нередко используется термин “вовлечение”). Для термика записывает-
ся система уравнений баланса массы, импульса и плавучести. Рассматривается система
уравнений в виде (см., например, [2. Разд. 6.3.2; 6])

d

dt
R3 = 3βR2w; (1)

d

dt
(R3w) = β1R

3b; (2)

d

dt
(R3b) = −N2R3w, (3)
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где R, w, b — неизвестные радиус, скорость всплывания и удельная плавучесть термика,
имеющая размерность ускорения и определяемая соотношением b = gρ′/〈ρ〉; g — ускорение

свободного падения; 〈ρ〉 — невозмущенная плотность среды; ρ′ — возмущение плотности;
N — частота плавучести в среде; β, β1 — безразмерные постоянные, первая из которых
определяется интенсивностью вовлечения окружающей среды (в [2] рассматривались зна-
чения β = 1/4, β1 = 2/3). Адекватность данной теоретической модели показана, например,
в работе [12] путем сравнения с результатами численной модели высокого разрешения.

Уравнение (1) описывает баланс массы движущегося термика; полагается, что интен-
сивность вовлечения окружающей среды пропорциональна площади поверхности термика

и скорости его движения относительно среды. Заметим, что уравнение (1) записано неточ-
но: в правой части, очевидно, должна использоваться не скорость w, а абсолютное зна-
чение скорости термика относительно окружающей среды. Вообще говоря, вертикальная
скорость w может быть отрицательной (направленной вниз), например, в случае термика
с отрицательной плавучестью.

Задача существенно усложняется и недостаточно исследована в случаях, когда тер-
мик может двигаться под углом к вертикали. Такие ситуации возникают при подъеме или
снижении термика в горизонтальном потоке с вертикальным сдвигом. Например, при зна-
чительной конвективной неустойчивости в атмосфере оседающий объем воздуха (термик с
отрицательной плавучестью), движущийся по горизонтали с быстрым фоновым потоком,
может переносить значительный горизонтальный импульс к приземному слою, в котором
фоновое горизонтальное течение относительно медленное, что может служить одним из
механизмов возникновения резких порывов ветра — шквальных ветров (микрошквалов)
в приземном слое [13]. При движении в таком потоке термик приобретает также горизон-
тальную скорость относительно фонового течения. По данным автора настоящей работы
имеются лишь отдельные небесспорные попытки соответствующего обобщения теории

термиков [1, 8–10]. В этих обобщениях используется ряд гипотез и допущений; например,
в некоторых случаях не учитывалась стратификация плотности среды; при численном
моделировании рассматривались, как правило, случаи высокотемпературных термиков.
Ниже рассматривается обобщение системы (1)–(3), которое позволяет получить решение
нелинейной задачи в замкнутом аналитическом виде с учетом стратификации среды и

наличия источника тепла в термике. Соответствующее обобщение уравнения (1) имеет
вид

d

dt
R3 = 3βR2(w2 + ∆u2)1/2, ∆u ≡ u− U, (4)

где u — горизонтальная составляющая скорости термика; U — скорость фонового гори-
зонтального течения, зависящая от высоты, а следовательно, от времени перемещения
термика на определенный уровень.

1. Случай бессдвигового сносящего потока. Представляет интерес случай U =
const, когда в процессе движения в вертикальном направлении термик попадает в слой
воздуха, горизонтальная скорость которого U существенно отличается от горизонтальной

скорости термика u0 в момент его входа в этот слой; при дальнейшем движении термика
фоновая скорость U меняется несущественно. (Это соответствует частному случаю сдви-
гового фонового течения, в котором вертикальный сдвиг происходит в тонком слое.) Од-
ним из примеров является случай, когда термик с отрицательной плавучестью, с большой
скоростью переносимый горизонтальным потоком, оседая, попадает в приземный слой, в
котором фоновая горизонтальная скорость незначительна и несущественно меняется при

изменении высоты.
Уравнение (2) описывает изменение вертикальной составляющей вектора количества

движения термика вследствие действия сил плавучести. В горизонтальном направлении
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подобные силы отсутствуют, поэтому с учетом U = const аналогичное уравнение для
горизонтальной составляющей вектора количества движения имеет вид

d

dt
(R3∆u) = 0. (5)

Уравнение (5), обобщенное на случай сдвигового фонового потока, имеет вид

d

dt
(R3∆u) = −U ′R3w (6)

(штрих обозначает вертикальную производную (сдвиг скорости)). Уравнение (6) анало-
гично уравнению (3), однако описывает изменение горизонтальной составляющей вектора
количества движения.

Для увеличения общности в уравнении для изменения плавучести (3) дополнительно
учитывается возможность существования источника плавучести в термике:

d

dt
(R3b) = −N2R3w + Q. (7)

Здесь Q — интенсивность источника плавучести, связанного, например, с тепловыделени-
ем в термике [7]. Подобные задачи с объемным тепловыделением возникают, в частности,
в теории активных воздействий на атмосферные процессы. Для искусственного стимули-
рования конвекции предложено, например, внесение в воздух мелкодисперсной примеси,
поглощающей коротковолновое солнечное излучение. Вследствие тепловыделения облако
такой практически невесомой примеси должно всплывать. Для описания такой конвекции
используются, в частности, модели типа термиков [7]. В простейших случаях интеграль-
ное тепловыделение в термике можно считать постоянным: Q = const.

Рассматривается замкнутая система уравнений: уравнения (2), (4), (5), (7); в качестве
начальных данных принимаются значения искомых величин R, u, w, b в начальный момент
времени t = 0 (далее отмечены индексом 0).

Из уравнения (5) несложно получить закон адаптации горизонтальной скорости тер-
мика к скорости фонового течения:

∆u(t) = ∆u0(R0/R(t))3. (8)

Из уравнений (2), (6) следует линейное уравнение относительно неизвестной величи-
ны R3w

d2

dt2
(R3w) + β1N

2R3w = β1Q.

В случае Q = const решение имеет вид

R3w = A sin N1t + B cos N1t + Q1, b =
N

β
1/2
1 R3

(A cos N1t−B sin N1t), (9)

где

A =
β1b0R

3
0

N1
, B = w0R

3
0 −Q1, N1 = β

1/2
1 N, Q1 =

Q

N2
,

постоянные интегрирования A, B определяются из начальных условий.
Исключая из равенств (4), (8), (9) все неизвестные, кроме R, получаем уравнение

с разделяющимися переменными

d

dt
R4 = 4β

[
(A sin N1t + B cos N1t + Q1)

2 + (R3
0∆u0)

2
]1/2

. (10)
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Решение (10) можно представить в виде

R = R0

{
1 +

4β

R4
0

t∫
0

[
((A2 + B2)1/2 sin(N1t

′ + ϕ) + Q1)
2 + D2

]1/2
dt′

}1/4
, (11)

где

ϕ = arccos (A/(A2 + B2)1/2), D = R3
0∆u0.

Интеграл в правой части равенства (11) можно выразить в явном виде, однако в общем
случае полученное выражение является очень громоздким (его можно получить, например,
с помощью интегрированной системы компьютерной математики Mathematica). Данное
соотношение позволяет проанализировать зависимости динамики термика от стратифи-
кации, тепловыделения и начальных данных R0, ∆u0, w0, b0.

В случае Q = 0 (термик в отсутствие источника тепла) решение выражается через
эллиптические интегралы второго рода [14]:

R = R0

{
1 +

4βD

R4
0N1

E
(
N1t + ϕ

∣∣∣− (A2 + B2

D2

)2)∣∣∣t
t=0

}1/4
.

В качестве простейшего примера рассмотрим частный случай отсутствия тепловы-
деления, стратификации, плавучести (Q = 0, N = 0, b ≡ 0), т. е. “чисто механическое”
взаимодействие термика с окружающей средой при наличии как вертикальной, так и гори-
зонтальной составляющей его скорости относительно среды. В этом случае из (9) следует

w(t) = w0(R0/R(t))3. (12)

Подставляя выражения (8), (12) в уравнение (4), получаем

d

dt
R4 =

R4
0

t1
, R = R0

(
1 +

t

t1

)1/4
,

w

w0
=

∆u

∆u0
=

(
1 +

t

t1

)−3/4
;

t1 =
R0

4β
(w2

0 + ∆u2
0)
−1/2. (13)

Обозначив через z вертикальную координату термика, находим w = dz/dt, тогда закон
движения термика в вертикальном направлении принимает вид

z = z0 + 4w0t1(1 + t/t1)
1/4.

Из уравнения (4) получаем соотношение

d

dz
R = β

[
1 +

(∆u

w

)2]1/2
.

Из приведенных выше результатов следует, что движение термика в горизонтальном на-
правлении оказывает влияние на движение в вертикальном направлении. Наличие гори-
зонтальной составляющей движения термика относительно среды приводит к более интен-
сивному вовлечению окружающей среды, дополнительному увеличению объема термика

и замедлению его движения в вертикальном направлении. Характерное время, в течение
которого термик адаптируется к движению окружающей среды, составляет порядка t1
(13). Например, в случае ∆u0 = 20 м/с � w0, R0 = 300 м, β = 0,25 разность скоростей
уменьшается в три раза за время порядка 1 мин, что согласуется с характерной продол-
жительностью шквальных ветров, обусловленных интенсивной конвекцией [13].
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Рассмотрим пример конвективного движения термика. В предположении отсутствия
тепловыделения и фоновой стратификации примем w0 = 0, b0 6= 0. Тогда решение уравне-
ния (11) записывается в виде

R = R0

[
1 +

2ββ1b0

R0

(
t(t2 + T 2)1/2 + T 2 ln

t + (t2 + T 2)1/2

T

)]1/4
, T =

∆u0

β1b0
.

Отсюда, используя уравнение (1), нетрудно получить

w =
1

β

d

dt
R =

1

4βR3

d

dt
R4 = β1b0

(t2 + T 2)1/2

(R/R0)3
.

Таким образом, наличие сносящего потока (T 6= 0) оказывает существенное влияние при
значениях времени, меньших или порядка T . При ∆u0 = 10 м/с, β1 = 2/3 и начальном
перегреве термика, равном 2К, в приближении Буссинеска b0 ≈ 0,07, T ≈ 4 мин.При таких
значениях времени наличие сносящего потока приводит к более интенсивному вовлечению

окружающей среды и, следовательно, к уменьшению подвижности термика.
Рассмотрим еще один пример. Представляет интерес режим всплывания термика,

при котором два слагаемых в правой части равенства (7) взаимно компенсируются, т. е.
выполняются соотношения

w = Q1/R
3, b = 0. (14)

Предполагается, что соотношения (14) выполняются уже в начальный момент времени.
Физический смысл такого режима следующий: увеличение плавучести термика за счет
тепловыделения компенсируется его подъемом в менее плотные слои среды. Такие режимы
с нейтральной плавучестью характерны для конвекции с объемным тепловыделением [7].
Подставляя выражения (8), (14) в уравнение (4), находим

R = R0

{
1 +

4β

R4
0

[
Q2

1 + (R3
0∆u0)

2
]1/2

t
}1/4

.

В данном случае наличие горизонтального ветра также приводит к более быстрому уве-
личению объема термика и замедлению его всплывания.

Заметим, что полученные результаты справедливы также в случае покоящейся сре-
ды, когда термик “запускается” под углом к вертикали (U = 0, ∆u0 6= 0). Найденные
решения, в частности, описывают нелинейное взаимодействие двух составляющих движе-
ния термика, поскольку интенсивность вовлечения окружающей среды (изменение объема
термика) зависит от каждой составляющей движения.

2. Термик в горизонтальном потоке с однородным вертикальным сдвигом

(U ′ = const). В данном случае вместо уравнения (5) рассматривается уравнение (6), инте-
грируя которое с учетом (9) при Q = const получаем

∆u = ∆u0

(R0

R

)3
− U ′

N1R3
[N1Q1t + A(1− cos N1t) + B sin N1t]. (15)

Подставляя (9), (15) в уравнение (4) и интегрируя, находим

R = R0

{
1 +

4β

R4
0

t∫
0

[
(Q1 + A sin N1t

′ + B cos N1t
′)2 +

+
(
D − U ′

N1
(N1Q1t + A(1− cos N1t

′) + B sin N1t
′)
)2]1/2

dt′
}1/4

. (16)

При U ′ = 0 решение (16) переходит в равенство (11).
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Рассмотрим некоторые частные случаи. Влияние начального “отклонения” горизон-
тальной скорости ∆u0 исследовалось выше, далее рассматриваются случаи ∆u0 = 0,
D = 0.

В случае Q = 0, N = 0, w0 = 0, b0 6= 0 (термик в отсутствие объемного тепловы-
деления и начального вертикального механического импульса, движущийся в нейтрально
стратифицированной среде) имеем

w = β1b0(R0/R)3t,

решение для радиуса термика принимает вид

R = R0

{
1 +

16ββ1b0

3R0U ′2

[(
1 +

U ′2

4
t2

)3/2
− 1

]}1/4
.

При U ′ → 0

R = R0

(
1 +

2ββ1b0

R0
t2

)1/4
.

При наличии сдвига скорости и больших значениях времени R ∼ t3/4, w ∼ t−5/4, при
отсутствии — R ∼ t1/2, w ∼ t−1/2. Таким образом, наличие сдвига скорости существенно
ускоряет увеличение размеров термика и замедляет его движение в вертикальном на-
правлении. Вертикальное перемещение становится конечным, в то время как в случае
отсутствия сдвига при нейтральной стратификации в данной модели оно не ограничено.

Рассмотрим более сложный случай устойчивой стратификации Q = 0, N > 0, w0 = 0,
b0 6= 0. Выражение для вертикальной скорости имеет вид

w =
β1b0

N1

(R0

R

)3
sin N1t.

Ограничиваясь периодом до момента остановки вертикального движения термика 0 6 t 6
π/N1, для радиуса термика получаем решение в виде

R = R0

{
1 +

4ββ1b0

N1R0

t∫
0

[
sin2 N1t

′ +
( U ′

N1

)2
(1− cos N1t

′)2
]1/2

dt′
}1/4

. (17)

При малых значениях безразмерного параметра U ′/N1 (при больших значениях числа
Ричардсона для фонового потока) вклад в подынтегральное выражение слагаемого, за-
висящего от сдвига скорости, незначителен, что может служить критерием для учета
сдвига фонового течения. Интеграл в (17) можно выразить в явном виде, однако в общем
случае выражение является громоздким. Сравним простые случаи U ′/N1 = 0, U ′/N1 = 1.
В первом случае интеграл в (17) равен

1

N1
(1− cos N1t) =

2

N1
sin2 N1t

2
, (18)

во втором —

4

N1

(
1− cos

N1t

2

)
=

8

N1
sin2 N1t

4
. (19)

Нетрудно проверить, что слагаемое, содержащее интеграл, может быть основным в (17).
Максимальное значение отношения (19) к (18) 1/ cos2(N1t/4) равно двум (в конце рассмат-
риваемого интервала времени). Следовательно, наличие сдвига скорости может приводить
к увеличению линейных размеров термика приблизительно на 20 %. Таким образом, ре-
зультаты, полученные в [12] без учета фонового ветра, имеют тот же порядок величины,
что и при умеренных значениях U ′/N1.
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Рассмотрим случай термика с постоянным объемным тепловыделениемQ 6= 0.Пусть в
начальный момент отклонение плавучести отсутствует: A = B = 0. В дальнейшем режим
с нейтральной плавучестью сохраняется, поэтому выполняются равенства (14). Решение
для радиуса термика имеет вид

R = R0

[
1 +

2βQ1

R4
0

(
t(1 + U ′2t2)1/2 +

1

|U ′|
ln

∣∣U ′t + (1 + U ′2t2)1/2
∣∣)]1/4

.

Таким образом, при значениях времени, бо́льших или порядка |U ′|−1, наличие сдвига
скорости фонового течения приводит к более быстрому увеличению размеров термика и,
следовательно, к замедлению его вертикального движения, которое в этом случае стано-
вится конечным.

Заключение. В работе показано, что при наличии горизонтального течения термик
сильнее взаимодействует с окружающей средой. Интенсификация вовлечения окружающей
среды приводит к уменьшению подвижности термика. Рассмотренная интегральная мо-
дель позволяет в явном виде анализировать различные режимы движения турбулентных

термиков в сносящих потоках. Получены зависимости динамики термика от стратифика-
ции, сдвига скорости фонового течения, тепловыделения и начальных данных. Установ-
лена непосредственная зависимость динамики вертикального движения термика от числа

Ричардсона для фонового течения. Показано, что наиболее существенное влияние сдвиг го-
ризонтального течения оказывает при слабой стратификации. Также показано, что вслед-
ствие этого сдвига даже при наличии в термике стационарного источника плавучести и

безразличной стратификации среды движение термика в вертикальном направлении ока-
зывается ограниченным.

Автор выражает благодарность Ю. С. Русакову за полезные замечания, способство-
вавшие улучшению работы.
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