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Представлены результаты исследования влияния амплитуды колебаний на процесс втя-
гивания двустороннего микропереключателя и вычисления его собственных частот с
использованием нелинейной частотно-амплитудной характеристики системы. Уравне-
ние колебаний микропереключателя, предварительно деформированного электрическим
полем, содержит нелинейные члены до пятого порядка включительно. Исследование вы-
полнено новым аналитическим методом, основанным на использовании гамильтониана.
Показано, что для получения приемлемого решения достаточно использовать первый
член разложения решения в ряд. Достоверность результатов, полученных асимптотиче-
ским методом, подтверждена путем сравнения их с результатами численного решения.
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Введение. Свойства электромеханических микрорезонаторов существенно зависят от
их параметров, поэтому необходимо исследовать влияние этих параметров на физические
и механические свойства резонаторов, в частности на неустойчивость процесса втягивания
и собственную частоту резонаторов.

Микроэлектромеханические системы (МЭМС) с приводами используются в струйных
принтерах, переключателях, гироскопах, химических датчиках и т. п. В работах [1–14]
проведены исследования неустойчивости процесса втягивания и динамики МЭМС. Одна-
ко влияние величины амплитуды нелинейных колебаний на неустойчивость процесса втя-
гивания до сих пор не изучено. При анализе динамики микросистем, на которые воздей-
ствуют электростатические силы, необходимо учитывать нелинейную зависимость между
входными и выходными сигналами. Влияние высокочастотного напряжения на неустой-
чивость процесса втягивания в микросистемах, инициируемых механическими и электро-
статическими силами, исследовано в работе [4]. Микроструктура моделировалась демпфи-
рующей системой масса — пружина с одной степенью свободы. Статика микрозеркал при
воздействии капиллярных сил изучалась в работе [6]. В частности, исследованы втягива-
ние микрозеркал под действием капиллярных сил и влияние различных геометрических

параметров на угол втягивания.
Влияние осевой нагрузки и профиля оптического датчика на неустановившийся режим

МЭМС с двумя устойчивыми состояниями, приводимой в действие оптическими датчика-
ми, исследовано в [7].
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В работе [10] предложена нелинейная модель микробалки Тимошенко на основе гра-
диентной теории упругости с использованием тензора деформации Кармана, с помощью
принципа Гамильтона получены уравнения движения и краевые условия. В [11] представ-
лена математическая модель электростатической балочной МЭМС, находящейся после
втягивания под воздействием стационарного электрода. Взаимодействие балки и подложки
моделировалось нелинейным основанием, состоящим из пружин и демпферов. В работе [12]
изучена динамика с обратной связью микробалки-инициатора в случайном режиме работы
и построена диаграмма бифуркации на основе анализа амплитуды и частоты переменного

напряжения. В [13] проанализированы различные подходы к вычислению потерь энергии
колебаний в полубесконечных опорах микроэлектромеханических резонаторов, совершаю-
щих колебания в плоскости.

Распределенная электромеханическая модель, учитывающая поле рассеивания, конеч-
ные смещения и остаточные напряжения, предложена в [14]. Электростатическая сила
вычислялась с учетом поля рассеивания, обусловленного конечными шириной и толщиной
балки.

В настоящей работе вычисляется нелинейная зависимость частоты от амплитуды за-
щемленного микропереключателя, колеблющегося под действием электростатического на-
пряжения, приложенного с двух его сторон. В последнее время достигнут существенный
прогресс в построении аналитических решений нелинейных дифференциальных уравне-
ний, не содержащих малый параметр [15–17]. Существуют различные методы построения
решения нелинейных дифференциальных уравнений при изучении нелинейных колебаний:
метод энергетического баланса [18], вариационный итерационный метод в сочетании с ме-
тодом энергетического баланса [19], метод декомпозиции Адомиана в сочетании с аппрок-
симацией Паде [8], метод Линдстедта— Пуанкаре [20], преобразование Лапласа [21], метод
минимакса [22], метод гомотопического анализа [23], метод разложения по параметру [24,
25], метод гомотопического возмущения [26].

Для консервативных осцилляторов существует инвариантный гамильтониан, который
можно использовать при построении приближенного решения [27]. Такой подход применен
в работе [28] при анализе колебаний балки Эйлера — Бернулли при нелинейных краевых

условиях.
В работе [1] предложена асимптотическая процедура анализа нелинейных колебаний

микробалки под действием напряжения электрического поля, приложенного с одной из
ее сторон, с использованием метода разложения по параметру с удержанием нелинейных
членов до четвертого порядка включительно.

В данной работе исследуется нелинейное поведение микропереключателя, активиру-
емого напряжением электрического поля, приложенным с двух его сторон. Показано, что
применение гамильтониана при решении нелинейного уравнения пятого порядка позволяет

эффективно исследовать неустойчивость процесса втягивания. Изучено влияние амплиту-
ды колебаний на неустойчивость процесса втягивания и собственные колебания. Показано,
что для получения с большой точностью решения задачи о колебаниях микробалки доста-
точно использовать только первый член разложения решения в ряд. Также исследовано
влияние амплитуды колебаний и основных параметров задачи на устойчивость процесса

втягивания и собственные частоты колебаний микробалки.
1. Уравнение движения. Рассматривается тонкая микробалка с защемленными

торцами, которая находится под действием электростатического напряжения, приложен-
ного с двух ее сторон (рис. 1). Микробалка имела следующие характеристики: l — длина,
h — толщина, b — ширина, ρ — плотность материала, I — момент инерции поперечного

сечения, E — модуль упругости материала. Начальный размер зазора между пластиной
и балкой равен dgap. Балка деформируется под действием притягивающих электростати-
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Рис. 1. Конфигурация защемленной микробалки-переключателя

ческих сил, возникающих вследствие наличия разности потенциалов V1 и V2. Предполага-
ется, что балка является балкой Эйлера — Бернулли. При моделировании используется
геометрическая нелинейность типа нелинейности Кармана, учитывающая большие смеще-
ния и повороты, при этом деформации считаются малыми. С использованием стандарт-
ной модели конденсатора [14, 29] выражение для электростатических сил, действующих
на единицу длины лицевых поверхностей пластины, можно представить в виде
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где ε — диэлектрическая проницаемость. С использованием разложений в ряд Тейлора

выражения для электростатических сил уравнение движения микробалки-переключателя
записывается следующим образом:
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Будем полагать w(x, t) = q(t)ϕ(x), где функция ϕ(x) — первая собственная мода для

защемленной балки:

ϕ(x) = ch (λx)− cos (λx)− ch (λl)− cos (λl)

sh (λl)− sin (λl)
(sh (λx)− sin (λx)),

λ = 4,730 040 745 — корень характеристического уравнения для первой собственной моды.
Вводя безразмерные переменные
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√
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q

l
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и используя метод Бубнова — Галеркина, уравнение для функции q(t) c точностью до

нелинейных членов пятого порядка можно записать в виде

d2q

dτ2
+ β1q(τ) + β2(q(τ))2 + β3(q(τ))3 + β4(q(τ))4 + β5(q(τ))5 + β0 = 0, (1)

где

β1 = 500,563 96− 12(λ1 + λ2)η
2(0,5β + α) + 147,631fi/γ

2,

β2 = −12(λ1 − λ2)η
3(0,664 687β + 1,994 047 9α),

β3 = −12(λ1 + λ2)η
4(0,926 677 512β + 3,7α) + 908,126/γ2,

β4 = −12(λ1 − λ2)η
5(1,265 948 42β + 6,927 767α),

β5 = 12(λ1 + λ2)η
6(7,94β + 26,24α), β0 = −0,415 430 763(λ1 − λ2)η(β + α).

2. Описание подхода, в котором используется гамильтониан. Рассмотрим за-
дачу Коши для нелинейного дифференциального уравнения второго порядка

q̈ + f(q) = 0, q(0) = A, q̇(0) = 0. (2)

Одним из основных подходов к решению задач для дифференциальных уравнений являет-
ся использование вариационных принципов, поскольку большинство дифференциальных
уравнений есть следствие минимизации энергии физической системы. Рассмотрим диффе-
ренциальное уравнение

N(τ, q, q̇, q̈) = 0. (3)

Вариационный принцип для уравнения (3) можно сформулировать, если существует функ-
ционал [30]

J =

∫
L(τ, q, q̇, q̈) dτ (4)

(L — лагранжиан системы), экстремалями которого являются решения этого уравнения.
Таким образом, необходимо изучить условия, при выполнении которых существует функ-
ция L(τ, q, q̇, q̈), такая что уравнение (3) является уравнением Эйлера функционала (4),
т. е. имеет место равенство
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)
= N(τ, q, q̇, q̈).

Для уравнения (2) в работе [27] предложен функционал

J(q) =
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(
− q̇2

2
+ F (q)

)
dt,

где T — период нелинейного осциллятора; q̇2/2 — кинетическая энергия системы; F (q) —
потенциальная энергия системы, причем ∂F/∂q = f . Поскольку рассматриваемая система
является консервативной, ее полная энергия при движении сохраняется и гамильтониан
системы не изменяется: H = T + U = H0 (T , U — кинетическая и потенциальная энергии

системы соответственно). Введем функцию [27]

Ĥ(q) =

T/4∫
0

( q̇2

2
+ F (q)

)
dt =

T

4
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Очевидно, что

∂Ĥ

∂T
=
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4

и соотношение между частотой и амплитудой (частотно-амплитудное уравнение) следует
из уравнения
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∂ (1/ω)

)
= 0,

где A — начальная амплитуда колебаний; ω — частота колебаний нелинейной системы.
3. Использование гамильтониана при решении задачи. Рассмотрим уравне-

ние (1). Гамильтониан этого уравнения записывается в следующем виде:
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Сохраняя в аппроксимации q =
n∑

i=1

Ai cos (iωτ) функции q(t) только первый член, решение

будем искать в виде

q = A cos (ωτ). (6)

Подставляя (6) в (5), получаем

Ĥ = ω−1(0,3927A2β1+0,2222A3β2+0,1473A4β3+0,3927A2ω2+0,1067A5β4+0,0818A6β5+Aβ0),

следовательно,
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Из уравнения (7) находим
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Подставляя (8) в (6), получаем

q0(t) = A cos
( 1√

A

√
β1A + 0,8488β2A2 +

3

4
β3A3 + 0,6791β4A4 +

5

8
β5A5 + 1,2732β0 τ

)
.

4. Результаты исследования и их обсуждение. В расчетах использовались сле-
дующие значения параметров задачи: l = 210 мкм, h = 1,5 мкм, E = 169 ГПа, b = 0,5 мкм,
ρ = 2329 кг/м3, dgap = 1,18 мкм, ε = 8,854 187 817 620 · 10−12 Ф/м, β = 0,65.

На рис. 2 приведены зависимости безразмерной амплитуды от времени, полученные
с использованием гамильтониана и аппроксимации первого порядка функции q(τ) и с по-
мощью численного метода Рунге — Кутты четвертого порядка. Из приведенных зависи-
мостей следует, что аналитическое и численное решения хорошо согласуются.
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Рис. 2. Зависимость безразмерной амплитуды от безразмерного времени при

различных начальных условиях:
точки — численное решение, линии — аналитическое решение; 1 — q(0) = 0,001, 2 —
q(0) = 0,005, 3 — q(0) = 0,010, 4 — q(0) = 0,013, 5 — q(0) = 0,015, 6 — q(0) = 0,020
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Рис. 3. Зависимость основной безразмерной частоты от амплитуды смещений
микробалки при λ1 = 10−4 и различных значениях λ2:
1 — λ2 = 0 (воздействие напряжения на балку с одной стороны), 2 — λ2 = 10−4, 3 —
λ2 = 3 · 10−4, 4 — λ2 = 5 · 10−4, 5 — λ2 = 10−3

Анализ результатов, представленных на рис. 3–8, показывает, что с увеличением ам-
плитуды собственная частота колебаний микробалки с защемленными торцами уменьша-
ется.

На рис. 3 приведена зависимость нелинейной частоты колебаний защемленной на тор-
цах микробалки от амплитуды смещения при λ1 = 10−4 и различных значениях λ2. Видно,
что с увеличением отношения λ2/λ1 неустойчивость процесса втягивания возникает при

меньших значениях амплитуды.
На рис. 4 приведена зависимость нелинейной частоты колебаний микропереключателя

от амплитуды смещения при различных значениях параметра α. Видно, что этот пара-
метр оказывает существенное влияние на неустойчивость и собственную частоту колеба-
ний балки. Из приведенных на рис. 4 зависимостей следует, что с увеличением парамет-
ра α основная частота уменьшается и неустойчивость появляется при меньших значениях
амплитуды.
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Рис. 4. Зависимость основной безразмерной частоты от амплитуды смещений
микробалки при λ1 = λ2 = 10−5 и различных значениях параметра α:
1 — α = 0,1, 2 — α = 0,2, 3 — α = 0,35, 4 — α = 0,5, 5 — α = 0,7, 6 — α = 1

Рис. 5. Зависимость основной безразмерной частоты от амплитуды смещений
микробалки при λ1 = λ2 = 10−5 и различных значениях параметра η:
1 — η = 200, 2 — η = 250, 3 — η = 300, 4 — η = 400, 5 — η = 500
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Рис. 6. Зависимость основной безразмерной частоты от амплитуды смещений
микробалки при λ1 = λ2 = 10−5 и различных значениях параметра γ:
1 — γ = 0,005, 2 — γ = 0,006, 3 — γ = 0,0075, 4 — γ = 0,01, 5 — γ = 0,02

Рис. 7. Зависимость основной безразмерной частоты от амплитуды смещений
микробалки при λ1 = λ2 = 10−5 и различных значениях параметра fi:
1 — fi = 0,002, 2 — fi = 0,003, 3 — fi = 0,004, 4 — fi = 0,006, 5 — fi = 0,007, 6 —
fi = 0,009
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Рис. 8. Зависимость основной безразмерной частоты от амплитуды смещений
микробалки при λ2 = 10−4 и различных значениях параметра λ1:
1 — λ1 = 2 ·10−4, 2 — λ1 = 4 ·10−4, 3 — λ1 = 6 ·10−4, 4 — λ1 = 8 ·10−4, 5 — λ1 = 15 ·10−4

При увеличении параметра η неустойчивость процесса втягивания возникает при

меньших значениях безразмерной амплитуды. Кроме того, с увеличением параметра η
уменьшаются значения безразмерной амплитуды, при которых собственная частота обра-
щается в нуль (рис. 5).

На рис. 6 приведена зависимость ω̄–A при различных значениях параметра γ. Видно,
что с увеличением параметра γ основная частота уменьшается.

На рис. 7 приведена зависимость ω̄–A при различных значениях параметра fi. С уве-
личением параметра fi основная частота увеличивается, с уменьшением параметра fi

неустойчивость возникает при меньших значениях амплитуды.
На рис. 8 приведена зависимость ω̄–A при различных значениях параметра λ1. Видно,

что с увеличением параметра λ1 основная частота уменьшается и неустойчивость возни-
кает при меньших значениях амплитуды.

Заключение. В работе с использованием предложенного аналитического метода,
основанного на применении гамильтониана, построены зависимости частоты от ампли-
туды колебаний защемленной микробалки, находящейся под действием поля напряжений,
приложенного с двух ее сторон. В уравнении движения удержаны нелинейные члены до
пятого порядка включительно. Исследовано влияние величины амплитуды и различных
параметров задачи на частоту и неустойчивость процесса втягивания. Из результатов
сравнения аналитического и численного решений следует, что для получения решения с
приемлемой точностью достаточно в его асимптотическом разложении удержать только

первый член.
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