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На основе кинетических уравнений ползучести проведено сравнение процессов накоп-
ления повреждений при растяжении стержней в двух режимах деформирования: под
действием постоянных напряжений и при постоянных скоростях деформаций, соответ-
ствующих скоростям на установившейся стадии ползучести для тех же напряжений.
Установлено, что для увеличения остаточного эксплуатационного ресурса формование
деталей с заданной кинематикой более предпочтительно, чем формование под действи-
ем постоянных напряжений, для материалов, при одноосном деформировании которых
при σ = const деформация, при которой происходит разрушение, монотонно уменьша-
ется с увеличением напряжения; формование под действием постоянных напряжений
более предпочтительно для материалов, при одноосном деформировании которых де-
формация, при которой происходит разрушение, монотонно возрастает с увеличением
напряжения. Приведены результаты расчетов для некоторых сплавов.
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Введение. При производстве современных изделий, применяемых в машиностроении,
широко используются высокопрочные сплавы на основе алюминия и титана. Вследствие
малой пластичности таких сплавов традиционные квазистатические режимы деформи-
рования со скоростями порядка нескольких процентов в секунду могут приводить к их

повреждению еще на стадии изготовления. Альтернативными способами обработки явля-
ются медленные температурно-скоростные режимы деформирования за счет накопления
необратимых деформаций ползучести, включая режимы сверхпластичности, что позволя-
ет существенно уменьшить усилия, управлять процессом формования и сохранять эксплу-
атационный ресурс на стадии изготовления.

В работах [1, 2] для задач изгиба пластин и кручения профиля уголкового сечения
установлено, что минимальный уровень остаточных напряжений соответствует релакса-
ционному режиму деформирования (режиму термофиксации). Задачи определения опти-
мального пути деформирования, обеспечивающего минимальный уровень повреждений,
рассмотрены в [3–6].
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В работе [3] показано, что для материалов, ползучесть которых описывается кинети-
ческими уравнениями Работнова с учетом повреждаемости в виде

ηij =
dεij

dt
=

Bεσ
n
e

(1− q)k1

∂σe

∂σij
,

dq

dt
=

Bqσ
g
e

(1− q)k2
, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, (1)

минимальная величина повреждений достигается в том случае, если скорость деформаций
ползучести постоянна, при этом на значения параметров ползучести налагается ограни-
чение g > n. В (1) Bε, Bq, n, g, k1, k2 — константы ползучести; εij , ηij , σij — компоненты

тензоров деформаций, скоростей деформаций ползучести и напряжений; σe — однород-
ная относительно напряжений функция первой степени; параметр 0 6 q 6 1 описывает с
феноменологических позиций накопление повреждений в материале.

В работах [4–6] рассмотрен ряд задач оптимального проектирования в рамках энер-
гетического варианта теории ползучести [7, 8].

В [9] показано, что, выполнив замену 1− ω = (1− q)k2−k1+1, кинетические уравнения
(1) можно записать в виде соотношений с одинаковыми функциями в знаменателе:

dA

dt
=

BAσn+1
e

(1− ω)m
,

dω

dt
=

Bωσg
e

(1− ω)m
. (2)

Здесь m = k1/(k2 − k1 + 1); Bω = (k2 − k1 + 1)Bq; BA = Bε; A = εijσij — работа рас-
сеяния. Для параметра поврежденности 0 6 ω 6 1 в одноосном случае (σe = σ) должно

выполняться уравнение “единой кривой” (1 − ω)m+1 = 1 − τ , где τ = (k2 + 1)

t∫
0

Bqσ
g dt,

или τ = (m + 1)

t∫
0

Bωσg dt.

Кинетические уравнения (2) могут быть обобщены на случай материалов, на диа-
граммах ползучести которых можно выделить три стадии ползучести [8, 9]:

W =
dA

dt
=

f(σe, T )

ωα(1− ωα+1)m
; (3)

dω

dt
=

ϕ(σe∗, T )

ωα(1− ωα+1)m
, 0 6 ω 6 1; (4)

ηij =
dεc

ij

dt
= λ

∂σe

∂σij
, λ =

W

σe

(α — параметр упрочнения; T — температура). В этом случае при одноосном растяжении
(σe = σe∗ = σi = const (σi — интенсивность напряжений)) в нормированных координатах
ω = A/A∗ ≡ ε/ε∗, τ = t/t∗ (ε∗ — предельная деформация) для параметра поврежденности
также имеем уравнение “единой кривой” в виде (1− ωα+1)m+1 = 1− τ , 0 6 τ 6 1. Иными
словами, при одноосном напряженном состоянии скалярный параметр поврежденности ω
есть показатель деформируемости материала.

В [10] оценивался остаточный эксплуатационный ресурс детали после процесса фор-
мообразования, приведены результаты численных расчетов процесса деформирования при
одноосном растяжении сплошных круглых стержней из упрочняющегося (α 6= 0) тита-
нового сплава марки 3В при комнатной температуре с использованием зависимостей (3),
(4), где f(σe, T ) = BAσn+1

i ; ϕ(σe∗, T ) = Bωσg
i . Для этого сплава на основе полученных

графиков проведено сравнение процессов накопления повреждений в стержнях при де-
формировании в двух режимах: при постоянных напряжениях (σi = σ0 = const) и при
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постоянных скоростях деформаций, равных скоростям на установившейся стадии ползу-
чести для тех же напряжений (ηi = η0 = BAσn

0 = const (ηi — интенсивность скоростей

деформаций ползучести)). Показано, что на стадии изготовления деталей, работающих в
условиях, при которых их напряженно-деформированное состояние близко к напряженно-
деформированному состоянию, соответствующему одноосному растяжению, формование
до необходимой величины деформации ε0 с заданной кинематикой процесса деформирова-
ния более предпочтительно, чем формование под действием постоянных напряжений. В
данной работе проведено сравнение этих двух процессов деформирования в зависимости

от значений параметров в уравнениях (3), (4). Приведены результаты расчетов параметра
поврежденности в условиях одноосного растяжения для различных сплавов.

1. Анализ режимов деформирования при постоянных напряжениях и с за-
данной кинематикой. Исследуем два указанных выше режима в условиях одноосного
деформирования в зависимости от значений параметров ползучести в уравнениях (3), (4).
Рассмотрим случай степенных функций f(σ) = BAσn+1 и ϕ(σ) = Bωσg. Упругими дефор-
мациями будем пренебрегать. Из (3) для скоростей деформаций ползучести следует

dε

dt
=

BAσn

ωα(1− ωα+1)m
. (5)

Режим 1. Рассмотрим режим, в котором напряжения постоянны: σ = σ0 = const.
Интегрируя (4) аналогично тому, как это сделано в [8], для параметра поврежденности
получаем

ω =
(
1− (1− (m + 1)(α + 1)Bωσg

0t)
1/(m+1)

)1/(1+α)
.

Подставляя данное выражение для ω в (4) и интегрируя по t, находим

ε(t) =
BA

Bω
σn−g

0

(
1− (1− (m + 1)(α + 1)Bωσg

0t)
1/(m+1)

)1/(1+α)
=

BA

Bω
σn−g

0 ω(t). (6)

Режим 2. Рассмотрим режим, в котором скорость деформаций ползучести постоянна
(ε̇ = η0 = const), причем скорость деформирования равна скорости на установившейся

стадии: η0 = BAσn
0 . Из (5) находим σ = ((1−ωα+1)mωαη0/BA)1/n. Подставляя σ в (4), для

параметра поврежденности получаем

dω

dt
= Bω

( η0

BA

)g/n
ωα(g/n−1)(1− ωα+1)m(g/n−1). (7)

Интегрируя (7), имеем

t =
1

Bωσg
0

ω∫
0

ωα(1−g/n)(1− ωα+1)m(1−g/n) dω. (8)

При α 6= 0 интеграл (8) допускает численное интегрирование приближенными методами.
Рассмотрим случай, когда упрочнение отсутствует, т. е. α = 0. Выражение для параметра
поврежденности записывается в виде

ω(t) = 1− (1− (m + 1−mg/n)Bωσg
0t)

1/(m+1−mg/n). (9)

Сравним параметр поврежденности в (6) и (9) при деформировании до необходимой вели-
чины деформации ε0. Для режима 1 из (6) следует

ω = ωσ =
Bω

BA
σg−n

0 ε0. (10)
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Для режима 2, подставляя в (9) выражение для времени t = ε0/η0 = ε0/(BAσn
0 ), получаем

ω = ωη = 1−
(
1−

(
m + 1− mg

n

)
ε0

Bω

BA
σg−n

0

)1/(m+1−mg/n)
. (11)

Введем обозначение γ = 1/(m + 1 − mg/n). При сравнении (10) и (11) необходимо
рассмотреть следующие случаи: 1) γ < 0; 2) 0 < γ < 1; 3) γ > 1.

В случае 2 после ряда несложных преобразований получаем ωσ < ωη, при этом должны
выполняться условия g < n, m > 0. Условие g < n выполняется для материалов, для ко-
торых деформация при разрушении ε∗ = (BA/Bω)σn−g

0 увеличивается при увеличении σ0,
т. е. функция ε∗(σ0) монотонно возрастает.

В случаях 1, 3 ωσ > ωη, при этом должно выполняться условие g > n. В случае 1
на значения параметров ползучести необходимо наложить ограничение 1/m + 1 < g/n,
в случае 3 — ограничение 1/m + 1 > g/n. Условие g > n выполняется для материалов,
для которых деформация при разрушении ε∗ увеличивается при уменьшении σ0, т. е.
функция ε∗(σ0) монотонно убывает. К числу таких материалов относятся сплавы, свойства
которых можно описать с использованием энергетического варианта теории ползучести

A∗ = const [7]. В этом случае g = n+1 и для выполнения условий 1, 3 должны выполняться
условия m > n и m < n соответственно.

Для материалов, для которых g = n, имеем ε∗(σ0) = const, ωσ = ωη.
Ниже приведены результаты расчетов параметра поврежденности для некоторых

сплавов. При обработке экспериментальных данных [7, 10–12] и получении кривых ползу-
чести деформация определялась по формуле ε = ln (1 + ∆L/L0), где L, L0 — конечная и

исходная длина образца при растяжении, т. е. вычислялась деформация Генки. Величина
нагрузки P пересчитывалась с учетом условия σ = P (1 + ∆L/L0)/S0 = const, где S0 —
исходная площадь поперечного сечения образца.

2. Результаты численных расчетов для различных сплавов. Ниже приводятся
результаты обработки экспериментальных данных.

2.1. Сплав АК4-1 при температуре T = 250 ◦C. Параметры ползучести для сплава
АК4-1 (Аl–Сu–Mg–Fe–Ni) имели следующие значения [11]: α = 0, m = 2, n = 15, g = 11,5,
BA = 2,79·10−40 МПа−n/c, Bω = 3,39·10−31 МПа−g/c. Значения параметров удовлетворяют
условию 0 < γ < 1.

На рис. 1 показаны зависимости ε(t), полученные с использованием (6), при значениях
напряжения σ0 = 170, 180, 190, 200, 210, 230 МПа. Значения деформации, при которых
происходит разрушение (ω = 1), вычисленные согласно (6), составляют ε∗ = 5,3; 6,4; 7,8;
9,3; 11,0; 15,2 % соответственно (точки на рис. 1). Для рассматриваемого сплава АК4-1
значение ε∗ монотонно возрастает при увеличении напряжения σ0. На рис. 2 приведены
зависимости ω(σ0) в диапазоне 140 МПа 6 σ0 6 240 МПа. Поскольку в данном случае
ωσ < ωη, при выборе режимов на стадии изготовления деталей формование до необходимой
величины деформации ε0 для сплава AK4-1 под действием постоянных напряжений более
предпочтительно, чем формование с заданной кинематикой процесса деформирования.

2.2. Сплав Д16Т при температуре T = 250 ◦C. Параметры ползучести для сплава
Д16Т (Al–Mg–Cu) при температуре T = 250 ◦C имели следующие значения [7. С. 33]:
α = 0, m = 10, n = 5, g = 6, BA = 4,317 · 10−18 МПа−n/c, Bω = 2,936 · 10−19 МПа−g/c.
Данные значения получены с использованием энергетического варианта теории ползуче-
сти [7], удельная работа рассеяния равна A∗ = 14,7 МДж/м3. В рассматриваемом случае
выполняется условие γ < 0.

На рис. 3 показаны зависимости ε(t), полученные с использованием (6), при значениях
напряжения σ0 = 68,6; 78,4; 88,2; 98,0 МПа. Значения деформации, при которых происхо-
дит разрушение, составляют ε∗ = 21,4; 18,7; 16,7; 15,0 % соответственно. Для сплава Д16Т
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Рис. 1. Зависимость ε(t) для сплава АК4-1:
1 — σ0 = 170 МПа, 2 — σ0 = 180 МПа, 3 — σ0 = 190 МПа, 4 — σ0 = 200 МПа, 5 —
σ0 = 210 МПа, 6 — σ0 = 230 МПа

Рис. 2. Зависимость ω(σ0) для сплава АК4-1:
1, 3 — расчет по формуле (10), 2, 4 — расчет по формуле (11); 1, 2 — ε0 = 5 %, 3, 4 — ε0 = 2 %
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Рис. 3. Зависимость ε(t) для сплава Д16Т:
1 — σ0 = 68,6 МПа, 2 — σ0 = 78,4 МПа, 3 — σ0 = 88,2 МПа, 4 — σ0 = 98,0 МПа

Рис. 4. Зависимость ω(σ0) для сплава Д16Т:
1, 3 — расчет по формуле (10), 2, 4 — расчет по формуле (11); 1, 2 — ε0 = 15 %, 3, 4 — ε0 = 5 %
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Рис. 5. Зависимость ε(t) для сплава ВТ-9:
1 — σ0 = 245 МПа, 2 — σ0 = 294 МПа, 3 — σ0 = 343 МПа, 4 — σ0 = 392 МПа, 5 —
σ0 = 441 МПа

Рис. 6. Зависимость ω(σ0) для сплава ВТ-9:
1, 3 — расчет по формуле (10), 2, 4 — расчет по формуле (11); 1, 2 — ε0 = 30 %, 3, 4 —
ε0 = 10 %

значение ε∗ монотонно убывает при увеличении напряжения σ0. На рис. 4 приведены за-
висимости ω(σ0). Для сплава Д16Т при T = 250 ◦C получено ωη < ωσ. Таким образом,
формование до необходимой величины деформации ε0 с заданной кинематикой процесса

деформирования более предпочтительно, чем формование под действием постоянных на-
пряжений.

2.3. Сплав ВТ-9 при температуре T = 600 ◦C. Параметры ползучести для сплава

ВТ-9 (Ti–Al–Mo–Zr) при температуре T = 600 ◦C имели следующие значения [7]: α = 0,
m = 2,33, n = 3, g = 4, BA = 2,379·10−13 МПа−n/c, Bω = 1,055·10−15 МПа−g/c. Работа рас-
сеяния при разрушении равна A∗ = 225,4 МДж/м3, значения параметров удовлетворяют
условию γ > 1. На рис. 5 представлены зависимости ε(t), полученные с использованием (6),
при значениях напряжения σ0 = 245, 294, 343, 392, 441 МПа. Значения деформации, при
которых происходит разрушение, составляют ε∗ = 92,0; 76,7; 65,7; 57,5; 51,1 % соответ-
ственно. Для сплава ВТ-9 при температуре T = 600 ◦C деформация при разрушении ε∗ мо-
нотонно убывает при увеличении напряжения σ0. На рис. 6 приведены зависимости ω(σ0).
Для сплава ВТ-9 получено ωη < ωσ, т. е. деформирование до необходимой величины ε0 с за-
данной кинематикой процесса более предпочтительно, чем деформирование под действием
постоянных напряжений.

2.4. Сталь марки 09Г2С-12 при температуре T = 730 ◦C. Параметры ползучести

стали марки 09Г2С-12 (Fe–Si–Cu–Cr–Ni–C) при температуре T = 730 ◦C имели следующие
значения [12]: m = 0,65, n = 5,5, g = 5,4, BA = Bε = 1,97 · 10−14 МПа−n/c, Bω = 3,97 ×
10−14 МПа−g/c. Выполняется условие γ = 0,988 ≈ 1.

На рис. 7 показаны зависимости ε(t), полученные с использованием (6), при значениях
напряжения σ0 = 40, 50, 60, 70, 80 МПа. Значения деформации, при которых происходит
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Рис. 7. Зависимость ε(t) для стали марки 09Г2С-12:
1 — σ0 = 40 МПа, 2 — σ0 = 50 МПа, 3 — σ0 = 60 МПа, 4 — σ0 = 70 МПа, 5 —
σ0 = 80 МПа

Рис. 8. Зависимость ω(σ0) для стали марки 09Г2С-12:
1, 3 — расчет по формуле (10), 2, 4 — расчет по формуле (11); 1, 2 — ε0 = 40 %, 3, 4 —
ε0 = 20 %

разрушение, составляют ε∗ = 71,8; 73,4; 74,7; 75,9; 76,9 % соответственно. Для стали марки
09Г2С-12 при температуре T = 730 ◦C деформация ε∗ при увеличении σ0 возрастает незна-
чительно. На рис. 8 приведены зависимости ω(σ0) в диапазоне 40МПа 6 σ0 6 80МПа. Для
стали марки 09Г2С-12 установлено, что при формовании при температуре T = 730 ◦C до

необходимой величины деформации ε0 с заданной кинематикой процесса деформирования

(η0 = BAσn
0 = const) и под действием постоянных напряжений σ0 величина накопленных

повреждений в материале приблизительно одинакова: ωη ≈ ωσ.
2.5. Cплав 3В при комнатной температуре. Сравним величины накопленных повре-

ждений для двух режимов деформирования упрочняющегося (α 6= 0) сплава 3В (Ti–Al–V).
Параметры ползучести сплава 3В при комнатной температуре имели следующие

значения [10]: α = 2,5, m = 7, n = 50,8, g = 51,8, BA = 1,46 · 10−151 МПа−n/c,
Bω = 2,205·10−153 МПа−g/c. Свойства данного сплава также могут быть описаны с исполь-
зованием энергетического варианта теории ползучести, работа рассеяния при разрушении
равна A∗ = 66,2 МДж/м3. Однако в данном случае значение параметра поврежденно-
сти ω(σ0) можно получить, решая дифференциальное уравнение (7) при 0 6 t 6 ε0/(BAσn

0 ).
На рис. 9 показаны зависимости ε(t), полученные с использованием (6), при значениях

напряжения σ0 = 589, 603, 618, 638 МПа. Значения деформации, при которых происходит
разрушение, составляют ε∗ = 11,2; 11,0; 10,7; 10,4 % соответственно. Для сплава 3В ве-
личина ε∗ монотонно убывает при увеличении напряжения σ0. Следует отметить, что
это убывание незначительное. На рис. 10 представлены зависимости ω(σ0) в диапазоне
550 МПа 6 σ0 6 650 МПа. Для сравнения приведены результаты вычислений по форму-
ле (11), т. е. в предположении α = 0 (линии 5, 6). Упрочнение (α = 2,5) данного сплава
приводит к увеличению различия значений параметра поврежденности для двух рассмат-
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Рис. 9. Зависимость ε(t) для сплава 3В:
1 — σ0 = 589 МПа, 2 — σ0 = 603 МПа, 3 — σ0 = 618 МПа, 4 — σ0 = 638 МПа

Рис. 10. Зависимость ω(σ0) для сплава 3В:
1, 3 — расчет по формуле (10), 2, 4 — расчет по формуле (7), 5, 6 — расчет по форму-
ле (11); 1, 2, 5 — ε0 = 5 %, 3, 4, 6 — ε0 = 3 %

риваемых режимов. Таким образом, расчеты показали, что для сплава 3В на стадии изго-
товления деталей, работающих в условиях, при которых их напряженно-деформированное
состояние близко к напряженно-деформированному состоянию, соответствующему одноос-
ному растяжению, формование до необходимой величины деформации ε0 с заданной кине-
матикой процесса деформирования более предпочтительно, чем формование под действием
постоянных напряжений (ωη < ωσ).

В настоящей работе проведено сравнение повреждений, накопленных в статическом
(σ0 = const) и кинематическом (η0 = BAσn

0 = const) режимах деформирования, для ря-
да сплавов. Накопление повреждений для сплавов с немонотонной зависимостью ε∗(σ0)
представляет собой более сложный процесс. Можно предположить, что для сплавов, у ко-
торых на диаграммах ползучести ε(t) существует минимум или максимум функции ε∗(σ0)
[13–17], оба режима деформирования (с заданной кинематикой процесса и под действием
постоянных напряжений) практически эквивалентны для значений напряжений, близких
к значению напряжения σ0, при котором этот минимум или максимум достигается.

Результаты, представленные в данной работе, получены в предположении, что
при формовании деталей напряженно-деформированное состояние близко к напряженно-
деформированному состоянию, соответствующему одноосному растяжению. В случаях

сложного напряженного состояния необходимо проводить расчеты с использованием моде-
лей, учитывающих анизотропию материала и накопление повреждений в векторном или
тензорном виде [18, 19].

Заключение. Проведено сравнение процессов накопления повреждений при растяже-
нии стержней на основе кинетических уравнений ползучести для двух режимов деформи-
рования: под действием постоянных напряжений и при постоянных скоростях деформаций,
соответствующих скоростям на установившейся стадии ползучести для тех же напряже-
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ний. Установлено, что для увеличения остаточного эксплуатационного ресурса формова-
ние деталей с заданной кинематикой более предпочтительно, чем формование под действи-
ем постоянных напряжений, для разупрочняющихся сплавов, при одноосном деформирова-
нии которых при σ = const деформация, при которой происходит разрушение, монотонно
уменьшается с увеличением напряжения; формование под действием постоянных напря-
жений более предпочтительно для материалов, при одноосном деформировании которых
деформация, при которой происходит разрушение, монотонно возрастает с увеличением
напряжения. Результаты расчетов получены в предположении, что при формовании де-
талей напряженно-деформированное состояние близко к напряженно-деформированному
состоянию, соответствующему одноосному растяжению.
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