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Схема Лакса–Фридрихса традиционно является альтернативой схеме Годунова, так как не требует
решения задачи Римана. Использование в случае уравнений специальной релятивистской гидродина-
мики в схемах Рое, Русанова и в семействе схем Хартена–Лакса–Ван Леера естественного ограниче-
ния скорости распространения волн скоростью света приводит нас к конструкции, эквивалентной схеме
Лакса–Фридрихса. Важнейшим свойством схемы является ее абсолютная робастность, компенсируемая
повышенной диссипативностью. В работе мы предлагаем использовать кусочно-параболическую рекон-
струкцию физических переменных, что позволяет получить простую абсолютно робастную схему вы-
сокого порядка точности на гладких решениях и с малой диссипацией на разрывах. Верификации на
специальном наборе тестов и на задаче об эволюции релятивистской струи подтверждают такие свойства
построенной схемы.
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The Lax–Friedrichs scheme is traditionally considered an alternative to the Godunov scheme, since it does
not require solving the Riemann problem. In the equations of special relativistic hydrodynamics, the speed
of light is a natural limitation of the wave propagation speed. The use of such an upper estimate of the
slopes of characteristics in the schemes of Roe, the Rusanov type, or the Harten–Lax–Van Leer family leads
to a construction equivalent to the Lax–Friedrichs scheme. Due to the absolute robustness of the scheme, a
number of software implementations have been developed on its basis for modeling relativistic gas flows. In
this paper, we propose a piecewise parabolic reconstruction of the physical variables to reduce dissipation of
the numerical method. The use of such a reconstruction in the Lax–Friedrichs scheme allows us to obtain
an absolutely robust simple scheme of high-order accuracy on smooth solutions and with small dissipation at
the discontinuities. The computational experiments carried out in the article confirm these properties of the
scheme.
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1. Введение

В работах [1, 2] предложена методика численного решения уравнений специальной
релятивистской гидродинамики на основе метода Годунова с использованием кусочно-
параболической реконструкции физических переменных. Применение таких схем показа-
ло малую диссипативность численного решения в окрестности ударных волн, что позво-
ляет использовать либо небольшие сетки для воспроизведения релятивистских течений
газа в трехмерном случае, либо эффективно использовать достаточно подробные сетки
для обнаружения сложных конфигураций ударных волн и разрывов. Основной сложно-
стью при конструировании метода является нахождение спектра матрицы Якоби в за-
даче Римана. Так, при использовании схемы типа Рое [2] требуется нахождение полного
спектрального разложения. При использовании схем семейства Хартена–Лакса–Ван Ле-
ера [1] достаточно знание только собственных чисел. Разумеется, для модели идеального
газа решение спектральной задачи имеет аналитическое решение и подробно описано в
литературе [3]. Однако при усложнении модели в части уравнения состояния или маг-
нитного поля такое разложение в общем случае не может быть записано в аналитической
форме [4].

В различных программных реализациях численного решения уравнений специальной
релятивистской гидродинамики достаточно активно используется схема Лакса–Фрид-
рихса с различными подходами к увеличению ее порядка точности [5, 6] и расширением
на более сложные математические модели [7]. Использование схемы Лакса–Фридрихса
оправдано при воспроизведении релятивистских потоков, так как в этом случае имеет
место фундаментальное ограничение скорости распространения газа скоростью света.
Более того, при использовании скорости света для оценки сверху наклонов характери-
стик в схемах Хартена–Лакса–Ван Леера естественным образом выводится схема Лакса–
Фридрихса. При этом схема не накладывает ограничений на уравнение состояния и яв-
ляется абсолютно робастной при выполнении условия Куранта. Разумеется, такая схема
является более диссипативной при сравнении с другими схемами на основе решения за-
дачи Римана, но для уменьшения такой диссипации мы будем использовать подход на
основе кусочно-параболической реконструкции [8].

В настоящей работе мы предлагаем комбинацию схемы Лакса–Фридрихса с исполь-
зованием кусочно-параболической реконструкции физических переменных для получе-
ния численной схемы решения уравнений специальной релятивистской гидродинамики
с малой диссипацией. Такая схема является абсолютно робастной и не требует решения
задачи Римана. Верификация на специальном расширенном наборе тестов позволяет
экспериментально доказать не только робастность, но и малую диссипативность постро-
енной схемы. В качестве астрофизического приложения рассмотрена задача об эволюции
релятивистской струи, распространяющейся в межзвездном пространстве. Особенностью
такой задачи является формирование достаточно большой области низкой плотности с
дорелятивистскими скоростями. Именно такие области с большим трудом воспроизво-
дятся численно.

Во втором пункте выписаны уравнения специальной релятивистской гидродинамики
и кратко описана используемая схема. Третий пункт посвящен верификации построен-
ной численной схемы на наборе одномерных тестов. В четвертом пункте представлены
результаты моделирования релятивистской струи. Пятый пункт посвящен двум дискус-
сионным вопросам использования эквивалентности энергии и массы, а также использо-
ванию уравнения для энтропии при воспроизведении разреженных областей с дореляти-
вистскими скоростями. В шестом пункте приведено заключение.
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2. Численная схема

Введем множество физических переменных: ρ — плотность, ~v = (vx, vy, vz) — вектор
скорости, p — давление; зафиксируем γ — показатель адиабаты и примем скорость света
c ≡ 1. Фактор Лоренца Γ вычисляется по формуле:

Γ =
1√

1− v2
,

где v2 = v2x + v2y + v2z . Введем понятие специальной энтальпии h по формуле:

h = 1 +
γ

γ − 1

p

ρ
.

Для записи уравнений специальной релятивистской гидродинамики введем вектор кон-
сервативных переменных U и их поток Fξ по направлению ξ, согласно формулам:

U =


D
Mx

My

Mz

E

 =


Γρ

Γ2ρhvx
Γ2ρhvy
Γ2ρhvz

Γ2ρh− p

 , Fξ =


Dvξ

Mxvξ + pδxξ
Myvξ + pδyξ
Mzvξ + pδzξ
Evξ + pvξ

 ,

где δψξ – символ Кронекера. В этом случае уравнения специальной релятивистской гид-
родинамики в форме законов сохранения записываются в виде

∂U

∂t
+

∑
ξ=x,y,z

∂Fξ
∂ξ

= 0.

Для одномерного аналога уравнений запишем схему Годунова:

Un+1
i+1/2 − U

n
i+1/2

τ
+
Fni+1 − Fni

∆x
= 0.

Для конфигурации из левой (L) и правой (R) ячеек поток F вычисляется по схеме Лакса-
Фридрихса:

Fn =
FnL + FnR

2
+
UnL − UnR

2
.

Для уменьшения диссипации численного решения используется кусочно-параболическое
представление физических переменных [9]:

Fn =
FnL (−cτ) + FnR(cτ)

2
+
UnL (−cτ)− UnR(cτ)

2
.

Интегрирование вдоль характеристик ±cτ подробно приведены в работах [1, 2]. Шаг по
времени определяется из условия Куранта CFL = τ/h < 1. Для проведения тестирова-
ния на одномерных задачах использовалось число Куранта CFL = 0.1, для многомерных
вычислительных экспериментов использовано CFL = 0.2.

3. Верификация

Верификацию численного метода проведем на системе тестов о распаде произволь-
ного разрыва из работы [10] путем сравнения с аналитическим решением из работы [11].
Во всех вычислительных экспериментах рассматривается область [−0.5; 0.5], в которой
введено 400 ячеек. Начальный разрыв находится в точке x0 = 0.
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3.1. Тест 1: релятивистская ударная волна (первая задача)

Рассмотрим эволюцию релятивистского газа с показателем адиабаты γ = 5/3 до мо-
мента времени t = 0.4. В начальный момент времени параметры газа выбраны слева:
ρL = 10, pL = 40/3, vLx = 0, vLy = 0, vLz = 0; и справа: ρR = 1, pR = 10−8, vRx = 0, vRy = 0,

vRz = 0. На рисунке 1 изображены результаты сравнения численного и аналитического
решений.

Рис. 1. Тест 1. Точное решение обозначено сплошной линией, численное решение — кружками

Тест направлен на исследование возможности численного метода воспроизводить уме-
ренную ударную волну, формируемую в статичном газе только за счет разности давле-
ний. Численный метод успешно справился с этим тестом, без особенностей воспроизведя
контактный разрыв и основание волны разрежения. Ударная волна имеет диссипацию
всего на две ячейки, что соответствует аналогичным методам на основе схем Рое [2] и
семейства схем Хартена–Лакса–Ван Леера [1].

3.2. Тест 2: релятивистская ударная волна (вторая задача)

Рассмотрим эволюцию релятивистского газа с показателем адиабаты γ = 5/3 до мо-
мента времени t = 0.4. В начальный момент времени параметры газа выбраны слева:
ρL = 1, pL = 1000, vLx = 0, vLy = 0, vLz = 0; и справа: ρR = 1, pR = 0.01, vRx = 0,

vRy = 0, vRz = 0. На рис. 2 изображены результаты сравнения численного и аналитическо-
го решений.

Тест является усложнением предыдущего за счет большего значения давления слева.
Такое соотношение давления приводит к образованию тонкой оболочки, которая воспро-
изводится до амплитуды ρ ∼ 7.3, что соответствует другим программным реализаци-
ям [10]. В целом численное решение воспроизведено без особенностей.
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Рис. 2. Тест 2. Точное решение обозначено сплошной линией, численное решение — кружками

3.3. Тест 3: центральное столкновение потоков газа

Рассмотрим эволюцию релятивистского газа с показателем адиабаты γ = 4/3 до мо-
мента времени t = 0.4. В начальный момент времени параметры газа выбраны слева:
ρL = 1, pL = 0.001, vLx = 0.999999995, vLy = 0, vLz = 0; и справа: ρR = 1, pR = 0.001,
vRx = −0.999999995, vRy = 0, vRz = 0. На рис. 3 изображены результаты сравнения числен-
ного и аналитического решений.

Рис. 3. Тест 3. Точное решение обозначено сплошной линией, численное решение — кружками
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Тест направлен на исследование возможности численного метода воспроизводить об-
разование двух ударных волн с остановкой газа за их фронтами. Начальное значение
фактор-Лоренца составляет Γ ∼ 104, что соответствует ультрарелятивистскому течению
газа. Большинство методов [10] дают значительную осцилляцию на фронте ударных
волн, в то время как диссипативные свойства схемы Лакса–Фридрихса снимают такую
проблему. Заметим, что использование кусочно-параболического представления физиче-
ских переменных дает диссипацию всего на одну ячейку.

3.4. Тест 4: сильная обратная ударная волна

Рассмотрим эволюцию релятивистского газа с показателем адиабаты γ = 4/3 до мо-
мента времени t = 0.4. В начальный момент времени параметры газа выбраны слева:
ρL = 1, pL = 1, vLx = 0.9, vLy = 0, vLz = 0; и справа: ρR = 1, pR = 10, vRx = 0, vRy = 0, vRz = 0.
На рис. 4 изображены результаты сравнения численного и аналитического решений.

Рис. 4. Тест 4. Точное решение обозначено сплошной линией, численное решение — кружками

Тест направлен на исследование возможности численного метода воспроизводить
ударную волну, полученную в результате отражения. В большинстве численных методов
имеют место осцилляции на фронте обратной ударной волны [10]. Как видно из рис. 4,
схема Лакса–Фридрихса не дает таких осцилляций. Побочным эффектом повышенной
диссипации схемы является дополнительное “размазывание” контактного разрыва, хотя
это имеет место и в других схемах.

3.5. Тест 5: ударная волна с ненулевой тангенциальной скоростью
(легкий тест)

Рассмотрим эволюцию релятивистского газа с показателем адиабаты γ = 5/3 до мо-
мента времени t = 0.4. В начальный момент времени параметры газа выбраны слева:
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ρL = 1, pL = 1000, vLx = 0, vLy = 0, vLz = 0; и справа: ρR = 1, pR = 0.01, vRx = 0, vRy = 0.99,

vRz = 0. На рис. 5 изображены результаты сравнения численного и аналитического ре-
шений.

Рис. 5. Тест 5. Точное решение обозначено сплошной линией, численное решение — кружками

Тест направлен на проверку работоспособности метода воспроизводить сильные сдви-
говые течения. Особенностью теста является наличие ненулевой поперечной скорости,
находящейся в холодном газе справа. Ударная волна приходит из левой части. Диссипа-
ция ударной волны в функциях продольной и поперечной скоростей происходит на две
ячейки, в то время как в плотности — на три ячейки. Пик плотности смоделирован с
правильной амплитудой. Схема свободна от численных артефактов.

3.6. Тест 6: ударная волна с ненулевой тангенциальной скоростью
(сложный тест)

Рассмотрим эволюцию релятивистского газа с показателем адиабаты γ = 5/3 до мо-
мента времени t = 0.6. В начальный момент времени параметры газа выбраны слева:
ρL = 1, pL = 1000, vLx = 0, vLy = 0.9, vLz = 0; и справа: ρR = 1, pR = 0.01, vRx = 0, vRy = 0.9,

vRz = 0. На рис. 6 изображены результаты сравнения численного и аналитического ре-
шений.

Предыдущий тест усложнен тем, что поперечная скорость присутствует и в горячей
области. Это приводит к очень сильным ограничениям на пространственное разрешение.
Так, при использовании 400 ячеек (см. рис. 6) фронт ударной волны просто не воспроиз-
водится. Такой же эффект имеет место и при использовании других кодов и методов [10].

Мы увеличили пространственное разрешение до 12800 ячеек для достижения каче-
ственного соответствия численного решения аналитическому. На рис. 7 изображены ре-
зультаты сравнения численного и аналитического решений для пространственного раз-
решения 12800 ячеек.
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Рис. 6. Тест 6. Точное решение обозначено сплошной линией, численное решение — кружками

Рис. 7. Тест 6 (пространственное разрешение 12 800 ячеек). Точное решение обозначено сплош-
ной линией, численное решение — кружками
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3.7. Тест 7: релятивистская задача Эйнфельдта

Рассмотрим эволюцию релятивистского газа с показателем адиабаты γ = 5/3 до мо-
мента времени t = 0.15. В начальный момент времени параметры газа выбраны слева:
ρL = 1, pL = 0.4, vLx = −0.8, vLy = 0, vLz = 0; и справа: ρR = 1, pR = 0.4, vRx = 0.8, vRy = 0,

vRz = 0. На рис. 8 изображены результаты сравнения численного и аналитического ре-
шений.

Тест направлен на исследование возможности численного метода воспроизводить об-
ласть сильного разрежения из-за разлета газа в разные стороны. Этот тест является по-
чти точным расширением гидродинамического теста Эйнфельдта. Разработанный чис-
ленный метод успешно справился с тестом без особенностей, воспроизведя обе волны
разрежения.

Рис. 8. Тест 7. Точное решение обозначено сплошной линией, численное решение — кружками

4. Моделирование релятивистской струи

Рассмотрим галактическую струю с плотностью ρJ = 10−3 см−3 радиуса RJ =
200 парсек, движущуюся с фактором Лоренца Γ = 5 и релятивистским числом Ма-
ха M = 8. Атмосфера галактики имеет температуру TA = 107Кельвинов и плотность
ρA = 10−2 см−2. Показатель адиабаты выбран γ = 5/3. На рис. 9 представлены резуль-
таты моделирования эволюции галактической струи.

Из результатов моделирования видно, что вперед уходит ударная волна, скорость
распространения которой соответствует скорости света. За ударным фронтом идет обо-
лочка, разделяющая ударный фронт и горячую область, где достигается максимальная
температура. Внутренняя часть течения имеет низкую плотность (в зарубежной лите-
ратуре — кокон) и ограничена контактной поверхностью. На внешней стороне кокона
ближе к основанию распространяются течения типа обратного течения, которые, в свою
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очередь, взаимодействуют с потоком струи. Характерное время развития неустойчивости
типа Кельвина–Гельмгольца у основания струи составляет 6000 лет, что соответствует
результатам вычислительного эксперимента.

Рис. 9. Плотность газа в экваториальной плоскости в 10−2 см−3 на моменты времени:
3000 лет (а), 4500 лет (б), 6000 лет (в), 7500 лет (г)

5. Дискуссия

Верификация построенной численной методики на тестах показывает, что при воспро-
изведении сильных ударных волн в релятивистском газе диссипативные свойства схемы
Лакса–Фридрихса являются преимуществом, так как схема свободна от нефизичных ос-
цилляций. В случае слабых волн использование кусочно-параболической реконструкции
позволяет получать диссипацию на малое число ячеек. Ранее в работе [1] мы поднимали
вопрос об использовании эквивалентности массы и энергии с альтернативной записью
уравнения энергии в виде

∂

∂t

(
Γ2ρh− p− Γρ

)
+

∑
ξ=x,y,z

∂

∂ξ

(
ρhΓ2vξ − ρΓvξ

)
= 0.

В ряде работ (например, [3]) утверждается, что такая запись эффективна при воспро-
изведении разреженных областей с нерелятивистскими скоростями. В работе [12] для
решения подобной проблемы предлагается использовать дополнительное уравнение для
релятивистской энтропии:

∂

∂t
(σD) +

∑
ξ=x,y,z

∂

∂ξ
(σDvξ) = 0,
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где σ = p/ργ — функция энтропии. Исходя из неубывания энтропии, решение последнего
уравнения использовалось для регуляризации решения

p = σργ , p < σργ .

На рис. 10 изображены результаты сравнения регуляризации численного решения
при использовании дополнительного уравнения для релятивистской энтропии (рис. 10 а)
и альтернативной записи уравнения для полной энергии (рис. 10 б). Черным цветом изоб-
ражено численное решение без регуляризации, серым цветом изображено численное ре-
шение с соответствующей регуляризацией.

Рис. 10. Тест Эйнфельдта. Погрешность во внутренней энергии (в процентах) при использова-
нии различных способов регуляризации

В случае использования альтернативной записи уравнения для полной энергии чис-
ленное решение существенно не изменяется, имеет тот же характер и улучшено на два
процента. При использовании уравнения для энтропии спад внутренней энергии ε =

1

γ − 1

p

ρ
заметно меньше (примерно на 12%), при этом имеет рост на 5% в центре обла-

сти. Исходя из этого, можно сделать вывод о том, что при необходимости воспроизве-
дения разреженных холодных областей течения газа с нерелятивистскими скоростями
целесообразно использование переопределенной системы уравнений с дополнительным
уравнением для энтропии.

6. Заключение

Представлена схема типа Лакса–Фридрихса с использованием кусочно-параболиче-
ского представления решения для решения уравнений специальной релятивистской гид-
родинамики. Несмотря на повышенную диссипативность схемы Лакса–Фридрихса сре-
ди схем подобного класса, именно ее диссипативные и робастные свойства позволяют
воспроизвести сложные течения релятивистского газа без лишних осцилляций и других
численных артефактов. При этом кусочно-параболическое представление позволяет зна-
чительно уменьшить диссипацию до двух ячеек на слабых ударных волнах и до одной
ячейки на сильных ударных волнах, что соответствует схемам типа PPM и WENO.
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