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1. Введение

В настоящее время наиболее универсальной и перспективной технологией решения
задач мониторинга и анализа состояния природной среды является четырехмерное ва-
риационное усвоение данных наблюдений [1–6]. Одним из подходов к построению эф-
фективных алгоритмов усвоения является исследование ковариационных матриц оши-
бок наблюдений и включение их в исходный функционал стоимости [7]. В данной работе
осуществляется постановка обратной задачи об усвоении (ассимиляции) данных о темпе-
ратуре поверхности моря с использованием ковариационных матриц ошибок наблюдений
для модели термодинамики моря.

За основу модели циркуляции моря, используемой в настоящей работе, принята чис-
ленная модель гидротермодинамики Балтийского моря, разработанная в ИВМ РАН [8],
основанная на методе расщепления [9, 10] и дополненная блоком вариационного усвоения
данных о температуре поверхности моря [11, 12] с учетом ковариационных матриц оши-
бок наблюдений. Важным является вопрос о чувствительности оптимального решения
задачи вариационного усвоения к погрешностям данных наблюдений [13–17]. В настоя-
щей работе на основе изучения коэффициентов чувствительности как норм операторов
отклика проведено исследование устойчивости оптимального решения поставленной за-
дачи вариационного усвоения данных и приведены результаты численных экспериментов
для рассматриваемой модели динамики Балтийского моря.

2. Уравнения модели и операторная формулировка

Рассмотрим задачу термодинамики моря в виде [18, 19]:

Tt + (Ū , grad)T − div(âT gradT ) = fT в D × (0, t̄),

T = T0 при t = 0 в D,

−νT
∂T

∂z
= Q на ΓS × (0, t̄),

∂T

∂NT
= 0 на Γw,c × (0, t̄),

Ū
(−)
n T +

∂T

∂NT
= Ū

(−)
n dT +QT на Γw,op × (0, t̄),

∂T

∂NT
= 0 на ΓH × (0, t̄),

(2.1)

где T = T (x, y, z, t) — неизвестная функция температуры, t ∈ (0, t̄), (x, y, z) ∈ D =
Ω × (0, H), Ω ⊂ R2, H = H(x, y) — функция рельефа дна, Q = Q(x, y, t) — суммар-
ный приток тепла, Ū = (u, v, w), âT = diag((aT )ii), (aT )11 = (aT )22 = µT , (aT )33 = νT ,
fT = fT (x, y, z, t) — заданные функции. Граница области Γ ≡ ∂D представляется как
объединение четырех непересекающихся частей ΓS, Γw,op, Γw,c, ΓH, где ΓS = Ω (невоз-
мущенная поверхность моря), Γw,op — жидкая (открытая) часть вертикальной боковой
границы, Γw,c — твердая часть вертикальной боковой границы, ΓH — дно моря. Другие
обозначения и детальное описание постановки задачи можно найти в работах [8, 11, 20].

Задачу (2.1) можно записать в форме операторного уравнения в (W 1
2 (D))∗:

Tt + LT = F +BQ для п. в. t ∈ (0, t̄),

T = T0 при t = 0,
(2.2)
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где равенство понимается в слабом смысле, а именно:

(Tt, T̂ ) + (LT, T̂ ) = F (T̂ ) + (BQ, T̂ ) ∀ T̂ ∈W 1
2 (D), (2.3)

при этом L, F , B определяются следующими соотношениями:

(LT, T̂ ) ≡
∫
D

(
− Tdiv(Ū T̂ )

)
dD +

∫
Γw,op

Ū
(+)
n T T̂ dΓ +

∫
D

âT grad(T ) grad(T̂ ) dD,

F (T̂ ) =

∫
Γw,op

(
QT + Ū

(−)
n dT

)
T̂ dΓ +

∫
D

fT T̂ dD,

(Tt, T̂ ) =

∫
D

TtT̂ dD,

(BQ, T̂ ) =

∫
Ω

QT̂ |z=0 dΩ,

а функции âT , QT , fT , Q таковы, что равенство (2.3) имеет смысл.
В работе [11] показано, что оператор L представим в виде суммы неотрицательных

операторов L1, L2:
L = L1 + L2,

где L1 = L− L2,

(L2T, T̂ ) ≡
∫
D

(
−T 1

2

(
w1
∂T̂

∂z
+

1

r2

∂(r2w1T̂ )

∂z

)
+ νT

∂T

∂z

∂T̂

∂z

)
dD+

∫
Ω

(
Ū (+)
n + γT

)
T T̂ |z=0 dΩ,

а функции w1 и r определены в [11].
Свойства неотрицательности операторов L1, L2 позволяют применить для аппрокси-

мации уравнения (2.2) один из методов суммарной аппроксимации (см. [9]):

(T1)t + L1T1 = F1, t ∈ (tj−1, tj),

T1 = Tj−1 при t = tj−1,
(2.4)

(T2)t + L2T2 = F2 +BQ, t ∈ (tj−1, tj),

T2(tj−1) = T1(tj), j = 1, 2, . . . , J,
(2.5)

где

F1 = F − F2, F2(T̂ ) =

∫
D

fT T̂ dD, t0 = 0, tJ = t̄.

После решения подзадачи (2.5) функция T2(tj) принимается в качестве приближенного
решения задачи (2.2) при t = tj :

T2(tj) ≡ Tj ∼= T.

Система уравнений (2.4), (2.5), рассматриваемая на {(tj−1, tj)}, задает аппроксимацию
исходной задачи (2.2), построенную по методу расщепления. Заметим, что положитель-
ность операторов конвекции–диффузии показана в монографии [21].
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3. Задача вариационного усвоения данных
о температуре поверхности моря

Мы рассмотрим задачу об усвоении данных о температуре поверхности моря, сле-
дуя [11]. Предположим, что в задаче (2.1) функция Q ∈ L2(Ω× (0, t̄)) неизвестна. Пусть
задана функция данных наблюдений Tobs(x, y, t) на Ω̄ ≡ Ω∪ ∂Ω при t ∈ (0, t̄), которая по
своему физическому смыслу есть приближение к функции поверхностной температуры
на Ω, т. е. к T |z=0. Предполагаем, что Tobs ∈ L2

(
Ω× (0, t̄)

)
, однако большей гладкостью

функция Tobs может не обладать, поэтому ее нельзя использовать в качестве граничного
условия на ΓS. Допускается случай, когда Tobs имеется лишь на некотором подмноже-
стве из Ω× (0, t̄), характеристическую функцию которого обозначим через m0. Вне этого
подмножества для определенности считаем Tobs нулевой. Хотя при решении задачи усво-
ения данные наблюдений не используются в качестве условий Дирихле, но, тем не менее,
при проведении теоретических выкладок в [11] эта возможность была использована для
доказательства однозначной разрешимости.

Обратим внимание на то, что в качестве Tobs в настоящей работе берется функ-
ция среднесуточных наблюдений температуры поверхности моря, поскольку очень часто
именно этот тип данных доступен для усвоения. Отметим также, что в задаче (2.1) с
неизвестными T и Q уравнение замыкания имеет вид

T = Tobs на ΓS при t ∈ (0, t̄). (3.1)

Если в качестве Tobs берутся данные среднесуточных наблюдений (т. е. функция Tobs

кусочно-постоянная на (0, t̄)), то легко заметить, что такая задача определения T и Q
некорректно поставлена, поскольку выбранное таким образом уравнение замыкания,
вообще говоря, точно не выполняется на (0, t̄). Однако можно привести аргументы, поз-
воляющие применять его в задачах вариационного усвоения. Так, согласно ряду источ-
ников (см., например, [23]), температура поверхности меняется за сутки незначительно
(нередко это всего лишь несколько десятых градуса). Если же учесть, что расчеты из-
менений температуры поверхности моря даже по современным моделям (без усвоения
данных наблюдений) достигают нескольких градусов, то выбор уравнения замыкания в
виде (3.1) представляется вполне разумным, только надо перейти к его записи в смысле
“наименьших квадратов” (что, как правило, и делается в теории некорректно поставлен-
ных задач) с возможным введением “регуляризации”. Именно этот подход и применяется
ниже.

В дальнейшем мы будем предполагать, что данные наблюдений Tobs заданы с ошиб-
ками, а именно:

Tobs = m0T
t |z=0 + ξobs,

где T t — точное решение задачи (2.1) при некотором Q = Qt, а ξobs ∈ Yobs = L2(Ω×(0, t̄))
можно рассматривать как ошибку наблюдений. Мы будем предполагать, что ошибки ξobs

случайные и они распределены по нормальному закону (гауссовские) с нулевым матема-
тическим ожиданием и ковариационным оператором R· = E[(·, ξobs)ξobs], R : Yobs → Yobs,
где E — математическое ожидание. Ковариационные матрицы ошибок наблюдений игра-
ют важную роль при вариационном усвоении данных: обратные к ним матрицы включа-
ются в качестве весовых операторов в исходный функционал стоимости. В дальнейшем
мы будем предполагать, что R положительно определен и, значит, обратим.

Итак, вместо задачи об отыскании T и Q, задаваемой соотношениями (2.1), (3.1),
рассмотрим следующую регуляризованную задачу вариационного усвоения данных
(см. [11]): найти T и Q, такие что
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Tt + LT = F +BQ, t ∈ (0, t̄),

T = T0 при t = 0,

Jα(Q) = inf
Q
Jα(Q),

(3.2)

где

Jα(Q) =
1

2

J∑
j=1

Jα,j ,

Jα,j ≡ α
tj∫

tj−1

∫
Ω

∣∣Q−Q(0)
∣∣2 dΩ dt+

tj∫
tj−1

∫
Ω

(
m0T |z=0 − Tobs

)
R−1

(
m0T |z=0 − Tobs

)
dΩ dt,

Q(0) = Q(0)(x, y, t) — заданная функция, α = const > 0. Весовой коэффициент α принято
называть параметром регуляризации по Тихонову [24].

При α > 0 поставленная задача вариационного усвоения данных имеет единствен-
ное решение. Существование оптимального решения следует из классических результа-
тов теории экстремальных задач, так как нетрудно показать, что решение задачи (2.2)
непрерывно зависит от потока Q (имеют место априорные оценки в соответствующих
функциональных пространствах).

При α = 0 задача имеет решение не всегда, однако как показано в работе [11], при
R = I имеет место однозначная и плотная разрешимость, что позволяет построить по-
следовательность регуляризованных решений, минимизирующую функционал.

Система оптимальности, которая определяет решение сформулированной задачи ва-
риационного усвоения данных согласно необходимому условию grad Jα = 0, имеет вид

Tt + LT = F +BQ, t ∈ (0, t̄),

T = T0 при t = 0,
(3.3)

−(T ∗)t + L∗T ∗ = BR−1m0(B∗T − Tobs), t ∈ (0, t̄),

T ∗ = 0 при t = t̄,
(3.4)

α(Q−Q(0)) +B∗T ∗ = 0 на Ω× (0, t̄), (3.5)

где L∗, B∗ — операторы, сопряженные к L, B соответственно.
Вместо (2.2) мы будем рассматривать ее аппроксимацию (2.4), (2.5) по методу расщеп-

ления. В силу свойства однозначной и плотной разрешимости задачи, доказанного в [11],
задача минимизации (3.2) аппроксимируется последовательным решением задач мини-
мизации функционалов Jα,j на решениях (2.4), (2.5) на t ∈ (tj−1, tj), j = 1, 2, . . . , J (см.
следствие теоремы из [11]; эти результаты были получены в предположении, что данные
измерений доступны везде, где восстанавливается Q). Необходимое условие оптималь-
ности сводит каждую такую задачу минимизации функционала Jα,j (j = 1, 2, . . . , J) к
системе оптимальности, которая включает в себя прямую задачу (2.4), (2.5), систему
сопряженных уравнений вида

−
(
T ∗2
)
t
+ L∗2T

∗
2 = BR−1

(
m0T |z=0 − Tobs

)
, t ∈ (tj−1, tj),

T ∗2 = 0 при t = tj ,
(3.6)

−
(
T ∗1
)
t
+ L∗1T

∗
1 = 0, t ∈ (tj−1, tj),

T ∗1 = T ∗2 (tj−1) при t = tj
(3.7)
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и следующее условие оптимальности:

α
(
Q−Q(0)

)
+B∗T ∗2 = 0 на Ω× (tj−1, tj), (3.8)

где L∗1, L∗2 — операторы, сопряженные к L1, L2.
После чего функции T2 и Q(tj) принимаются в качестве приближения к компонентам

T и Q полного решения задачи при t > tj , а T2(tj) ∼= T (tj) берется в качестве начального
условия для T при решении задач на (tj , tj+1).

Отметим, что в силу свойства однозначной и плотной разрешимости задачи [11] в
качестве последовательности решений, минимизирующих функционал J0,j , может быть
выбрана последовательность регуляризованных решений задачи минимизации для Jα,j
при α→ +0, при этом inf J0,j = 0.

Схема аппроксимации исходной задачи минимизации Jα последовательностью задач
минимизации Jα,j на (tj−1, tj) была предложена в [21, с. 288].

4. Устойчивость оптимального решения
к ошибкам наблюдений

Пусть данные наблюдений заданы с ошибками

Q(0) = Qt + ξ1, Tobs = T tobs + ξ2, (4.1)

где ξ1, ξ2 ∈ L2(Ω×(0, t̄)), а Qt, T tobs — данные наблюдений при отсутствии ошибок (когда
ξ1 = ξ2 = 0). Данные наблюдений Qt, T tobs определяют свою систему оптимальности,
аналогичную (3.3)–(3.5):

T̄t + LT̄ = F +BQ̄, t ∈ (0, t̄),

T̄ = T0 при t = 0,
(4.2)

−
(
T̄ ∗
)
t
+ L∗T̄ ∗ = BR−1m0

(
B∗T̄ − T tobs

)
, t ∈ (0, t̄),

T̄ ∗ = 0 при t = t̄,
(4.3)

α
(
Q̄−Qt

)
+B∗T̄ ∗ = 0 на Ω× (0, t̄). (4.4)

Функции ξ1, ξ2 рассматриваются как погрешности входных данных Q(0) и Tobs соот-
ветственно. Мы исследуем влияние этих ошибок на оптимальное решение Q, полученное
из системы оптимальности (3.3)–(3.5).

Положим δT = T − T̄ , δT ∗ = T ∗ − T̄ ∗, δQ = Q − Q̄. Тогда, вычитая (4.2)–(4.4) из
(3.3)–(3.5), получаем систему для δT , δT ∗, δQ:

δTt + LδT = BδQ, t ∈ (0, t̄),

δT = 0 при t = 0,
(4.5)

−
(
δT ∗

)
t
+ L∗δT ∗ = BR−1m0

(
B∗δT − ξ2

)
, t ∈ (0, t̄),

δT ∗ = 0 при t = t̄,
(4.6)

α
(
δQ− ξ1

)
+B∗δT ∗ = 0 на Ω× (0, t̄). (4.7)

Эта система эквивалентна вспомогательной линейной задаче усвоения данных об отыс-
кании δT , δQ таких, что
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δTt + LδT = BδQ, t ∈ (0, t̄),

δT = 0 при t = 0,

S(δQ) = inf
Q
S(Q),

(4.8)

где

S(δQ) =
α

2

t̄∫
0

∫
Ω

∣∣δQ−ξ1

∣∣2 dΩ dt+
1

2

t̄∫
0

∫
Ω

(
m0δT |z=0−ξ2

)
R−1

(
m0δT |z=0−ξ2

)
dΩ dt. (4.9)

Введем гессиан H функционала (4.9). Нетрудно видеть, что

H = H0 + αI, (4.10)

где I — единичный оператор, а оператор H0 определяется на v ∈ L2(Ω× (0, t̄)) последо-
вательным решением задач:

ψt + Lψ = Bv, t ∈ (0, t̄),

ψ = 0 при t = 0,
(4.11)

−(ψ∗)t + L∗ψ∗ = BR−1m0B
∗ψ, t ∈ (0, t̄),

ψ∗ = 0 при t = t̄,
(4.12)

H0v = B∗ψ∗ на Ω× (0, t̄). (4.13)

Введем вспомогательный оператор C : L2

(
Ω × (0, t̄)

)
→ L2

(
Ω × (0, t̄)

)
, действующий

на функции g ∈ L2

(
Ω× (0, t̄)

)
по формуле

Cg = B∗θ∗, (4.14)

где θ∗ — решение сопряженной задачи

−
(
θ∗
)
t
+ L∗θ∗ = BR−1m0g, t ∈ (0, t̄),

θ∗ = 0 при t = t̄.
(4.15)

Из (4.11)–(4.15) заключаем, что система (4.5)–(4.7) эквивалентна уравнению для по-
грешности оптимального решения δQ:

HδQ = αξ1 + Cξ2. (4.16)

Нетрудно убедиться в том, что гессиан H действует в L2

(
Ω× (0, t̄)

)
с областью опре-

деления D(H) = L2

(
Ω×(0, t̄)

)
, он ограничен, самосопряжен и неотрицательно определен.

Если α > 0, то H положительно определен. Оператор C ограничен.
При α > 0 уравнение (4.16) имеет единственное решение

δQ = αH−1ξ1 +H−1Cξ2. (4.17)

Таким образом, погрешность оптимального решения δQ в явном виде выражается через
погрешности исходных данных ξ1, ξ2. Уравнение (4.17) может быть положено в осно-
ву исследования устойчивости оптимального решения и его функционалов к ошибкам
данных наблюдений.
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5. Коэффициенты чувствительности
как нормы операторов отклика

Для нормы погрешности оптимального решения, согласно (4.17), справедлива оценка

‖δQ‖ ≤ ‖T1ξ1‖+ ‖T2ξ2‖, (5.1)

где операторы отклика T1 = αH−1, T2 = H−1C, Ti : L2

(
Ω×(0, t̄)

)
→ L2

(
Ω×(0, t̄)

)
, i = 1, 2,

а под нормой понимается норма в L2

(
Ω× (0, t̄)

)
.

Каждое из слагаемых в (5.1) определяет влияние соответствующей ошибки ξi на
ошибку оптимального решения δQ. Имеем

‖T1ξ1‖ ≤
√
‖T ∗1 T1‖‖ξ1‖, ‖T2ξ2‖ ≤

√
‖T ∗2 T2‖‖ξ2‖, (5.2)

где T ∗i : L2

(
Ω× (0, t̄)

)
→ L2

(
Ω× (0, t̄)

)
— оператор, сопряженный к Ti, i = 1, 2, при этом

i-е неравенство превращается в равенство, когда ξi — сингулярный вектор оператора Ti,
соответствующий наибольшему сингулярному числу σmax =

√
‖T ∗i Ti‖.

Следуя [25], введем

r1 =
√
‖T ∗1 T1‖ , r2 =

√
‖T ∗2 T2‖ . (5.3)

Величины ri =
√
‖T ∗i Ti‖ можно рассматривать как коэффициенты чувствительности,

которые демонстрируют влияние соответствующей ошибки ξi на оптимальное решение.
Чем больше коэффициент ri (норма оператора отклика Ti), тем большее влияние может
оказывать ошибка ξi на оптимальное решение. Эти коэффициенты были введены в [13]
для исследования задачи инициализации.

Из (5.1), (5.2) следует оценка устойчивости

‖δQ‖ ≤
√
‖T ∗1 T1‖ ‖ξ1‖+

√
‖T ∗2 T2‖ ‖ξ2‖ = r1‖ξ1‖+ r2‖ξ2‖.

Рассмотрим коэффициент чувствительности r1. Поскольку T1 = αH−1 = T ∗1 , то
T ∗1 T1 = α2H−2 и

r1 =
√
‖T ∗1 T1‖ =

α

α+ µmin
, (5.4)

где µmin — нижняя граница спектра оператора H0. Отметим, что r1 ≤ 1, поскольку
µmin ≥ 0.

Для определения коэффициента чувствительности r2 нам нужно найти норму опе-
ратора T2T ∗2 . Поскольку T2 = H−1C , то T2T ∗2 = H−1CC∗H−1 и необходимо определить
сопряженный оператор C∗. Для g, p ∈ Yobs = L2

(
Ω × (0, t̄)

)
по определению оператора

C, согласно (4.14), (4.15), имеем

(Cg, p)Yobs = (B∗θ∗, p)Yobs = (θ∗, Bp)Y =
(
BR−1m0g, φ

)
Y

=
(
g,m0R

−1B∗φ
)
Yobs

,

где Y = L2

(
D × (0, t̄)

)
, а φ — решение задачи

φt + Lφ = Bp для п. в. t ∈ (0, t̄),

φ = 0 при t = 0.
(5.5)

Тогда сопряженный оператор C∗ : L2

(
Ω × (0, t̄)

)
→ L2

(
Ω × (0, t̄)

)
определяется на

p ∈ L2

(
Ω× (0, t̄)

)
по формуле

C∗p = m0R
−1B∗φ. (5.6)
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Для построения CC∗ подействуем оператором C на (5.6). Тогда, согласно (4.15), по-
лучаем

CC∗p = B∗θ∗1, (5.7)

где θ∗1 — решение сопряженной задачи

−
(
θ∗1
)
t
+ L∗θ∗1 = BR−1m2

0R
−1B∗φ для п. в. t ∈ (0, t̄),

θ∗1 = 0 при t = t̄,
(5.8)

а φ — решение задачи (5.5). Заметим, что m2
0 = m0, тогда из (5.7), (5.8) и (4.11)–(4.13)

заключаем, что справедлива следующая лемма.

Лемма. Для оператора CC∗ имеет место представление

CC∗ = H1,

где оператор H1 определяется на v ∈ L2

(
Ω× (0, t̄)

)
последовательным решением задач

ψt + Lψ = Bv, t ∈ (0, t̄),

ψ = 0 при t = 0,
(5.9)

−(ψ∗)t + L∗ψ∗ = BR−1m0R
−1B∗ψ, t ∈ (0, t̄),

ψ∗ = 0 при t = t̄,
(5.10)

H1v = B∗ψ∗ на Ω× (0, t̄). (5.11)

Следует отметить, что при R = I оператор H1 совпадает с гессианом H0, опреде-
ленным по формулам (4.11)–(4.13). Поскольку T2T ∗2 = H−1CC∗H−1 = H−1H1H−1, то
справедливо следующее следствие.

Следствие. Коэффициент чувствительности r2 определяется по формуле

r2 =
√
‖H−1H1H−1‖. (5.12)

Из (5.7), (5.8) следует, что оператор T2T ∗2 = H−1CC∗H−1 = H−1H1H−1 определяется
последовательным решением следующих задач:

Hp = v, (5.13)

φt + Lφ = Bp, t ∈ (0, t̄),

φ = 0 при t = 0,
(5.14)

−
(
θ∗1
)
t
+ L∗θ∗1 = BR−1m0R

−1B∗φ, t ∈ (0, t̄),

θ∗1 = 0 при t = t̄,
(5.15)

Hq = B∗θ∗1, (5.16)

T2T ∗2 v = q. (5.17)

Формулы (5.13)–(5.17) определяют действие оператора T2T ∗2 на заданную функцию
v ∈ L2

(
Ω × (0, t̄)

)
и могут быть использованы для вычисления сингулярных чисел опе-

ратора T2, наибольшее из которых дает коэффициент r2.
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Если α = 0, то H = H0, и коэффициент r2 определяется по формуле

r2 =

√
‖H−1

0 H1H−1
0 ‖. (5.18)

При конечномерной аппроксимации оператор H0 является матрицей и в этом случае
можно рассматривать задачу на собственные значения

H0vk = µkvk, (5.19)

которая эквивалентна системе(
ϕk
)
t
+ Lϕk = Bvk, t ∈ (0, t̄),

ϕk = 0 при t = 0,
(5.20)

−(ϕ∗k)t + L∗ϕ∗k = BR−1m0B
∗ϕk, t ∈ (0, t̄),

ϕ∗k = 0 при t = t̄,
(5.21)

ϕ∗k = µkvk на Ω× (0, t̄), (5.22)

где под (5.20), (5.21) понимаются конечномерные аналоги соответствующих задач. За-
дача (5.20)–(5.22) — это неклассическая спектральная задача со спектральным парамет-
ром в граничном условии. Система функций {ϕk, ϕ∗k, vk}, называемая системой фунда-
ментальных функций управления [22], была использована в [13] для анализа ошибок
оптимального решения в задаче об отыскании начального условия. Отметим, что в слу-
чае R = I в силу T2T ∗2 = H−1H0H−1 = (H0 + αI)−1H0(H0 + αI)−1 сингулярные числа
оператора T2 и коэффициент чувствительности r2 выражаются через собственные числа
гессиана H0.

Следует также отметить, что при конечномерной аппроксимации H0 оказывается
плохо обусловленной матрицей, у которой наименьшее собственное число µmin близко
к нулю. В этом случае коэффициент r2 может быть достаточно большим, т. е. оптималь-
ное решение может быть очень чувствительным к ошибкам наблюдений. Это означает,
что в данной задаче необходимо введение регуляризатора с параметром α > 0, что де-
лает задачу определения оптимального решения устойчивой по отношению к ошибкам
наблюдений.

6. Результаты численных экспериментов

В настоящем пункте приводятся результаты численных экспериментов по исследо-
ванию устойчивости оптимального решения задачи о восстановлении функции потока
тепла Q в акватории Балтийского моря путем вариационного усвоения данных о темпе-
ратуре поверхности моря с использованием ковариационной матрицы ошибок наблюде-
ний.

При проведении численных экспериментов были выбраны модификации граничных
условий и коэффициентов в них согласно [10].

Модельная область Балтийского моря расположена от 9.375◦ до 30.375◦ восточной
долготы и от 53.625◦ до 65.9375◦ северной широты. Пространственное разрешение мо-
дели составляет 1/16◦×1/32◦×25 по долготе, широте и вертикали. Сеточная область в
горизонтальной плоскости содержит 336×394 узлов, σ-уровни неравномерно распределе-
ны по глубине. Шаг по времени равен 5 мин.
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В качестве Tobs использовались среднесуточные данные температуры поверхности
Балтийского моря, полученные с портала океанографических данных COPERNICUS
(http://marine.copernicus.eu). Для пересчета данных наблюдений на расчетную сетку
численной модели термодинамики Балтийского моря использовались алгоритмы интер-
поляции данных [26, 27].

В качестве Q(0) использовался среднеклиматический поток, полученный по данным
реанализа NCEP (National Center for Environmental Prediction). С помощью упомянутой
модели гидротермодинамики, дополненной “процедурой усвоения” температуры поверх-
ности Tobs, были проведены расчеты на акватории Балтийского моря, в которых работал
алгоритм усвоения лишь в некоторые моменты времени tj , при этом tj+1 = t̄ = tj + ∆t.
Это означает, что до момента tj производился расчет по модели без алгоритма усвоения,
а начиная с tj алгоритм усвоения включался, при этом начальное условие для усвоения
задавалось из предыдущего расчета при t = tj (тем самым точкой t0, фигурирующей в
описании алгоритма усвоения, считалась точка tj).

В данной работе в качестве весовых коэффициентов в функционале стоимости при
решении задачи усвоения данных были взяты диагональные элементы ковариационной
матрицы R, которые вычисляются исходя из статистических свойств данных наблюде-
ний.

В конечномерном случае ковариационный оператор R является ковариационной мат-
рицей и определяется по формуле:

R = E
[
ξobs ξ

>
obs

]
= E

[(
Tobs − T̄obs

)(
Tobs − T̄obs

)>]
,

где T̄obs — математическое ожидание функции данных наблюдений.
Если ξobs = (ξ1, . . . , ξN )>, то элементы матрицы R можно записать в виде

rjk = E
[
(ξj − Eξj)(ξk − Eξk)

]
= E

[
ξjξk

]
− E

[
ξj
]
E
[
ξk
]

= E
[
ξjξk

]
.

Величины rjk являются коэффициентами ковариации между j-й и k-й координатами
случайного вектора ξobs. При j = k мы получаем

rjj = Dξj = σ2
j ,

где Dξj — дисперсия случайной величины ξj (второй центральный момент распределе-
ния):

Dξj = E
[
(ξj − Eξj)2

]
= E

[
ξ2
j

]
−
(
E
[
ξj
])2

,

а σj — среднеквадратичное отклонение, или стандартное отклонение, при этом σj=
√
Dξj .

Таким образом, диагональные элементы матрицы R — дисперсии Dξj , именно они
играют важную роль при взвешивании функционала стоимости при вариационном усво-
ении данных. На практике при вариационном усвоении зачастую предполагается [7], что
матрица R является диагональной с элементами Dξj , которые вычисляются исходя из
статистических свойств данных наблюдений. В силу предположения Eξobs = 0 нетрудно
видеть, что DTobs = Dξobs, т. е. дисперсия ошибок данных наблюдений равняется диспер-
сии самих данных наблюдений и в нашем случае может быть расчитана на основании
данных о ТПМ за длительный период времени. В настоящей работе были вычислены
статистические осреднения T̄obs и среднеквадратичные отклонения σ ТПМ в акватории
Балтийского моря. Статистические характеристики были рассчитаны на основе данных
наблюдений за 27 лет, с 1982 по 2009 годы, отдельно для каждого дня года.



236 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2018. Т. 21, №2

При реализации процедуры усвоения на одном шаге по времени (tj , tj+1) рассматри-
валась система вида (3.3)–(3.5), где под (3.3), (3.4) понимаются конечномерные аналоги
соответствующих задач в виде (2.4), (2.5) и (3.6), (3.7).

При конечномерной аппроксимации, когда интервал (tj , tj+1) является шагом дис-
кретизации по времени, гессиан H0, определяемый по формулам (4.11)–(4.13), обладает
полным набором собственных функций, в качестве которых можно взять

Qkl =

{
1, x = xk, y = yl,

0, иначе,

где (xk, yl) — точки сетки на Ω. При этом собственные значения µkl, отвечающие Qkl,
можно определить последовательно по формулам при x = xk, y = yl

(ψ2)t + L2ψ2 = BQkl, t ∈ (t0, t1),

ψ2 = 0 при t = t0,
(6.1)

−
(
ψ∗2
)
t
+ L∗2ψ

∗
2 = BR−1m0B

∗ψ2, t ∈ (t0, t1),

ψ∗2 = 0 при t = t1,
(6.2)

µkl = ψ∗2 при z = 0, (6.3)

при этом для упрощения записи под (6.1), (6.2) понимаются конечномерные аналоги со-
ответствующих задач. Таким образом, каждой точке сетки расчетной области соответ-
ствует собственное число гессианаH0 (аналогично для сингулярных чисел оператора T2).

Приведем результаты численных экспериментов (на примере акватории Балтийско-
го моря, см. рисунок 6.1) по исследованию устойчивости решения обратной задачи о
восстановлении функции потока тепла Q путем вариационного усвоения данных о тем-
пературе поверхности моря с использованием ковариационных матриц ошибок данных
наблюдений.

Рис. 6.1. Топография Балтийского моря

Целью экспериментов являлось численное исследование устойчивости оптимального
решения Q к ошибкам наблюдений. В первой серии экспериментов проводились расче-
ты собственных значений µk гессиана H0, которые удовлетворяют системе (5.20)–(5.22)
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и определяют коэффициенты чувствительности r1, r2. Были выявлены подобласти, со-
ответствующие наименьшим значениям µk, в которых оптимальное решение, согласно
теории, может быть наиболее чувствительным к ошибкам наблюдений. Во второй серии
экспериментов проводился расчет потока Q по заданным Tobs с помощью упомянутого
алгоритма усвоения, а затем в Tobs вносились возмущения δTobs, и той же процедурой
вычислялся возмущенный поток Q̃. По значениям погрешностей в потоках δQ определя-
лись точки области, в которых возмущенный поток Q̃ наиболее отклоняется от Q.

Результаты расчета при tj = 41 часа 40 минут (500 временных шагов модели) пред-
ставлены на рис. 6.2, где приведены собственные числа гессиана H0 согласно форму-
лам (4.11)–(4.13) для зимнего и летнего периода.

а) зимний период б) летний период

Рис. 6.2. Собственные числа гессиана H0 после 500 шагов расчета

На рис. 6.3 представлены сингулярные числа оператора T2, которые определяют ко-
эффициент чувствительности r2 для зимнего и летнего периодов расчета.

а) зимний период б) летний период

Рис. 6.3. Сингулярные числа оператора T2 после 500 шагов расчета

Наибольшие сингулярные числа соответствуют точкам (x, y), лежащим вблизи об-
ластей с небольшой глубиной, особенно в местах на склонах впадин (рис. 6.1). Таким
образом, оптимальное решение оказывается наиболее чувствительным к погрешностям
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наблюдений в точках поверхности вблизи этих областей, и устойчивость задачи о вос-
становлении потоков тепла на поверхности может ухудшаться в этих точках.

Для проверки теоретических выводов были проведены численные эксперименты с ал-
горитмом усвоения для возмущенной поверхностной температуры T̃ obs = Tobs + εδTobs,
ε = const > 0. Полученные в результате усвоения потоки Q̃ сравнивались с невозмущен-
ными потоками Q. На рис. 6.4 представлены значения δQ = Q̃ − Q для случая, когда
алгоритм усвоения включался в момент времени tj = 41 часа 40 минут при ε = 0.01,
δTobs = Tobs. Из рис. 6.4 видно, что наибольшая ошибка в оптимальном решении δQ
наблюдается вблизи тех участков расчетной области, где происходит изменение глубины
Балтийского моря (рис. 6.1), что соответствует в целом полученному рисунку 6.3.

а) зимний период б) летний период

Рис. 6.4. Разность невозмущенного и возмущенного потоков при расчете на 500 шагов

Проведенные исследования позволяют решать задачу по определению подобластей,
в которых оптимальное решение наиболее чувствительно к ошибкам наблюдений при
вариационном усвоении данных, в случае когда значения ошибок заранее не известны.

Численные эксперименты подтверждают также, что в данной задаче необходимо вве-
дение регуляризатора с параметром α > 0, что сделает задачу определения оптимального
решения устойчивой по отношению к ошибкам наблюдений.

7. Заключение

В настоящей работе проведено исследование устойчивости решения задачи вариаци-
онного усвоения данных о температуре поверхности моря с целью восстановления по-
токов тепла на поверхности с использованием трехмерной модели гидротермодинамики
Балтийского моря, разработанной в ИВМ РАН (В.Б. Залесный, Н.А. Дианский, А.В. Гу-
сев). В качестве весовых функций для функционала стоимости в задаче ассимиляции бы-
ли использованы диагональные элементы ковариационной матрицы ошибок наблюдений,
которые вычисляются исходя из статистических свойств данных наблюдений. Уравне-
ние для погрешности оптимального решения через ошибки данных наблюдений связано с
гессианом исходного функционала наблюдений. Это уравнение приводит к определению
коэффициентов чувствительности как норм операторов отклика, которые характеризу-
ют степень влияния ошибок данных наблюдений на оптимальное решение задачи вари-
ационного усвоения. Численные эксперименты для модели динамики Балтийского моря
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показали, что задача о восстановлении потоков тепла на поверхности моря может быть
неустойчивой в точках, лежащих вблизи областей с небольшой глубиной. Необходимо
введение регуляризатора с параметром α, чтобы сделать задачу определения потоков
устойчивой по отношению к ошибкам наблюдений. Предложенная методология позволя-
ет определять подобласти, в которых оптимальное решение наиболее чувствительно к
ошибкам наблюдений при вариационном усвоении данных.
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