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Ðàíåå àâòîðàìè áûë ïðåäëîæåí ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ïðîôèëÿ àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè â äâóõ 
ïåðåñåêàþùèõñÿ ëàçåðíûõ ïó÷êàõ, ñîçäàþùèõ ëàçåðíûå îïîðíûå çâåçäû. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðèâåäåíû 
ðåçóëüòàòû äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ýòîãî ìåòîäà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîëìîãîðîâñêîé òóðáóëåíòíîñòè ïîñòðîåíî 
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ îñòðûì ÿäðîì òèïà äåëüòà-ôóíêöèè, êîòîðîå ïîçâîëÿåò âîññòàíàâëèâàòü âûñîò-
íûé ïðîôèëü ïðîùå è òî÷íåå, ÷åì â ïåðâîíà÷àëüíîì âàðèàíòå ìåòîäà. Äàííûå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïî-
êàçûâàþò õîðîøåå âîññòàíîâëåíèå ïðîôèëÿ ðåàëüíîé òóðáóëåíòíîñòè âïëîòü äî âûñîò 10 êì. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òóðáóëåíòíîñòü, âûñîòíûé ïðîôèëü òóðáóëåíòíîñòè, ëàçåðíûå îïîðíûå çâåçäû; 
turbulence, high-altitude turbulence profile, laser guide stars. 

 

Ââåäåíèå 

Íåîáõîäèìûì ýòàïîì èññëåäîâàíèé â òåîðèè 
òóðáóëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåð-
êà îñíîâíûõ âûâîäîâ òåîðèè. Äëÿ ýòîãî íóæíî ðàñ-
ïîëàãàòü ñðåäñòâàìè îïåðàòèâíîãî èçìåðåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè. Íà äëèííûõ 
àòìîñôåðíûõ òðàññàõ òðàäèöèîííîå îïðåäåëåíèå 
ïàðàìåòðîâ ìåòåîäàò÷èêàìè ñòàíîâèòñÿ ìàëîèíôîð-
ìàòèâíûì, äîðîãîñòîÿùèì è íåóäîáíûì äëÿ ïðàê-
òèêè. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ  
è ïðèìåíåíèÿ îïòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè ïóòåì èçìåðå-
íèé èñêàæåíèé ñâåòîâûõ ïîëåé â ëàçåðíûõ ïó÷êàõ. 
 Îäíèì èç îñíîâíûõ îïòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ 
òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðû ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíàÿ õà-
ðàêòåðèñòèêà ôëóêòóàöèé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ 

2
,

n
C  õàðàêòåðèçóþùàÿ èíòåíñèâíîñòü àòìîñôåðíîé 
òóðáóëåíòíîñòè. Ýòà âåëè÷èíà âëèÿåò íà áîëüøèíñò-
âî õàðàêòåðèñòèê ëàçåðíîãî ïó÷êà, ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùåãîñÿ â àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè. Îñîáåííûé 
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âûñîòíûé ïðîôèëü ñòðóêòóð-
íîé õàðàêòåðèñòèêè 2( )nC h  (h − âûñîòà íàä ïîäñòè-
ëàþùåé ïîâåðõíîñòüþ).  

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàêîïëåíî ìíîãî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ èçìåðåíèé âûñîòíûõ ïðîôèëåé 

2( ).
n

C h  Äëÿ èçìåðåíèé èñïîëüçîâàëèñü ìåòåîäàò÷èêè, 
óñòàíîâëåííûå ëèáî âáëèçè çåìíîé ïîâåðõíîñòè, 
ëèáî íà ìåòåîìà÷òàõ, ñàìîëåòàõ, ðàäèîçîíäàõ è äð. 
Äàííûå òàêèõ ìíîãîëåòíèõ èçìåðåíèé âûñîòíûõ 
ïðîôèëåé ñèñòåìàòèçèðîâàíû â ìîíîãðàôèÿõ [1, 2]. 
Ðåçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ àòìîñôåðíîé 
òóðáóëåíòíîñòè  îïòè÷åñêèìè  (êàê  ïðàâèëî,  ëàçåðíûìè 
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ìåòîäàìè ïðèâåäåíû â [3]. Çäåñü æå ðàññìîòðåíû 
äàííûå  îïòè÷åñêèõ èçìåðåíèé  â  ãîðíûõ  ðàéîíàõ. 

Â èñïîëüçóåìûõ îïòè÷åñêèõ ìåòîäàõ îïðåäåëå-
íèÿ 2( )nC h  (â òîì ÷èñëå, â àñòðîíîìè÷åñêèõ ìåòî-
äàõ) ïðåäóñìàòðèâàþòñÿ èçìåðåíèÿ, êàê ïðàâèëî, 
èíòåãðàëüíîé èíòåíñèâíîñòè àòìîñôåðíîé òóðáó-
ëåíòíîñòè (èíòåãðàëà ïî âñåì âûñîòàì îò ïðîôèëÿ 

2( )nC h ) [2–5]. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èíòåãðàëüíàÿ 
èíòåíñèâíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ ïóòåì ðàçáèåíèÿ âñåãî 
âûñîòíîãî äèàïàçîíà íà ðÿä ñëîåâ [6].  

Â áîëüøèíñòâå çàäà÷ àòìîñôåðíîé îïòèêè, îä-
íàêî, íàèáîëåå èíòåðåñíûìè ÿâëÿþòñÿ äàííûå íå 
äëÿ èíòåãðàëüíîé, à äëÿ ëîêàëüíîé èíòåíñèâíîñòè 
òóðáóëåíòíîñòè. Ëîêàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü àòìî-
ñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûñîò-
íûé ïðîôèëü ñòðóêòóðíîé õàðàêòåðèñòèêè ôëóê-
òóàöèé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ 2( ),nC h  ò.å. äàííûå 
äëÿ çíà÷åíèé 2

n
C  íà ëþáîé âûáðàííîé âûñîòå h. 

Ëîêàëüíóþ èíòåíñèâíîñòü òóðáóëåíòíîñòè ìîæíî 
òàêæå õàðàêòåðèçîâàòü âûñîòíûìè ïðîôèëÿìè 
ñòðóêòóðíîé õàðàêòåðèñòèêè ôëóêòóàöèé òåìïåðà-
òóðû 

2 ( )TC h  (îäíàêî, òàê êàê 

2

TC  èçâåñòíûì îáðàçîì 
ñâÿçàíî ñ 2

n
C

 [1], îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî 2).nC  
 Äëÿ èçìåðåíèé âûñîòíîãî ïðîôèëÿ 

2( )nC h  (çíà-
÷åíèé 2

n
C  íà ëþáîé âûáðàííîé âûñîòå h) â [2, 3, 5] 

ïðèâåäåí ðÿä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ïîëó÷åí-
íûõ â îñíîâíîì èç òåîðåòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ 
äèñïåðñèè äðîæàíèÿ îïòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé). 
Ýòè èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ îáû÷íî èìåþò ïëàâ-
íîå ÿäðî. Âîññòàíîâëåíèå âûñîòíîãî ïðîôèëÿ 

2( )nC h  èç ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé, êàê ïðàâèëî, 
òðåáóåò ðåãóëÿðèçàöèè è ñîïðîâîæäàåòñÿ çíà÷è-
òåëüíûìè îøèáêàìè.  

ßñíî, ÷òî âîïðîñû èçìåðåíèé âûñîòíîãî ïðî-
ôèëÿ 2( )nC h  îïòè÷åñêèìè ìåòîäàìè (âêëþ÷àÿ ëà-
çåðíûå ìåòîäû) îñòàþòñÿ àêòóàëüíûìè, êàê è ïîèñê 
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íîâûõ íàäåæíûõ òåîðåòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, ïî-
çâîëÿþùèõ èç îïòè÷åñêèõ èçìåðåíèé âîññòàíàâëè-
âàòü ïðîôèëü 2( )nC h  ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. 

Â íàøåé ðàáîòå [7] ðàíåå áûë ïðåäëîæåí ìå-
òîä âîññòàíîâëåíèÿ âûñîòíîãî ïðîôèëÿ èíòåíñèâ-
íîñòè àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè ïî èçìåðåíèÿì 
òóðáóëåíòíûõ ðåôðàêöèîííûõ ñìåùåíèé äâóõ ïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ. ßâëåíèå ðåôðàê-
öèîííûõ ñìåùåíèé ïó÷êîâ (âêëþ÷àÿ è äðîæàíèå 
îïòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé) õîðîøî èçó÷åíî [1, 2]. 
Òàê êàê ðåôðàêöèîííûå ñìåùåíèÿ ïó÷êîâ è èçî-
áðàæåíèé îáóñëîâëåíû â ïåðâóþ î÷åðåäü ôàçîé 
îïòè÷åñêîé âîëíû [1, 2], òî ìåòîä [7] ìîæíî íà-
çâàòü ôàçîâûì ìåòîäîì.  

Â áîëåå ïîçäíèõ íàøèõ ðàáîòàõ [8, 9] ïðîèç-
âåäåíà ìîäèôèêàöèÿ ýòîãî ìåòîäà íà ñëó÷àè íàáëþ-
äåíèé èçîáðàæåíèé ëàçåðíûõ îïîðíûõ çâåçä, ñîçäàí-
íûõ â àòìîñôåðå [8], è íàáëþäåíèé âíåàòìîñôåðíûõ 
àñòðîíîìè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ [9]. Ïî ñðàâíåíèþ  
ñ àñòðîíîìè÷åñêèì ìåòîäîì ìåòîä ñ îïîðíûìè 
çâåçäàìè áîëåå ãèáîê, òàê êàê èìååò äîïîëíèòåëü-
íóþ ñòåïåíü ñâîáîäû (äëèíó îïòè÷åñêîé òðàññû).  
 Ëàçåðíûå îïîðíûå çâåçäû øèðîêî ïðèìåíÿþò-
ñÿ â ëèäàðíûõ ìåòîäàõ çîíäèðîâàíèÿ àòìîñôåðû. 
Îíè ñîçäàþòñÿ ñòðîáèðîâàíèåì îïòè÷åñêîãî ïðèåì-
íèêà (çàäàíèåì âðåìåííîãî èíòåðâàëà îòêðûòèÿ 
ïðèåìíèêà). Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèíèìàòü êîðîòêèé 
ñâåòîâîé èìïóëüñ, îòðàæåííûé îò ðàñïîëîæåííîãî 
íà çàäàííîé âûñîòå íåêîòîðîãî íåáîëüøîãî îáúåìà 
ñðåäû. Ëàçåðíàÿ îïîðíàÿ çâåçäà îáû÷íî ñîçäàåòñÿ 
çà ñ÷åò ðàññåÿíèÿ ñâåòà íà àýðîçîëÿõ. Ïðè ýòîì 
ýôôåêòû àýðîçîëüíîãî ðàññåÿíèÿ è ðàññåÿíèÿ íà 
òóðáóëåíòíûõ íåîäíîðîäíîñòÿõ ñðåäû, êàê óñòàíîâ-
ëåíî â [3], îêàçûâàþòñÿ ðàçäåëåííûìè. Èìåþòñÿ 
òàêæå è äðóãèå ñïîñîáû ñîçäàíèÿ îïîðíûõ çâåçä. 
 Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû 
äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ìåòîäà äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ 
ëàçåðíûõ ïó÷êîâ, ñîçäàþùèõ ëàçåðíûå îïîðíûå 
çâåçäû. Èç äàííûõ [7, 8] ïîñòðîåíî èíòåãðàëüíîå 
óðàâíåíèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò âîññòàíàâëèâàòü âû-
ñîòíûé ïðîôèëü èíòåíñèâíîñòè àòìîñôåðíîé òóð-
áóëåíòíîñòè áîëåå ïðîñòî è òî÷íåå, ÷åì â [8]. Ïðè-
âåäåíû äàííûå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïî âîññòà-
íîâëåíèþ ðåàëüíîãî ïðîôèëÿ òóðáóëåíòíîñòè èç 
íàáëþäåíèé ëàçåðíûõ îïîðíûõ çâåçä. 

1. Ïåðâûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà 

Êàê ïîêàçàíî â [2, 8, 10], äëÿ êîëìîãîðîâñêîé 
òóðáóëåíòíîñòè ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ 
ôóíêöèÿ ñìåùåíèé îïòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé äâóõ 
ðàçíåñåííûõ ëàçåðíûõ îïîðíûõ çâåçä ìîæåò áûòü 
ïðåäñòàâëåíà â âèäå 

 

1

2 5/3 2
1 1

0

( , ) ( ( )) (1/6,1, ( , , )),
n

B d C h x F Z= σ ξ ξ ξ − ξ∫R Rρ ρ  

  (1) 

 2 2( , ) | | / ., (1 )Z ξ = ξ− ξ + ξR Rρ ρ   

Çäåñü 2 2 1/34,08 ,t tF xa
−σ =  x – äëèíà àòìîñôåðíîé 

òðàññû (ðàññòîÿíèå îò îïîðíîé çâåçäû äî ïðèåìíè-

êà), at è Ft – ðàäèóñ è ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ïðè-
åìíèêîâ ñîîòâåòñòâåííî; h(ξx) = h0 + (1 − ξ)xcosθ – 
òåêóùàÿ âûñîòà íàä çåìíîé ïîâåðõíîñòüþ (θ – çå-
íèòíûé óãîë öåíòðà èíòåðâàëà ìåæäó îïîðíûìè 
çâåçäàìè, h0 – âûñîòà ïðèåìíèêîâ íàä ïîäñòèëàþ-
ùåé ïîâåðõíîñòüþ). Òàêæå â (1) ρ è R – âåêòîðû, 
ñîåäèíÿþùèå ñîîòâåòñòâåííî öåíòðû îïîðíûõ çâåçä 
(èñòî÷íèêîâ) è öåíòðû îäèíàêîâûõ îïòè÷åñêèõ 
ïðèåìíèêîâ (êàæäûé âåêòîð íîðìèðîâàí íà 21/2at). 
Âåêòîð R èìååò äâå îðòîãîíàëüíûå êîìïîíåíòû 
R = R⊥ + ||R (R⊥ ⋅ ||R = 0), îäíà èç êîòîðûõ ||( )R  
ïàðàëëåëüíà (ëèáî àíòèïàðàëëåëüíà) âåêòîðó ρ,  
à âòîðàÿ (R⊥) – ïåðïåíäèêóëÿðíà åìó. Âåëè÷èíà 
R⊥ (ïîïåðå÷íûé ðàçíîñ ïðèåìíèêîâ) õàðàêòåðèçóåò 
îòêëîíåíèå îò ïàðàëëåëüíîñòè ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé 
ïðèåìíèêè, è ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé èñòî÷íèêè. Íà 
ïðàêòèêå òàêîå îòêëîíåíèå õàðàêòåðèçóåò ïîãðåø-
íîñòü óñòàíîâêè ïðèåìíèêîâ îòíîñèòåëüíî çàäàííî-
ãî ðàñïîëîæåíèÿ ëàçåðíûõ çâåçä.  

Â âûðàæåíèè (1) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåêîãå-
ðåíòíûå èñòî÷íèêè, êîòîðûìè ÿâëÿþòñÿ îïîðíûå 
çâåçäû, èìåþò ñðàâíèòåëüíî ìàëûå ïîïåðå÷íûå 
ðàçìåðû (áëèçêè ê òî÷å÷íûì èñòî÷íèêàì). Ýòî îç-
íà÷àåò, ÷òî óãëîâîé ðàçìåð íåêîãåðåíòíîãî èñòî÷-
íèêà, óìíîæåííûé íà òîëùèíó îïòè÷åñêè àêòèâíî-
ãî òóðáóëåíòíîãî ñëîÿ àòìîñôåðû (3,2 êì [1, 2]), 
äîëæåí áûòü çíà÷èòåëüíî ìåíüøå äèàìåòðà ïðèåì-
íèêà. Íà ïðàêòèêå ýòî óñëîâèå îáû÷íî âûïîëíÿåò-
ñÿ. Êðîìå òîãî, â (1) íå ó÷èòûâàåòñÿ äîïîëíèòåëü-
íîå ñëàãàåìîå, ñâÿçàííîå ñ âûñîòíûì ïðîôèëåì 
âíåøíåãî ìàñøòàáà òóðáóëåíòíîñòè (ðàçìåð âíåø-
íåãî ìàñøòàáà ñ÷èòàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëüøå äèà-
ìåòðà ïðèåìíèêà). Êàê ïîêàçàíî â [1, 2, 10], äëÿ 
âåðòèêàëüíûõ è íàêëîííûõ òðàññ, íå ñëèøêîì 
áëèçêèõ ê ãîðèçîíòàëüíûì (θ � 75°), ýòî ñëàãàåìîå 
ìîæíî íå ó÷èòûâàòü.  

Ôîðìóëà (1) çàäàåò âûðàæåíèå äëÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ñìåùåíèé îïòè-
÷åñêèõ èçîáðàæåíèé äâóõ íåïîäâèæíûõ èñòî÷íè-
êîâ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî ïðè íàáëþäåíèè, 
íàïðèìåð, âíåàòìîñôåðíûõ àñòðîíîìè÷åñêèõ èñ-
òî÷íèêîâ [9]. Â òî æå âðåìÿ îïîðíûå çâåçäû, ñîç-
äàííûå â àòìîñôåðå äâóìÿ ëàçåðíûìè ïó÷êàìè, 
èñïûòûâàþò ïîïåðå÷íûå ñìåùåíèÿ êàê öåëîå èç-çà 
òóðáóëåíòíîé ñëó÷àéíîé ðåôðàêöèè ëàçåðíûõ ïó÷-
êîâ â àòìîñôåðå. Íà îñíîâàíèè äàííûõ [1, 2, 10], 
ïðèìåíÿÿ îáùåïðèíÿòûå òåîðåòè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ, 
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ äâèæóùèõñÿ èç-çà ñëó-
÷àéíîé ðåôðàêöèè ëàçåðíûõ ïó÷êîâ, ñîçäàþùèõ 
îïîðíûå çâåçäû, ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ 
ôóíêöèÿ ñìåùåíèé äâóõ îïòè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé 
çâåçä íà íàêëîííûõ òðàññàõ áóäåò èìåòü âèä 
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−= σ ξξ γ ξ ×

× ξ − ξ

∫R

R

ρ

ρ

  

(1à)

  

 2( , ) | | / ( ),, (1 )Z ξ = γ ξ− ξ + ξR Rρ ρ  

 2 2 2( ) (1 ) ( / ) [1 ( , )].c t ca b ′γ ξ = ξ + − ξ σ − Rρ  



660 Íîñîâ Â.Â., Ëóêèí Â.Ï., Íîñîâ Å.Â., Òîðãàåâ À.Â. 
 

Çäåñü 2

c
σ  − äèñïåðñèÿ ñìåùåíèé îäíîãî ëàçåðíîãî 

ïó÷êà íà òðàññå äëèíîé x; bc(ρ, R′) – êîýôôèöèåíò 
ïðîñòðàíñòâåííîé êîððåëÿöèè ñìåùåíèé äâóõ ëà-
çåðíûõ ïó÷êîâ (ðàçíåñåííûõ â ïëîñêîñòè èçëó÷åíèÿ 
íà âåêòîð R′), ñîçäàþùèõ îïîðíûå çâåçäû (ðàçíå-
ñåííûå â ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ íà âåêòîð ρ); îñ-
òàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ â (1à) òå æå, ÷òî è â (1). Êàê 
âèäíî, (1à) ïîëó÷àåòñÿ èç (1) çàìåíîé ξ2 íà γ(ξ).  
 Âûðàæåíèå (1à) íå ó÷èòûâàåò êîððåëÿöèþ 
ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ â ëþáîé 
âûáðàííîé êîíêðåòíîé òî÷êå ñ âåêòîðîì ñëó÷àéíûõ 
êîîðäèíàò öåíòðà òÿæåñòè ëàçåðíîãî ïó÷êà. Îäíàêî 
ìîæíî ðàññ÷èòàòü ýòó êîððåëÿöèþ, èñïîëüçóÿ ôîð-
ìóëó Ôóðóöó – Íîâèêîâà è ñðåäíåèíòåíñèâíîå ïðè-
áëèæåíèå [1, 2]. Ó÷åò ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìî-
ñòè âåêòîðà êîîðäèíàò öåíòðà òÿæåñòè îò ïîëÿ ïî-
êàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ 
äîáàâî÷íîãî ñëàãàåìîãî â (1à). Ýòî ñëàãàåìîå îêà-
çûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì ïî èíòåíñèâíîñòè òóðáó-
ëåíòíîñòè, â îòëè÷èå îò ëèíåéíîé ïî èíòåíñèâíîñòè 
òóðáóëåíòíîñòè ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (1à). Óêà-
çàííîå ñëàãàåìîå áóäåò ñóùåñòâåííûì â îáëàñòè 
ñèëüíûõ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ñâåòà. Â ïðî-
òèâîïîëîæíîé îáëàñòè ñëàáûõ ôëóêòóàöèé îíî 
âíîñèò ìàëûå ïîïðàâêè ê (1à). Â òî æå âðåìÿ  
â èíòåðåñóþùåé íàñ ñèòóàöèè íàêëîííûõ òðàññ, 
âêëþ÷àÿ àñòðîíîìè÷åñêèå (θ � 75°), êàê èçâåñòíî 
[1, 2], ðåàëèçóåòñÿ îáëàñòü ñëàáûõ ôëóêòóàöèé èí-
òåíñèâíîñòè. Ïîýòîìó äëÿ íàêëîííûõ òðàññ ìîæíî 
èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå (1à). 

Èç ñðàâíåíèÿ âûðàæåíèé (1) è (1à) ñëåäóåò, 
÷òî íåáîëüøèå ñìåùåíèÿ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ (σc � at) 
íå ìåíÿþò âèä êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè èçîáðà-
æåíèé (1). Êàê ïîêàçûâàþò äàííûå ìíîãîëåòíèõ 
íàáëþäåíèé äðîæàíèÿ àñòðîíîìè÷åñêèõ èçîáðàæå-
íèé [11−14], ñòàíäàðòíîå (ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå) 
îòêëîíåíèå äðîæàíèé ðåäêî ïðåâûøàåò 3 óãë. ñ 
(îáû÷íî 1−2 óãë. ñ). Ïðèáëèçèòåëüíî òàêèå æå çíà-
÷åíèÿ èìååò íà íàêëîííûõ òðàññàõ è ñòàíäàðòíîå 
îòêëîíåíèå ñìåùåíèé ëàçåðíîãî ïó÷êà σc [1, 2]. 
Ïîýòîìó äëÿ òèïè÷íûõ íåáîëüøèõ ïðèåìíèêîâ 
(äèàìåòðîì 20−30 ñì) íà òðàññå äëèíîé 10 êì 
σc/at ≈ 1 â (1à). Îäíàêî ñ ðîñòîì äèàìåòðà ïðèåì-
íèêîâ è óìåíüøåíèåì äëèíû òðàññû îòíîøåíèå 
σc/at áûñòðî óáûâàåò [è îò (1à) ìû ïðèõîäèì ê (1)]. 
 Èç âûðàæåíèÿ (1à) òàêæå âèäíî, ÷òî êîððåëè-
ðîâàííûå (bc ≈ 1, |1 − bc| � 1) ïîïåðå÷íûå ñìåùå-
íèÿ êàê öåëîå äâóõ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ (è, ñîîòâåòñò-
âåííî, îïîðíûõ çâåçä) íå ìåíÿþò âèä êîððåëÿöè-
îííîé ôóíêöèè èçîáðàæåíèé (1). Â òî æå âðåìÿ 
îòñóòñòâèå êîððåëÿöèè ñìåùåíèé äâóõ ëàçåðíûõ 
ïó÷êîâ (bc ≈ 0) äëÿ äëèííûõ òðàññ (áîëåå 10 êì)  
è ìàëûõ ïðèåìíèêîâ (ìåíåå 20 ñì) ìîæåò ïðèâåñòè 
ê èçìåíåíèþ êîððåëÿöèè äðîæàíèÿ èçîáðàæåíèé.  
 Ôóíêöèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êîððåëÿöèè ñìå-
ùåíèé äâóõ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ õîðîøî èçó÷åíà [1, 2]. 
Êàê ñëåäóåò èç [1, 2], íà íàêëîííûõ àòìîñôåðíûõ 
òðàññàõ îáû÷íî íàáëþäàåòñÿ äîñòàòî÷íî âûñîêèé 
óðîâåíü êîððåëÿöèè. Äàæå â íàèáîëåå íåáëàãîïðè-
ÿòíîì ñëó÷àå ïàðàëëåëüíûõ ïó÷êîâ ïðè ðàçíîñå 
ïó÷êîâ íà íåñêîëüêî äåñÿòêîâ èõ äèàìåòðîâ êîýô-

ôèöèåíò êîððåëÿöèè ñìåùåíèé îêàçûâàåòñÿ áîëåå 
1/e. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íå î÷åíü áîëüøèõ ðàñ-
ñòîÿíèÿõ R′ ìåæäó ëàçåðíûìè èñòî÷íèêàìè (íå 
áîëåå íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ èõ äèàìåòðîâ), ôîðìè-
ðóþùèìè îïîðíûå çâåçäû, ðåôðàêöèîííûå ñìåùå-
íèÿ ýòèõ îïîðíûõ çâåçä íå ïðèâåäóò ê çíà÷èòåëüíûì 
îøèáêàì, è ìîæíî èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå (1). 
 Âîçâðàòèìñÿ ê ôîðìóëå (1). Åñëè îñè âèçèðî-
âàíèÿ êàæäûì ïðèåìíèêîì ñâîåé îïîðíîé çâåçäû 
ïåðåñåêàþòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ  

 R║ = −mρ, 

ãäå m – ëþáîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî (R = R⊥ + R║, 
R⊥ ⋅ R║ = 0), òî ÿäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) 
èìååò ìàêñèìóì âíóòðè èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ 
â òî÷êå ξm = 1/(1 + m). Ïðè ýòîì â (1) 

 2 2 2 2( , , ) (1 / ) / .
m

Z ⊥ξ = + ρ − ξ ξ ξR Rρ   

Íà ðèñ. 1−3 èçîáðàæåíû ÿäðà óðàâíåíèÿ (1) 
(âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ 1F1)  
â çàâèñèìîñòè îò òåêóùåé äëèíû òðàññû x′ 
(0 ≤ x′ ≤ x, ξ = x′/x) äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèé 
ìåæäó èñòî÷íèêàìè ρ è ïðèåìíèêàìè m ïðè ðàç-
íûõ çíà÷åíèÿõ R⊥. Êðèâûì ñ íîìåðàìè 1–10 íà 
ðèñ. 1–3 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ m = 0,01; 0,1; 1/4; 
1/3; 1/2; 1; 2; 10; 100; 500 (ïîñëåäîâàòåëüíî).  
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Ðèñ. 1. ßäðî óðàâíåíèÿ (1) (ôóíêöèÿ 1F1) äëÿ ρ = 100, R⊥ = 5 
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Ðèñ. 2. ßäðî óðàâíåíèÿ (1) (ôóíêöèÿ 1F1) äëÿ ρ = 500, R⊥ = 5 
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Ðèñ. 3. ßäðî óðàâíåíèÿ (1) (ôóíêöèÿ 1F1) äëÿ ρ = 5000, 
  R⊥ = 10 

 
Êàê âèäíî èç ðèñ. 1–3, ìàêñèìóìû ÿäðà óðàâ-

íåíèÿ (1) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ðåçêèìè. Ïðè íåêîòî-
ðûõ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííîé m ÿäðî áëèçêî ê δ-ôóíê-
öèè. Ýòî ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà õîðîøåå âîññòà-
íîâëåíèå âûñîòíîãî ïðîôèëÿ 2( )

n
C h  èç ðåøåíèÿ 

èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1). 
Â òî æå âðåìÿ âèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî m ìàê-

ñèìóì íàáëþäàåòñÿ íà ôîíå äîñòàòî÷íî ïëàâíîãî 
«ïüåäåñòàëà». Øèðèíà ìàêñèìóìîâ ÿäðà Δξ (ïî 
óðîâíþ 1/å) ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì ρ è óâåëè÷åíè-
åì ξm. Â îáùåì ñëó÷àå  

 2 1/2 1/2 1/2
0 0/( ), const 2 6 (1 1/e) ,

m
c z c⊥Δξ = ξ ρ = = ⋅ −   

 2 2

1 1 1 1(7/6,2; )/ (1/6,1; ).z F F⊥ ⊥ ⊥= −R R   

Ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëå-
äóåò âûáðàòü ïîïåðå÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ 
ëàçåðíûìè ïó÷êàìè, ôîðìèðóþùèìè îïîðíûå çâåç-
äû. Òîãäà ìû ôèêñèðóåì ïîïåðå÷íîå ðàññòîÿíèå ρ 
ìåæäó ëàçåðíûìè îïîðíûìè çâåçäàìè. Âûáîð ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó ïðèåìíèêàìè çàäàåòñÿ âåëè÷èíîé m. 
Äëÿ íàèëó÷øåãî âîññòàíîâëåíèÿ âûñîòíîãî ïðîôè-
ëÿ 2( )

n
C h  íàèáîëåå ïîäõîäÿùèìè çíà÷åíèÿìè ïàðà-

ìåòðà m ìîæíî ñ÷èòàòü åãî çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà 
0,4 ≤ m ≤ 1. Îñè âèçèðîâàíèÿ êàæäûì ïðèåìíèêîì 
ñâîåé îïîðíîé çâåçäû ïåðåñåêàþòñÿ. Äàëåå, ïóòåì 
ïîñëåäîâàòåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ äëèíû òðàññû x 
ïðîèçâîäèì ïîøàãîâûå èçìåðåíèÿ êîððåëÿöèîííîé 
ôóíêöèè äðîæàíèÿ èçîáðàæåíèé ëàçåðíûõ çâåçä.  
 Äëÿ óìåíüøåíèÿ âëèÿíèÿ ïüåäåñòàëà âîññòà-
íîâëåíèå ïðîôèëÿ 2( )

n
C h  ëó÷øå íà÷èíàòü îò ïîä-

ñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè, ó÷èòûâàÿ íà êàæäîì øàãå 
ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ. 
Â ýòîì ñëó÷àå èç (1) íàõîäèì ïðîñòîå ïðèáëèæåí-
íîå ñîîòíîøåíèå [8] äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïðîôèëÿ 
ïðè çàäàííîé äëèíå òðàññû x: 

0 *

2

*( ( ) ) [  1    cos     ,    ( ) ( )] ( ), / ,
n m
h x B B SC + −ξ θ = − ξR Rρ ρ  (2) 
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Çäåñü * */ ,x x′ξ =  ãäå 
*

x′  − äëèíà òðàññû (îò ïî-
âåðõíîñòè), íà êîòîðîé âîññòàíîâëåíî çíà÷åíèå 

2

0 *( ( )cos )
n

C h x x′+ − θ  íà ïðåäûäóùåì øàãå äëèíîé 
x; ∗

2

n
C  − ëèíåéíî èíòåðïîëèðîâàííûé ïðîôèëü, 

ïîëó÷åííûé èç äàííûõ âîññòàíîâëåíèÿ íà âñåõ 
ïðåäûäóùèõ øàãàõ. Íà ðèñ. 4−6 ïîêàçàíû ðåçóëü-
òàòû (äàííûå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà) âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ïðîôèëÿ òóðáóëåíòíîñòè ïî ôîðìóëå (2) 
(ïðè h0 = 2,5 ì, θ = 0). Â êà÷åñòâå âîññòàíàâëèâàå-
ìûõ àíàëèòè÷åñêèõ (òåîðåòè÷åñêèõ) ïðîôèëåé âû-
áðàíû ìîäåëü [1, 2]:  
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0 0 0 *

*

( ) ( )( / ) exp( [ ]/ ),

3200ì,

n n
C h C h h h h h h

h

−= − −

=
 

è ïðåäåëüíûå àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè òåîðèè ïî-
äîáèÿ 

2 2

0 0 0( ) ( )( / )
n n

C h C h h h
−ν=  (ãäå ν = 0, 2/3, 4/3), 

õàðàêòåðèçóþùèå óñòîé÷èâóþ, áåçðàçëè÷íóþ è íå-
óñòîé÷èâóþ òåìïåðàòóðíûå ñòðàòèôèêàöèè ñîîòâåò-
ñòâåííî. 
 

1 10 100 1000 9000  h, ì

10–3 

10–2

10–1

100

3

2 

1 
2 2

0( )/ ( )
n n

Ñ h Ñ h

Àíàëèòè÷åñêèé ïðîôèëü 
Âîññòàíîâëåííûå çíà÷åíèÿ

Ðèñ. 4. Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ïðîôèëÿ 2( )
n

C h  ïî 

ôîðìóëå (2) áåç ó÷åòà ïüåäåñòàëà (ξ* = 1) äëÿ ρ = 100, 
R⊥ = 5. 1 − ν = 0, m = 0,05–10; 2 − ν = 2/3, m = 0,1; 3 −  
  ν = 4/3, m = 0,05 
 

10 100 1000 10000  h, ì

10–5

10–4

10–3

10–2 

10–1 

100

3 

2 

1 

 Àíàëèòè÷åñêèé ïðîôèëü 

 Âîññòàíîâëåíèå ñ m = 1 

 Âîññòàíîâëåíèå ñ m = 10 

2 2

0( )/ ( )
n n

Ñ h Ñ h

 
Ðèñ. 5. Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ïðîôèëÿ 2( )

n
C h  ïî 

ôîðìóëå (2) ñ ó÷åòîì ïüåäåñòàëà (ξ* ≠ 1) äëÿ ρ = 100,  
R⊥= 5.  ∗ =2 2( ).

n
n

C C h   1 − ν = 0;  2 − ν = 2/3;  3 − ν = 4/3 
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 Àíàëèòè÷åñêèé ïðîôèëü 

 Âîññòàíîâëåíèå ñ m = 0,4 

 Âîññòàíîâëåíèå ñ m = 1 

2 
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2 2

0( )/ ( )
n n

Ñ h Ñ h  
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100 

 
Ðèñ. 6. Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ïðîôèëÿ 2( )

n
C h  ïî 

ôîðìóëå (2) ñ ó÷åòîì ïüåäåñòàëà (ξ* ≠ 1) äëÿ ρ = 100, 
R⊥ = 5. 1 − =2 2

0( ) ( )n nC h C h (h//h0)
−2/3exp(–[h – h0]/h*), 

   h* = 3200 ì [1, 2]; 2 − ν = 4/3 
 

Êàê âèäíî, ó÷åò âëèÿíèÿ ïüåäåñòàëà ÿäðà 
(ξ* ≠ 1) äàåò áîëåå êà÷åñòâåííîå âîññòàíîâëåíèå 
(ðèñ. 5, 6). Ïðè÷åì ôîðìèðîâàíèå ëèíåéíî èíòåð-
ïîëèðîâàííîãî ïðîôèëÿ ∗

2 ( )
n

C h  èç èçâåñòíûõ àíà-
ëèòè÷åñêèõ äàííûõ [1, 2] äëÿ ïðîôèëÿ íà íà÷àëü-
íîì ïðèçåìíîì ó÷àñòêå ïðèâîäèò ê ïðàêòè÷åñêè 
èäåàëüíîìó âîññòàíîâëåíèþ (ðèñ. 5). Íåïëîõîå 
âîññòàíîâëåíèå íàáëþäàåòñÿ òàêæå, åñëè ëèíåéíî 
èíòåðïîëèðîâàííûé ïðîôèëü ∗

2

n
C  ïîëó÷àòü èç ðå-

àëüíûõ äàííûõ âîññòàíîâëåíèÿ íà âñåõ ïðåäûäó-
ùèõ øàãàõ (ðèñ. 6). 

Òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ âûñîòíîãî ïðîôèëÿ 
2( )nC h  ïî ôîðìóëå (2) èç ðåàëüíûõ äàííûõ âîññòà-

íîâëåíèÿ íà âñåõ ïðåäûäóùèõ øàãàõ (ðèñ. 5, 6) 
óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì äëèíû øàãà (ñ óìåíü-
øåíèåì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äëèíàìè îïòè÷åñêèõ 
òðàññ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñîñåäíèõ èçìåðåíèé 
ïðîôèëÿ). Èñïîëüçîâàíèå ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè 
ìåæäó äâóìÿ âîññòàíîâëåííûìè çíà÷åíèÿìè ïðî-
ôèëÿ (âìåñòî ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè) òàêæå óâåëè-
÷èâàåò òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ïðîôèëÿ 2( )nC h  ïî 
ôîðìóëå (2). 

2. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîäà 

Ïðèâåäåííûé âûøå àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ 
ïðîôèëÿ ïðåäïîëàãàåò ïîøàãîâûå èçìåðåíèÿ êîð-
ðåëÿöèîííîé ôóíêöèè äðîæàíèÿ èçîáðàæåíèé ëà-
çåðíûõ çâåçä, ïîñëåäîâàòåëüíî óâåëè÷èâàÿ äëèíó 
òðàññû x. Íèæå ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû äàëüíåéøåãî 
ðàçâèòèÿ ýòîãî ìåòîäà. Íà îñíîâàíèè äàííûõ [7, 8] 
ïîñòðîèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ïîçâî-
ëÿåò âîññòàíàâëèâàòü âûñîòíûé ïðîôèëü èíòåíñèâ-
íîñòè àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè áîëåå ïðîñòî 
(áåç èñïîëüçîâàíèÿ äàííûõ íà âñåõ ïðåäûäóùèõ 
øàãàõ) è â öåëîì òî÷íåå, ÷åì â [8].  

Ïðåîáðàçóåì èñõîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå (1) çàìåíîé ïåðåìåííîé ξ íà 1 − ξ′. Â ýòîì ñëó-
÷àå íîðìèðîâàííàÿ ïðîäîëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ξ′ áóäåò 
èçìåíÿòüñÿ îò ïðèåìíèêà, à íå îò èñòî÷íèêà, êàê ξ 
â (1); è â (1) h(ξx) çàìåíèòñÿ íà h′(ξ′) = 
= h0 + ξ′xcosθ:  

 

1

2 5/3

0

2
1 1

( , ) (1 )

( ( )) (1/6,1; ( , , )),
n

B d

C h F Z

′ ′= σ ξ − ξ ×

′ ′ ′ ′× ξ − ξ

∫R

R

ρ

ρ

  

(3)

  

 

2 2

2 2 2 2

2 2 2
||

( , , ) | | /

( / )/

( / )/ ,

( ) (1 ) (1 )

1 (1 )

1 (1 )

m

m

Z

m⊥

⊥

′ ′ξ = =

= + ρ =

= +

′ ′ ′ξ + − ξ − ξ

′ ′ ′− ξ ξ − ξ

′ ′ ′− ξ ξ − ξ

R R

R

R R

ρ ρ

 

 /(1 ).m m m= +′ξ  

ßäðî íîâîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) èìååò 
ìàêñèìóì âíóòðè èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ â òî÷êå 

1 /(1 ).
m m

m m= − ξ = +′ξ  Ïðè ýòîì òàê æå, êàê è â (1),  

 

2 2 2
|| || ||( , 0).m ⊥ ⊥= − = + ⋅ =R R R R R Rρ   

Â ïðàâîé ÷àñòè (3) âû÷òåì è äîáàâèì ôóíêöèþ 
P, ìîäåëèðóþùóþ ïüåäåñòàë. Òîãäà óðàâíåíèå (3) 
çàïèøåòñÿ â âèäå 

 

1

2 5/3 2

0

1

5/3 2

0

( , )/ (1 ) ( ( )) ( , , )

(1 ) ( ( )) ( , , ),

n

n

B d C h K

d C h P

′ ′ ′ ′ ′σ = ξ − ξ ξ ξ +

′ ′ ′ ′ ′+ ξ − ξ ξ ξ

∫

∫

R R

R

ρ ρ

ρ

(4) 

 1 1( , , ) (1/6,1; ( , , )) ( , , ).K F Z P′ ′ ′ ′ξ = − ξ − ξR R Rρ ρ ρ   (5) 

Â êà÷åñòâå ïüåäåñòàëà ( , , )P ′ξ Rρ  åñòåñòâåííî 
âûáðàòü ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ: 

 
1 1

1 1

( , , ) (1/6,1; (0, , )), ,

( , , ) (1/6,1; ( , , )), ,

P

P

P F Z

P F Z

′ ′ ′ ′ξ = − ξ ≤ ξ

′ ′ ′ ′ ′ξ = − ξ ξ ≤ ξ

R R

R R

ρ ρ

ρ ρ
 (6) 

ãäå 

 2/(1 1/ ) 2 /(1 2 )P m m m′ ′ξ = + ξ = +  

– âòîðîé êîðåíü óðàâíåíèÿ ( , , ) (0, , ).Z Z′ ′ ′ξ =R Rρ ρ  
ßäðî óðàâíåíèÿ (3) (ôóíêöèÿ 1F1), à òàêæå ôóíê-
öèè ( , , )K ′ξ Rρ  è ( , , )P ′ξ Rρ  èçîáðàæåíû íà ðèñ. 7–9. 
Êðèâûì ñ íîìåðàìè 1–9 íà ðèñ. 7–9 ñîîòâåòñòâóþò 
çíà÷åíèÿ m = 0,01; 0,1; 1/4; 1/3; 1/2; 1; 2; 10; 100 
(ïîñëåäîâàòåëüíî). 
 

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0  ξ′ 

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

9

876 5 4321

1F1 

 
Ðèñ. 7. ßäðî óðàâíåíèÿ (3) (ôóíêöèÿ 1F1) äëÿ ρ = 100, 
   R⊥ = 0 
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Ðèñ. 8. Ôóíêöèÿ K (5) (ÿäðî óðàâíåíèÿ (4)) äëÿ ρ = 100,  
 R⊥ = 0 

 

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0  ξ′

0,0 

0,2 
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0,8 

1,0 
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K(ξ′, ρ, R) 

 
Ðèñ.  9. Ôóíêöèÿ P (6) (ïüåäåñòàë) äëÿ ρ = 100, R⊥ = 0 

 
Êàê âèäíî èç ðèñ. 8, ìàêñèìóìû ÿäðà ( , , )K ′ξ Rρ  

ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ðåçêèìè («îñòðîå» ÿäðî òèïà 
δ-ôóíêöèè), â òî æå âðåìÿ ýòî ÿäðî íå èìååò ïüåäå-
ñòàëà. Îñòðîòà ìàêñèìóìîâ ÿäðà ( , , )K ′ξ Rρ  (ðèñ. 8) 
è ñâîéñòâà ïüåäåñòàëà ( , , )P ′ξ Rρ  (ðèñ. 9) ïîçâîëÿþò 
ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (4). 

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4) 
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç çíà÷åíèå êîððåëÿöèîííîé 
ôóíêöèè â íóëå B(0, 0): 

 

1

2 5/3

0

2
1 1

1

2 5/3 2

0

( , ) (1 )

( ( )) (1/6,1; ( , , ))

(1 ) ( ( )),

n

n

B d

C h F Z

d C h

′ ′= σ ξ − ξ ×

′ ′ ′ ′× ξ − ξ =

′ ′ ′ ′= σ ξ − ξ ξ

∫

∫

0 0

0 0  

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ( , , ) 0Z′ ′ξ =0 0  è 1 1(1/6,1;0) 1.F =  
Ôóíêöèÿ B(0, 0) ÿâëÿåòñÿ äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîãî 
ïðîöåññà äðîæàíèÿ èçîáðàæåíèÿ (â ëþáîì ïðèåì-
íèêå), âìåñòå ñ ôóíêöèåé B(ρ, R) îíà èçìåðÿåòñÿ  
â ýêñïåðèìåíòå.  

Òàê êàê ôèëüòðóþùàÿ ôóíêöèÿ (1 − ξ′)5/3 â (4) 
ïðè 1/2 ≤ ξ′ ≤ 1 ñóùåñòâåííî óáûâàåò, òî óáûâàíèå 
ïüåäåñòàëà P(ξ′, ρ, R) (6) íà îòðåçêå 1P

′ ′ξ ≤ ξ ≤  
ìîæíî íå ó÷èòûâàòü (ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òàêæå, 

÷òî 1/2P
′ξ ≥  ïðè îáû÷íî èñïîëüçóåìûõ çíà÷åíèÿõ 

m, m ≥ 1/2). Ó÷åò äîïîëíèòåëüíîãî (ê ñóùåñòâåííî 
óáûâàþùåé ôèëüòðóþùåé ôóíêöèè) óáûâàíèÿ ïüå-
äåñòàëà P(ξ′, ρ, R) íà îòðåçêå 1P

′ ′ξ ≤ ξ ≤  íå ñêà-
æåòñÿ íà çíà÷åíèè èíòåãðàëà âî âòîðîì ñëàãàåìîì  
â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4). Òîãäà, ïðèìåíÿÿ âî 

âòîðîì ñëàãàåìîì â (4) òåîðåìó î ñðåäíåì, ïîëó÷àåì 

 

1

5/3 2

0

1

5/3 2 2

0

(1 ) ( ( )) ( , , )

(1 ) ( ( )) [ ( , )/ ],

n

n

d C h P

d C h B

′ ′ ′ ′ ′ξ − ξ ξ ξ =

′ ′ ′ ′= β ξ − ξ ξ = β σ

∫

∫

R

0 0

ρ

 (7) 

 2

1 1 1 1(1/6,1; (0, , )) (1/6,1, )F Z F′β = − = −R Rρ  

  2 2 2
|| || ||( , 0, ).m⊥ ⊥= + ⋅ = = −R R R R R R ρ  

Çäåñü β − ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ( , , )P ′ξ Rρ  

íà îòðåçêå 0 .P′ ′≤ ξ ≤ ξ  Êàê âèäíî èç (7), âåëè÷èíà β 
çàâèñèò ïðîñòûì ñïîñîáîì îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðè-
åìíèêàìè (îò ìîäóëÿ âåêòîðà R). Âåëè÷èíà β ïîêà-
çàíà íà ðèñ. 10, îíà èìååò ïðîñòûå àñèìïòîòèêè: 

 β = 1 − R2/6, R � 1, 

 β = R−1/3/Ã(5/6), R � 1. 

 

0 5 10 15 R
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2
β 

 
 Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè β (7) îò ìîäóëÿ âåêòîðà R 

 

Â ïåðâîì æå ñëàãàåìîì â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ (4) èñïîëüçóåì ñâîéñòâî áëèçîñòè ÿäðà 
( , , )K ′ξ Rρ  ê δ-ôóíêöèè: 

 

1

5/3 2 2

0

(1 ) ( ( )) ( , , ) ( ( )),
n n m

d C h K C h′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ξ − ξ ξ ξ = α ξ∫ Rρ  (8) 

 
1

5/3

0

(1 ) ( , , ).d K′ ′ ′α = ξ − ξ ξ∫ Rρ  

Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè α (8) îò ÷èñëà m äëÿ ðàçëè÷-
íûõ ρ ïðè R⊥ = 0 ïîêàçàíà íà ðèñ. 11, çàâèñèìîñòü 
α îò ||R  äëÿ  ðàçëè÷íûõ  m ïðè  R⊥ = 0 – íà  ðèñ. 12. 
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Ðèñ. 11. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè α (8) îò ÷èñëà m äëÿ ðàç- 
  ëè÷íûõ ρ ïðè R⊥ = 0  
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Ðèñ. 12. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè α (8) îò ||R äëÿ ðàçëè÷íûõ  

  m ïðè R⊥ = 0 
 

Â èòîãå èç ñîîòíîøåíèé (4), (7), (8) èìååì 
ïðîñòîå ðàâåíñòâî 

 2 2

0( cos ) [ ( , ) ( , )]/( ).
n m

C h x B B′+ ξ θ = − β ασR 0 0ρ   (9) 

Ðàâåíñòâî (9) ïîçâîëÿåò âîññòàíàâëèâàòü âûñîòíûé 
ïðîôèëü èíòåíñèâíîñòè àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè 
áîëåå ïðîñòî (áåç èñïîëüçîâàíèÿ äàííûõ íà âñåõ 
ïðåäûäóùèõ øàãàõ) è â öåëîì òî÷íåå, ÷åì ïî ôîð-
ìóëå (2). Ñàìûé ïðîñòîé âàðèàíò âîññòàíîâëåíèÿ 
âûñîòíîãî ïðîôèëÿ ïî ôîðìóëå (9) ìîæíî ðåàëè-
çîâàòü èçìåíåíèåì äëèíû îïòè÷åñêîé òðàññû x (áåç 
èñïîëüçîâàíèÿ äàííûõ íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ) ïðè 
ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ÷èñëà m. 

Íà ðèñ. 13, 14 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû âîññòà-
íîâëåíèÿ ïðîôèëÿ 2( )

n
C h  ïî ôîðìóëå (9) äëÿ 

||R = 100, R⊥ = 0, m = 1/2 ïðè h0 = 6 ì, θ = 0. 
Çíà÷åíèå ÷èñëà m, êàê âèäíî, ôèêñèðîâàíî, èçìå-
íÿåòñÿ òîëüêî äëèíà îïòè÷åñêîé òðàññû x. 

Â êà÷åñòâå âîññòàíàâëèâàåìûõ òåîðåòè÷åñêèõ 
ìîäåëåé âûáðàíû òå æå ìîäåëè, ÷òî è íà ðèñ. 4–6. 
Êàê ïîêàçûâàþò äàííûå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà 
ðèñ. 13, 14, íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå âîññòàíîâëåíèå 
âûñîòíîãî ïðîôèëÿ ðåàëüíîé òóðáóëåíòíîñòè 
âïëîòü äî âûñîò 10 êì.  

Ñðàâíèâàÿ ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ âûñîò-
íûõ ïðîôèëåé, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 4−6 è íà 
ðèñ. 13, 14, ìîæíî âèäåòü, ÷òî âîññòàíîâëåíèå 

ïðîôèëÿ ïî ôîðìóëå (9) ïðîèñõîäèò áîëåå êà÷åñò-
âåííî (òî÷íåå) è äëÿ áóëüøèõ âûñîò, ÷åì ïî ôîð-
ìóëå (2). Ýòîãî ñëåäîâàëî îæèäàòü, òàê êàê ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ (2) ôîðìóëà (9) ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ 
ó÷èòûâàåò âëèÿíèå ïüåäåñòàëà â ÿäðå èíòåãðàëüíîãî 
óðàâíåíèÿ (1). 
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Ðèñ. 13. Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ïðîôèëÿ 2( )

n
C h  ïî  

  ôîðìóëå (9) ïðè m = 1/2 äëÿ ν = 0 è ν = 4/3 
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Ðèñ. 14. Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ïðîôèëÿ 2( )
n

C h  ïî 

   ôîðìóëå (9) ïðè m = 1/2 äëÿ ìîäåëè [1, 2] 
 

 Îòìåòèì, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà â íàòóðíûõ 
èçìåðåíèÿõ ïîçâîëèò óñòàíîâèòü ñòåïåíü îòëè÷èÿ 
âûñîòíûõ ïðîôèëåé êîãåðåíòíîé è êîëìîãîðîâñêîé 
òóðáóëåíòíîñòè. Ýòîò âîïðîñ ïðåäñòàâëÿåò çíà÷è-
òåëüíûé èíòåðåñ [11−14]. 

Çàêëþ÷åíèå 

Òàêèì îáðàçîì, ðàçâèò ìåòîä èçìåðåíèé âû-
ñîòíîãî ïðîôèëÿ èíòåíñèâíîñòè àòìîñôåðíîé òóð-
áóëåíòíîñòè ïî íàáëþäåíèÿì ëàçåðíûõ îïîðíûõ 
çâåçä. Ïîñòðîåíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ îñòðûì 
ÿäðîì òèïà δ-ôóíêöèè, êîòîðîå ïîçâîëÿåò âîññòà-
íàâëèâàòü âûñîòíûé ïðîôèëü áîëåå ïðîñòî è òî÷-
íåå, ÷åì â ïåðâîíà÷àëüíîì âàðèàíòå ìåòîäà. Äàí-
íûå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçûâàþò õîðîøåå 
âîññòàíîâëåíèå ïðîôèëÿ ðåàëüíîé òóðáóëåíòíîñòè 
âïëîòü äî âûñîò 10 êì. 
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Nosov V.V., Lukin V.P., Nosov E.V., Torgaev A.V. The atmospheric turbulence profile measurement 
method from observations of laser guide stars.  

Earlier, a method of restoration of a profile of atmospheric turbulence has been proposed by the authors in 
two intersecting laser beams, creating laser guide stars. Results of further development of this method are given 
in the present article. In particular, for Kolmogorov turbulence, the integral equation with a sharp kernel like 
delta function, which allows restoring a high-altitude profile more simply and more exactly, than in the initial 
version of a method, is constructed. Data of numerical experiment shows a good restoration of a profile of real 
turbulence up to heights of 10 km. 

 
 
 


