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Ñòàâèòñÿ è ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ êîâàðèàöèîííîé ìàò-
ðèöû øóìîâ èçìåðèòåëÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ïàðàìåò-
ðîâ â ìîäåëè äèíàìèêè ïðîöåññà. Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì àêòèâíîé
èäåíòèôèêàöèè, îñíîâàííûé íà îïòèìèçàöèè êîâàðèàöèîííîé ìàòðè-
öû äëÿ äîñòèæåíèÿ æåëàåìîé òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî äèíàìè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ.Ïðèâîäèòñÿ ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà äëÿ òåñòîâîãî
ïðèìåðà.

Ââåäåíèå. Ïðè ðåøåíèè ðÿäà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé
îáðàáîòêè èíôîðìàöèè ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîäû îöåíèâà-
íèÿ ïàðàìåòðîâ è ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà ïî äàííûì íàáëþäåíèé çà âõî-
äîì-âûõîäîì èçìåðèòåëüíîé ñèñòåìû [1]. Òàêàÿ ïîòðåáíîñòü âîçíè-
êàåò, íàïðèìåð, â çàäà÷å íàâèãàöèè ïî ãåîôèçè÷åñêèì ïîëÿì [2] è â
çàäà÷å äèàãíîñòèêè òåõíîëîãè÷åñêèõ ðåæèìîâ êîñìè÷åñêèõ ðîñòî-
âûõ óñòàíîâîê [3]. Â ïåðâîé èç ýòèõ çàäà÷ íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçî-
âàíèÿ ìåòîäîâ îöåíèâàíèÿ îáóñëîâëåíà çàâèñèìîñòüþ çíà÷åíèé èç-
ìåðÿåìûõ ïîëåé îò ïîäëåæàùèõ îöåíèâàíèþ êîîðäèíàò îáúåêòà, à
âî âòîðîé çàäà÷å – çàâèñèìîñòüþ ïåðåìåííûõ îò âðåìåíè ïàðàìåò-
ðîâ êàê íåèçâåñòíûõ â ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ìîäåëè äèíà-
ìèêè äâèæåíèÿ ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè îò ñêîðîñòè ðîñòà êðèñòàë-
ëîâ. Ïðè ðåøåíèè ïîäîáíûõ çàäà÷ îöåíèâàíèÿ íàèáîëåå ïðåäïî÷òè-
òåëüíû â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ àëãîðèòìû, îáåñïå÷èâàþùèå
ìèíèìàëüíóþ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó îöåíèâàíèÿ. Ââèäó
ñëîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ íå-
ëèíåéíîãî îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â äèôôåðåíöè-
àëüíóþ ìîäåëü äèíàìèêè, äëÿ ïðèáëèæåííîé îöåíêè ïîòåíöèàëü-
íîé òî÷íîñòè â ýòèõ çàäà÷àõ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü íèæíèå
ãðàíèöû òî÷íîñòè (ÍÃÒ), óñòàíàâëèâàåìûå íà îñíîâàíèè íåðàâåí-
ñòâà Ðàî – Êðàìåðà [4, 5]. Òàêèå ÍÃÒ çà÷àñòóþ îêàçûâàþòñÿ äîñòà-
òî÷íî áëèçêè ê ïîòåíöèàëüíîé òî÷íîñòè è ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñ
ïîìîùüþ ìåòîäîâ òåîðèè ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ.Ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâî ðû÷àãîâ óïðàâëåíèÿ ýêñïåðèìåíòîì äëÿ ïîâûøåíèÿ èí-
ôîðìàòèâíîñòè äàííûõ íàáëþäåíèé ñ öåëüþ íàèáîëåå òî÷íîãî îöå-
íèâàíèÿ íåèçâåñòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ [4–6]. Â äàííîé ðà-
áîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà ïëàíèðîâàíèÿ äèñïåðñèîííîé ìàòðèöû
èçìåðèòåëüíîé ñèñòåìû äëÿ èäåíòèôèêàöèè ëèíåéíûõ íåñòàöèî-
íàðíûõ íåïðåðûâíî-äèñêðåòíûõ ñèñòåì, ïðåäñòàâëåííûõ â òåðìè-
íàõ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü îáúåêò îïèñûâàåòñÿ â ôîðìå îäíî-
ìåðíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ìîäåëè ñ òî÷íîñòüþ äî íåèçâåñòíîãî ïå-
ðåìåííîãî ïàðàìåòðà a t( ):

d t

dt
a t t t t t t tN

γ γ γ γ( ) ( ) ( ), ( ) , , [ , ],= = ∈0 0 0 0
(1)

ãäå γ( )⋅ – îñåâîé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû íà ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè
(ÔÊ) [3]. Â îòëè÷èå îò ìîäåëè äèíàìèêè (1) ìîäåëü èçìåðèòåëÿ îïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå ñòîõàñòè÷åñêîãî äèñêðåòíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ñî-
îòíîøåíèÿ

V t t t k N t t t tk k k k Nξ γ ν( ) ( ) ( ), , , , [ , ].= + = ∈H 1 0 (2)

Çäåñü Vξ – âåêòîð èçìåðåíèé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ÔÊ (èëè ñêîðîñòü
ðîñòà êðèñòàëëîâ) ðàçìåðîì m; { ( ), , }ν t k Nk = 1 – ãàóññîâ áåëûé

øóì èçìåðåíèé ñ õàðàêòåðèñòèêîé ( , );0 R H – âåñîâîé âåêòîð-ñòîë-

áåö ðàçìåðîìm × 1;R – êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà øóìîâ èçìåðåíèé
ðàçìåðîì m m× , õàðàêòåðèçóþùàÿ òî÷íîñòü èçìåðèòåëüíîé ñèñòå-
ìû. Èòàê, èìåþòñÿ m âèäîâ èçìåðèòåëåé, êîòîðûå âåäóò íàáëþäå-
íèå çà îñåâûì ãðàäèåíòîì òåìïåðàòóðû íà ÔÊ.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òðåáóåìîé òî÷íîñòè ïðè èäåíòèôèêàöèè ïîâå-
äåíèÿ òðàåêòîðèè äëÿ ïðîöåññà { ( ), [ , ]},γ t t t tN∈ 0 à çíà÷èò, íåîáõî-
äèìîé òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ ôóíêöèè a t( ) â äèôôåðåíöèàëüíîé ìî-
äåëè ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâà-
íèÿ èçìåðèòåëåé ñ íåîáõîäèìûìè òî÷íîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
Ôîðìàëüíî ñòàâèòñÿ çàäà÷à àêòèâíîé èäåíòèôèêàöèè ïåðåõîäíîé
ôóíêöèè a t( ) íà îñíîâå íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ äàííûõ íàáëþäå-
íèé, êîòîðàÿ äîëæíà áûòü îáåñïå÷åíà îïòèìàëüíûì ïîäáîðîì çíà-
÷åíèé äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû R.

Ïëàíèðîâàíèå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû øóìîâ èçìåðèòåëÿ.
Ïðîàíàëèçèðóåì âîçìîæíîñòü ïëàíèðîâàíèÿ òî÷íîñòè èçìåðåíèé ñ
ïîìîùüþ èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû Ôèøåðà (ÈÌÔ), ÷òîáû îöå-
íèòü ñ íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ ïàðàìåòðû { , , },a i Mi = 1 êîòî-

ðûå ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàðíûì ó÷àñòêàì [ , ]t ti i− 1 èç âðåìåííîãî
èíòåðâàëà [ , ],t tN0 ãäå {[ , ]t ti i− ⊂1 ⊂ =[ , ], , }t t i MN0 1 (M – ÷èñëî ýëå-

ìåíòàðíûõ ó÷àñòêîâ). Íà êàæäîì òàêîì ýëåìåíòàðíîì ó÷àñòêå áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðîöåññ { ( ),γ t t t ti i∈ −[ , ],1 i M= 1, } êâàçèñòà-

öèîíàðíûé. Ïîñëå ïðîöåäóð âîññòàíîâëåíèÿ îöåíî÷íîãî ðÿäà
$ , . . . , $a aM1 ïîäáåðåì ê íåìó íåêîòîðóþ îöåíî÷íóþ ôóíêöèþ $( ).a t

Èçâåñòíî, ÷òî íèæíÿÿ ãðàíèöà Ðàî – Êðàìåðà îïðåäåëÿåòñÿ ñ
ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà [4]

I G≤ , (3)

ãäå äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò Gi êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû G îòíîñèòå-
ëüíî îøèáîê îöåíîê äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ $ [ ]|a E ai a V ii

=
ξ

îïðå-
äåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

G E a t a t t t t t i M ki a i k i k
i i

Ni
= − ∈ ⊂ =−[( ( ) $ ) ], [ , ] [ , ], , ,2 1

0 1 =1, .Ni (4)
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Çäåñü E – îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
Gi ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå (èç äâóõ èçâåñò-
íûõ [4]):

G E i Mi a

i
i

i
i

P V a

a
=

























=
∂

∂

−
2

2

1

1
ln ( | )

, , ,ξ (5)

ãäå P V ai
i( | )ξ – óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè.

Èñõîäÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ãàóññîâîñòè øóìîâ èçìåðåíèÿ,
ìîæíî çàïèñàòü ëîãàðèôìè÷åñêóþ ôóíêöèþ äëÿ ìîäåëè è èçìåðè-
òåëåé (2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L a t R t R ii
T

k

N

k
i

k
i

i

( ) { ( ) ( ) log| | log( )},= − + +
=

−∑1
2 1

1 2ν ν π =1, ,M
(6)

ãäå ν γξ( ) ( ) ( )t V t tk
i

k k
i= − H è Ni – îáúåì âûáîðêè äëÿ i-ãî ýëåìåíòàð-

íîãî ó÷àñòêà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÈÌÔ áóäåì èñïîëüçîâàòü ôîðìó-
ëû (5), (6) è L a P V ai i( ) log ( | $ ),= ξ êîòîðûå ïîçâîëÿò çàïèñàòü
ñîîòíîøåíèå [4, 7, 8]

M E R ia V a
k

N
k
i

i

T k
i

i
i

i
i

t

a

t

a
=











=

−∑ ∂
∂

∂
∂ξ

γ γ
|

( ) ( )
,

1

1
H H =1, ,M (7)

M Ga ii
= −1. (8)

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ìèíèìàëüíîé ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè
îöåíèâàíèÿ (ñì. ñîîòíîøåíèå (4)) ìîæíî âûïîëíèòü ïðîöåäóðó ìè-
íèìèçàöèè íà îñíîâå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû øóìîâ èçìåðåíèÿ,
ò. å. íåîáõîäèìî ïëàíèðîâàòü äèñïåðñèþ (èëè òî÷íîñòü) îòíîñèòåëü-
íî êàæäîãî èçìåðèòåëÿ, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñîîòíîøåíèå (4)
èëè ìàêñèìèçèðîâàòü (7). Íà ïðàêòèêå äëÿ äîñòèæåíèÿ æåëàåìîé
òî÷íîñòè äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìîæíî ïëàíèðîâàòü òî÷-
íîñòü èçìåðèòåëåé. Ðàññìîòðèì îäèí àëãîðèòì àêòèâíîé èäåíòèôè-
êàöèè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ íà îñíîâå ïëàíèðîâàíèÿ òî÷íîñòè
èçìåðèòåëüíîé ñèñòåìû.

Ïóñòü t T∈ [ , ],0 x x t x( ) ( ) ,0 0 0= = x T x tN( ) ( ).= Íåîáõîäèìî îöå-
íèòü ~( )a t ñ òî÷íîñòüþ ε = const, ò. å. | ~( ) ( )| ,a t a t− < ε t t tN∈ [ , ],0 ãäå ~( )a t –
ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðè ïåðåìåííîé ñîñòîÿíèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò
áûòü âîññòàíîâëåíà äëÿ ðÿäà $ , . . . , $ .a aM1

Çàïèøåì ñèñòåìó (1), (2), êîòîðàÿ ôîðìàëüíî áóäåò ñîîòâåòñò-
âîâàòü êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó ó÷àñòêó èç t t tN∈ [ , ]:0

&( ) ( ) ( ), ( ) , [ , ], , ,γ γ γ γt a t t t t t t i Mi i= = ∈ =−0 0 1 1 (9)
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( )
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k
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m k
i

1

2

M 


= =, , , , .k N i Mi1 1 (10)

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ (9) çàïèøåòñÿ â âèäå

~( ) ~( ), , , ~( ) ,( )γ γ γ γt e t i M ta t t i= = =∆
1 0 01 (11)

ïîäñòàâèâ êîòîðîå â (10), ïîëó÷èì

V t t t t t t t t kk
i

k
i

k
i

k
i i i

Nξ γ ν( ) ~( ) ( ), [ , ] [ , ], ,= + ∈ ⊂ =−
H

1
0 1 Ni , (12)

ãäå ∆t t tN
i i

i
= − 1 – øàã êâàíòîâàíèÿ, âíóòðè êîòîðîãî ïðîöåññ ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ êâàçèñòàöèîíàðíûì; t ti

N

i

i
1

1= − , t t1
1

0= , t t
N

M M

M −

− =
1

1
1 , i M= 1, .

Ìàòðèöà íàáëþäåíèÿ H èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó: H
T

mh h= ( , . . . , ).1

Åñëè êàæäîå ñîîòíîøåíèå â (12) ïîäåëèòü íà ñîîòâåòñòâóþùåå
h l ml , , ,= 1 òî âåñîâîé âåêòîð íàáëþäåíèÿ (H) ïðåîáðàçóåòñÿ â

ñòîëáåö èç åäèíèö. Äàëåå èñõîäÿ èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî âíóòðè
ýëåìåíòàðíûõ ó÷àñòêîâ [ , ]t ti i− 1 ïðîöåññ { ( ),γ t t t tN∈ [ , ]}0 îáëàäàåò

ñâîéñòâîì êâàçèñòàöèîíàðíîñòè, ìû âïðàâå ñ÷èòàòü a t ak
i

i( ) $= =
=const, t t tk

i i i∈ −[ , ],1 i M= 1, ,k Ni= 1, . Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäó-

þùèå ñîîòíîøåíèÿ:

~( ) ~( ), , , , , ~( ) ( )γ γ γ γ γδt e t k N i M t tk
i a

k
i

i
i≈ = = = =− 1 0 1

12 1 0, (13)

V t t t k N i Mk
i

k
i

k
i

iξ γ ν( ) ~( ) ( ), , , , ,= + = =H 2 1 (14)

ãäå δ = − −t tk
i

k
i

1 – øàã èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ñóáîïòèìàëüíî-

ãî àëãîðèòìà èç [7] ìîæíî îöåíèòü íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ó÷àñòêà. Òàêàÿ ïðîöåäóðà äàåò íàì îöåíî÷-
íûé ðÿä $ , . . . , $ .a aM1

Òîãäà èç (13), (14) çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ

∂
∂

= = =
~( ) ~( ) , ~( ) ( ), , .
γ δ γ δ γ γt

a
k
i

i

a i
ie t t t k Ni

1 1
1

0 1
(15)

Ðåøåíèå çàäà÷è ïàññèâíîé èäåíòèôèêàöèè îáîçíà÷èì ÷åðåç {~ ,ai

i M= 1, }. Òåïåðü ìîæíî ñòàâèòü çàäà÷ó îïòèìèçàöèè âåëè÷èíû Mai

â çàâèñèìîñòè îò êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû R:
Ma

Ri
→ max, (16)
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ãäå ñòðóêòóðà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû R èìååò âèä

R

r

r

rmm

=



















11

22

0 0

0 0

0 0

L

L

M M O M

L

.

Òîãäà ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà (16) ìîæíî çàïèñàòü áîëåå óïðîùåííî
â âèäå
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Ïóñòü ïîòðåáíîñòè ïðàêòèêè äëÿ øèðèíû êîðèäîðà îòíîñèòåëü-
íî èñòèííîãî ïîâåäåíèÿ ïðîöåññàa t( ) äèêòóþò òî÷íîñòü, êîòîðàÿ áû
íå ïðåâûøàëà ìàëîå ÷èñëî ε. Ôîðìàëüíî ýòî òðåáîâàíèå çàïèøåò-
ñÿ â âèäå

G M i Mai
= < =−( ) , , .1 1ε (19)

Òîãäà ñîîòíîøåíèå (19) â ðàçâåðíóòîì âèäå áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:
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Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû r r rmm11 = = =. . . . Òîãäà èç ïîñëåäíåãî ñîîò-
íîøåíèÿ áóäåì èìåòü:
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Ïîäñòàâëÿÿ íà êàæäîì ýëåìåíòàðíîì ó÷àñòêå íà÷àëüíûå çíà÷å-
íèÿ, ïîëó÷èì îãðàíè÷åíèÿ íà òî÷íîñòü èçìåðåíèé ñâåðõó. Äàëåå
äëÿ ðÿäà $ , . . . , $a aM1 ìîæíî ïîäîáðàòü îöåíî÷íóþ ôóíêöèþ $( )a t ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè [8].

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà M = 1, m = 1, δ = 0,01,
γ( ) ( ) ,t x t0 0 1= = ε = 0,01, N1 10= , $ ,a F= = 1 ò. å. êîãäà γ( )t – ñòàöèîíàð-
íûé ïðîöåññ íà âñåì èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ [ , ]t tN0 è òèï èçìåðèòå-
ëÿ òîëüêî îäèí. Òîãäà ïðèìåíåíèå ñîîòíîøåíèÿ (20) ïîçâîëèò îïðå-
äåëèòü âåëè÷èíó äèñïåðñèè îøèáîê èçìåðåíèÿ äëÿ èçìåðèòåëÿ.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è àêòèâíîé èäåíòèôèêà-
öèè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîâûøåíèå èíôîðìàòèâíîñòè âûõîäà èçìå-
ðèòåëÿ çà ñ÷åò ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè èçìåðåíèé ïîâûøàåò è òî÷-
íîñòü îöåíîê ïàðàìåòðîâ. Åñëè äëÿ ïðîñòîòû ñîîòíîøåíèå (1) ïðåîá-
ðàçîâàòü ê êîíå÷íî-ðàçíîñòíîìó âèäó:

x t Fx t x t xk k( ) ( ), ( ) ,+ = =1 0 0 (21)

òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ äëÿ (21) ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñâå-
äåíû â òàáëèöó.
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Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà àêòèâíîé èäåíòèôèêàöèè
íà îñíîâå îïòèìàëüíîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû øóìîâ èçìåðåíèÿ

F
èñò

R
èñò

0,1 1

-0,9

ln det

$R = 0,133054
$F = -0,900356

M = 7,527923

$R = 1,01538
$F = -0,609968

M = 3,598670

-0,5

ln det

$R = 0,04207
$F = -0,5001

M = 11,143061

$R = 1,00834
$F = -0,375966

M = 4,827935



Çàêëþ÷åíèå. Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì àêòèâíîé èäåíòèôèêà-
öèè íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ ðàçðàáîòàí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé
ïëàíèðîâàòü äèñïåðñèþ èçìåðèòåëåé äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé
òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà êàê íåèçâåñòíîé
ôóíêöèè. Ðàññìîòðåí ïðèìåð, ïîäòâåðæäàþùèé ðàáîòîñïîñîáíîñòü
ïðîöåäóðû îöåíèâàíèÿ íà ýëåìåíòàðíûõ ó÷àñòêàõ, ãäå íåñòàöèî-
íàðíûé ïðîöåññ ïðåäïîëàãàåòñÿ êâàçèñòàöèîíàðíûì.
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