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1. Введение

Термин “юнитоидная матрица” (или “юнитоид”) был, по-видимому, впервые употреб-
лен в [1]. Он обозначает комплексную квадратную матрицу, которая может быть при-
ведена к диагональному виду посредством конгруэнтного преобразования (или, короче,
конгруэнции). Конгруэнцией в данной статье называется преобразование матрицы A
следующего вида:
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A→ P ∗AP. (1)

Здесь P — произвольная невырожденная матрица.
Если исходить из определения, то юнитоидные матрицы суть аналог диагонализуе-

мых матриц в теории подобия. Множество диагонализуемых матриц включает в себя,
в частности, нормальные матрицы в качестве сравнительно небольшого подмножества.
Однако в этой статье нас будет интересовать связь произвольных юнитоидов именно с
нормальными матрицами.

В дальнейшем удобно считать, что матрица A в соотношении (1) невырождена. Это
предположение не является серьезным ограничением: последовательностью элементар-
ных конгруэнций всякую матрицу можно привести к прямой сумме невырожденной и
нильпотентной матриц (см. по этому поводу, например, [2]). В случае юнитоидной мат-
рицы A нильпотентная часть суммы есть нулевая матрица. Полученная в результате
приведения невырожденная подматрица заменяет A в дальнейших преобразованиях.

Пусть P — невырожденная матрица, приводящая юнитоид A к диагональному виду:

P ∗AP = Λ. (2)

Посредством еще одной конгруэнции с диагональной трансформирующей матрицей D,

Λ→ DΛD ≡ Λ̂,

можно получить новую диагональную форму, в которой все диагональные элементы
будут по модулю равны единице:

Λ̂ = diag
(
eiθ1 , eiθ2 , . . . , eiθn

)
.

Эта форма определяется матрицей A уже однозначно (с точностью до порядка диа-
гональных элементов) и называется ее канонической формой. Аргументы θ1, θ2, . . . , θn
диагональных элементов называются каноническими углами матрицы A.

Нормальная матрица A может быть приведена к диагональному виду посредством
унитарного подобия, которое является заодно унитарной конгруэнцией. В этом случае
диагональными элементами полученной диагональной матрицы будут собственные зна-
чения A. Отсюда следует, что канонические углы нормальной матрицы — это аргументы
ее собственных значений.

Системы компьютерной алгебры (например, Maple) предоставляют пользователю
возможность безошибочной арифметики с рациональными числами. Будем в дальней-
шем рассматривать только матрицы, все элементы которых являются рациональными
(или гауссовыми рациональными) числами. Для простоты назовем такие матрицы раци-
ональными. Конечный алгоритм, использующий только арифметические операции, мы
называем рациональным. Нас будет интересовать вопрос о том, какие операции в теории
конгруэнций могут быть реализованы рациональными алгоритмами.

Задача нахождения канонической формы относительно конгруэнций оказывается тес-
но связанной с задачей вычисления собственных значений и потому, как правило, не
может быть решена не только рационально, но и с привлечением радикалов. Впрочем,
есть одно примечательное исключение. Каноническая форма (невырожденной) эрмито-
вой матрицы H составлена из плюс и минус единиц. Число тех и других называется
индексами инерции матрицы H соответственно положительным и отрицательным. Су-
ществует несколько рациональных способов вычисления индексов инерции эрмитовых
матриц.
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Назовем (конгруэнтной) орбитой матрицы A множество всех конгруэнтных с ней
матриц. Понятно, что любая матрица этой орбиты имеет ту же каноническую форму,
что и A. Пусть теперь заданы две рациональные матрицы A и B одинакового поряд-
ка. Можно ли установить факт их конгруэнтности (или ее отсутствия), не прибегая к
каноническим формам? Точнее, можно ли это сделать посредством рационального вы-
числения?

Если говорить о произвольных матрицах A и B, то ответ на этот вопрос в настоящее
время не известен. Однако для некоторых подмножеств класса юнитоидов рациональ-
ная проверка конгруэнтности возможна. Это верно, в частности, для пар эрмитовых,
унитарных, аккретивных и диссипативных матриц.

Цель настоящей статьи — предложить рациональный алгоритм для проверки кон-
груэнтности любой пары юнитоидных матриц. После изложения необходимых вспомо-
гательных сведений в пунктах 2–4 мы описываем наш алгоритм в пункте 5. Способы
построения тестовых матриц и примеры, иллюстрирующие работу алгоритма, приведе-
ны в заключительном пункте 6.

2. Коквадраты

Коквадратом невырожденной матрицы A называется матрица

CA = A−∗A.

Если A подвергается конгруэнции

A→ Ã = X∗AX,

то
A−1 → Ã−1 = X−1A−1X−∗

и
CA = A−∗A→ CÃ = X−1CAX,

т. е. коквадрат матрицы A претерпевает подобие, задаваемое той же матрицейX. Отсюда
следует, что коквадраты конгруэнтных матриц должны быть подобны.

Итак, для конгруэнтности матриц A и B подобие их коквадратов CA и CB являет-
ся необходимым условием. Оно может быть проверено рациональным вычислением (см.,
например, [3]). В системе Maple такую проверку выполняет процедура IsSimilar. Она сли-
чает формы Смита (рациональных) матриц A и B. В отличие от канонической формы
относительно конгруэнций, форма Смита может быть найдена рациональным алгорит-
мом.

К сожалению, в случае юнитоидов подобие коквадратов не является достаточным
условием конгруэнтности. Так, коквадрат всякой эрмитовой матрицы порядка n есть
единичная матрица In. Между тем эрмитовы матрицы A и B конгруэнтны тогда и только
тогда, когда имеют одинаковые индексы инерции.

Если коквадраты не подобны, то матрицы A и B не конгруэнтны и наш алгоритм
заканчивает работу. В противном случае работа продолжается. В последующих опера-
циях важную роль играет понятие теплицева разложения (квадратной) матрицы. Оно
обсуждается в следующем пункте.
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3. Теплицево разложение

Напомним, что теплицевым (или эрмитовым, или декартовым) разложением квад-
ратной комплексной матрицы A называется ее представление в виде

A = HA + iSA, HA = H∗
A, SA = S∗

A. (3)

Эрмитовы матрицы HA и SA в этом разложении однозначно определены:

HA =
1

2
(A+A∗) , SA =

1

2i
(A−A∗) .

Теплицево разложение нормальной матрицы A характеризуется следующим свой-
ством.

Предложение 1. Квадратная матрица A нормальна, если и только если матрицы
HA и SA в ее теплицевом разложении перестановочны:

HASA = SAHA.

Рассмотрим подробней эту ситуацию нормальной матрицы A. Выполним унитарное
подобие, приводящее A к диагональному виду:

U∗AU = Λ = diag (λ1, . . . , λn) .

Числа λj = βj + iγj (j = 1, 2, . . . , n) суть собственные значения матрицы A. Матрица U
приводит к диагональному виду и каждую из матриц HA и SA:

U∗HAU = diag (β1, . . . , βn) , U∗SAU = diag (γ1, . . . , γn) .

Отсюда выводим:

Предложение 2. Собственные значения матрицы HA (SA) суть вещественные (мни-
мые) части собственных значений нормальной матрицы A.

В свою очередь из предложений 1 и 2 вытекает

Предложение 3. Собственными значениями эрмитовой матрицы ξHA + ηSA
(ξ, η ∈ R) являются вещественные числа ξβj + ηγj (j = 1, 2, . . . , n).

Количества положительных, отрицательных и нулевых собственных значений эрми-
товой матрицы H (т. е. индексы инерции этой матрицы) будем обозначать символами
n+(H), n−(H) и n0(H).

Применяя предложение 2 к разложению (3) нормальной матрицы A, немедленно по-
лучаем:

Теорема 1. Индексы n+ (HA) и n− (HA) указывают число собственных значений мат-
рицы A, находящихся соответственно в полуплоскостях Re z > 0 и Re z < 0. Если
вместо открытых полуплоскостей говорить о замкнутых полуплоскостях Re z ≥ 0 и
Re z ≤ 0, то к числам n+ (HA) и n− (HA) нужно добавить нулевой индекс n0 (HA). Тот
же смысл по отношению к полуплоскостям Im z > 0, Im z ≥ 0, Im z < 0 и Im z ≤ 0
имеют числа n+ (SA) , n+ (SA) + n0 (SA) , n− (SA) и n− (SA) + n0 (SA).
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Подставим в теорему 1 вместо A (также нормальную) матрицу Aα = e−iαA. Тепли-
цево разложение этой матрицы имеет вид

e−iαA = (cosα− i sinα)(HA + iSA)

= (cosαHA + sinαSA) + i(cosαSA − sinαHA) = Hα
A + iSαA.

Теперь в силу предложения 3 получаем:

Теорема 2. Числа n+ (SαA) и n− (SαA) указывают количества собственных значений
матрицы A, лежащих соответственно выше и ниже прямой с уравнением y = (tg α)x
на декартовой плоскости Oxy.

Из этой теоремы выводим

Предложение 4. Рассмотрим пару симметричных секторов, ограниченных прямыми
y = (tgα)x и y = (tg β)x, −π/2 < α < β < π/2. Предположим, что на этих прямых
нет собственных значений матрицы A. Тогда разность между числами собственных
значений A, попадающих внутрь этих двух секторов, равна n+ (SαA)− n+

(
SβA
)
.

Если допускается присутствие собственных значений на границе секторов, то форму-
ла для разности между числами собственных значений значительно усложняется. Чтобы
понять, как она должна выглядеть, рассмотрим вначале случай, когда исходная нор-
мальная матрица A имеет вещественные собственные значения. Их количество равно
дефекту d матрицы SA в теплицевом разложении. Это число d есть сумма:

d = n+0(A) + n−0(A),

где символы n+0(A) и n−0(A) обозначают соответственно число положительных и число
отрицательных собственных значений матрицы A.

В общем случае прямой y = (tgα)x, где −π/2 < α < π/2, будем различать собствен-
ные значения, лежащие на лучах этой прямой, проходящих соответственно в правой и
левой полуплоскостях. Число тех и других будем обозначать через n+0 (Aα) и n−0 (Aα).
Теперь можно сформулировать уточнение предложения 4.

Предложение 5. Разность между числами собственных значений матрицы A, по-
падающих внутрь двух секторов, ограниченных прямыми y = (tgα)x и y = (tg β)x,
−π/2 < α < β < π/2, равна

n+ (SαA)− n+

(
SβA
)

+ n+0 (Aα)− n−0

(
Aβ
)
.

Добавим к предложениям 4 и 5 такое очевидное наблюдение:

Предложение 6. Если для нормальных матриц A и B разность количеств собствен-
ных значений в двух указанных секторах различна, то A и B не могут быть конгру-
энтны.

Вернемся к случаю произвольной юнитоидной матрицы A. В ее конгруэнтной орбите
находится бесконечно много нормальных матриц; например, этой орбите принадлежит
каноническая форма Λ. Чтобы иметь возможность применять к Λ предложения 4, 5
и 6, нужно уметь вычислять для различных α и β числа n+ (SαΛ)− n+

(
SβΛ
)

+ n+0 (Λα)−
n−0

(
Λβ
)
. Подставляя в соотношение (2) теплицевы разложения матриц A и Λ, получаем
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P ∗(HA + iSA)P = HΛ + iSΛ,

откуда следует, что
HΛ = P ∗HAP

и
SΛ = P ∗SAP,

т. е. (HA, HΛ) и (SA, SΛ) суть конгруэнтные пары матриц. Тем самым индексы инерции
матриц HΛ, SΛ и индексы таких производных матриц, как SαΛ и SβΛ, можно вычислять с
помощью компонент теплицева разложения матрицы A.

4. Пифагоровы тройки

Поставив задачу построения рационального алгоритма, мы должны считать элемен-
ты матриц A и B рациональными или гауссовыми рациональными числами. Поскольку
предполагается многократное применение предложения 6, аргументы α и β в нем нуж-
но выбирать так, чтобы коэффициенты соответствующих прямых были рациональными
числами. Для такого выбора мы прибегнем к пифагоровым тройкам.

Напомним, что пифагоровыми называются тройки натуральных чисел, выражающих
длины сторон прямоугольного треугольника. Такие тройки можно генерировать по фор-
мулам

p = m2 − n2, q = 2mn, r = m2 + n2,

где m и n — взаимно простые числа разной четности. Тройке (p, q, r) можно сопоставить
прямую

(m2 − n2)x− 2mny = 0,

или иначе

y =
m2 − n2

2mn
x.

Если положить n = 2, то

tg φm ≡
m2 − 4

4m
≈ m

4

для больших m. При m = n+ 1 имеем

tgψn ≡
2n+ 1

4n(n+ 1)
≈ 1

2n

для больших n.

5. Алгоритм

Наш алгоритм основан на простых соображениях. Он начинается с построения ко-
квадратов A−∗A и B−∗B и проверки их подобия. Если коквадраты не подобны, то A и
B не конгруэнтны. На этом работа алгоритма закончена.

Пусть оказалось, что коквадраты подобны. В этом случае плоскость Oxy разбивается
на большое число пар симметричных секторов прямыми, проходящими через начало
координат. Если растворы этих секторов достаточно малы, а матрицы A и B не имеют
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патологически близких канонических углов, то в каждой паре секторов будет находиться
не более одного (возможно, кратного) такого угла каждой из матриц. Если канонические
углы действительно присутствуют, но расположены в разных секторах, то A и B не могут
быть конгруэнтны. Обнаруживается такая ситуация с помощью предложения 5.

Если в каноническом спектре имеются числа, различающиеся лишь знаком, то в неко-
торых парах секторов нашего разбиения могут находиться два канонических угла, рас-
положенных симметрично относительно нуля. Предложение 5 и здесь помогает выявить
случай неконгруэнтности матриц A и B (кратности этих симметричных углов различны
для двух матриц).

Предположим, что ни в одной паре секторов описанных ситуаций не обнаружено.
В этом случае можно с высокой вероятностью считать, что A и B имеют одни и те
же канонические углы и, следовательно, конгруэнтны. Конечно, в общем случае эта
вероятность не равна единице, поэтому наш алгоритм можно считать эвристическим.

Разбиение плоскости происходит следующим образом. Выберем большие целые числа
M и N . Проведем в первом и третьем квадрантах два семейства прямых:

y = (tg φm)x, m = 5, 7, . . . ,M, (4)

(таким образом, M нечетно) и

y = (tgψn)x, n = 1, 2, . . . , N. (5)

(По поводу обозначений φm и ψn см. п. 4.) Симметричные семейства прямых y=(−tg φm)x
и y = (− tgψn)x проводим во втором и четвертом квадрантах. Эти прямые определяют
разбиение плоскости Oxy на пары симметричных секторов. Возможно проведение до-
полнительных лучей внутри секторов

0 < arg z < ψN , ψ1 < arg z <
π

4
,

π

4
< arg z < φ5, ψM < arg z <

π

2

и симметричных лучей в трех остальных квадрантах.

6. Численные результаты

Обсудим вначале построение тестовых матриц для наших численных экспериментов.
Как известно, циркулянты фиксированного порядка n образуют коммутативную ал-

гебру, диагонализуемую посредством одного и того же унитарного подобия, задаваемого
матрицей дискретного преобразования Фурье. Тем самым все циркулянты являются нор-
мальными матрицами.

Обозначим через a0, a1, . . . , an−1 элементы первой строки n × n-циркулянта A. Рас-
смотрим многочлен

f(λ) = a0 + a1λ+ · · ·+ an−1λ
n−1. (6)

Числа f(εj0), j = 0, 1, . . . , n− 1, суть собственные значения матрицы A. Здесь

ε0 = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
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есть первообразный корень n-й степени из единицы. В частности, при j = 0, т. е. когда λ
в формуле (6) равно единице, получаем собственное значение

f(1) = a0 + a1 + · · ·+ an−1. (7)

Обозначим через J матрицу порядка n, все элементы которой равны единице. Эта
матрица также является циркулянтом. Ее ранг равен 1, а единственное ненулевое соб-
ственное значение равно n. Положим

B = A+ µJ.

Все, кроме одного, собственные значения матрицы B те же, что у A. Единственное от-
личающееся собственное число равно f(1) + nµ (см. (7)). При

µ = − 2

n
f(1) (8)

это собственное число приобретает значение −f(1). Коквадраты матриц A и B имеют
одинаковый спектр и, следовательно, подобны. В то же время A и B не конгруэнтны,
поскольку имеют пару канонических углов, различающихся знаком.

Обе матрицы A и B суть циркулянты и, следовательно, нормальны. Выполним для
них конгруэнции

Â = D∗AD, B̂ = E∗DE,

где D и E — произвольные (рациональные) матрицы. В наших экспериментах мы вы-
бирали D и E как диагональные матрицы с малыми целочисленными диагональными
элементами.

Юнитоидные матрицы Â и B̂ уже не нормальны, но имеют те же канонические углы,
что и (соответственно) A и B. К ним и применяется наш алгоритм.

Предположим теперь, что число n нечетно, и определим диагональную матрицу

F = diag(1,−1, 1,−1, . . . , 1,−1, 1).

Подобие
A→ B = F−1AF = FAF

преобразует циркулянт A в косой циркулянт B, также являющийся нормальной матри-
цей. Это простой способ генерирования пар конгруэнтных нормальных матриц. К полу-
ченным матрицам A и B применяем описанный выше прием диагональных конгруэнций,
что дает по-прежнему конгруэнтные, но уже не нормальные юнитоидные матрицы Â и B̂.

При желании мы можем повернуть совокупность канонических углов обеих матриц,
умножая их на произвольное гауссово число α+ iβ, где α, β ∈ Z.

Рассмотрим теперь два примера работы нашего алгоритма. Все вычисления прово-
дились в рациональной арифметике системы Maple.

Пример 1. Пусть v — строчный вектор:

v =
[

1/5 3/10 0 1/2 1/2
]
,
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а A1 — циркулянт, для которого v является первой строкой. Положим A = (1− 3i)A1:

A =



1/5− 3/5 i 3/10− 9/10 i 0 1/2− 3/2 i 1/2− 3/2 i

1/2− 3/2 i 1/5− 3/5 i 3/10− 9/10 i 0 1/2− 3/2 i

1/2− 3/2 i 1/2− 3/2 i 1/5− 3/5 i 3/10− 9/10 i 0

0 1/2− 3/2 i 1/2− 3/2 i 1/5− 3/5 i 3/10− 9/10 i

3/10− 9/10 i 0 1/2− 3/2 i 1/2− 3/2 i 1/5− 3/5 i

 .

Сумма элементов в первой строке матрицы A1 равна f(1) = 3/2. Обозначим через B1

матрицу A1 + µJ , где, согласно (8), µ = −3/5. Положим B = (1− 3i)B1:

B =


−2/5 + 6/5 i −3/10 + 9/10 i −3/5 + 9/5 i −1/10 + 3/10 i

−1/10 + 3/10 i −1/10 + 3/10 i −2/5 + 6/5 i −3/10 + 9/10 i −3/5 + 9/5 i

−3/5 + 9/5 i −1/10 + 3/10 i −1/10 + 3/10 i −2/5 + 6/5 i −3/10 + 9/10 i

−3/10 + 9/10 i −3/5 + 9/5 i −1/10 + 3/10 i −1/10 + 3/10 i −2/5 + 6/5 i

 .

Приведем спектры матриц A и B:

δ(A) =



1.495016885 + 0.3559886342 i

−1.366618721 + 0.5201440884 i

0.7812085256 + 1.236086502 i

−1.409606690− 0.6122192248 i

1.500000000− 4.500000000 i

 ,

δ(B)=



1.495016885 + 0.3559886342 i

−1.366618721 + 0.5201440884 i

0.7812085256 + 1.236086502 i

−1.409606690− 0.6122192248 i

−1.500000000 + 4.500000000 i

 .

Таким образом, четыре собственных значения обеих матриц совпадают; вместе с тем
имеется пара собственных значений, различающихся знаком.

Для преобразования матриц A и B в Â и B̂ мы взяли матрицы

D = diag(2,−2,−3, 2, 3) и E = diag(2,−2, 2, 3,−3).

Работа нашего алгоритма начинается с проверки подобия коквадратов, выполняемой
Maple-процедурой IsSimilar. В данном случае коквадраты матриц A и B подобны, поэто-
му алгоритм переходит к построению семейства прямых (4). Значение M равно 43. Для
каждой пары симметричных секторов, определяемых этими прямыми, разность между
числом канонических углов матриц A и B, попадающих в два сектора, находится с по-
мощью предложения 5. Участвующие в этом предложении индексы инерции вычисляют-
ся Maple-функцией Sturm, применяемой к характеристическим многочленам эрмитовых
матриц из соответствующих теплицевых разложений.
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Поскольку различий в положении канонических углов обеих матриц не выявлено, то
алгоритм строит семейство прямых, проходящих во втором и четвертом квадрантах и
симметричных с прямыми (4). Это новое семейство показано на рис. 1.

Рис. 1

На этот раз обнаруживается различие в положении канонических углов матриц A и
B, принадлежащих секторам с граничными линиями y = −165/52x и y = −117/44x.
Эти секторы показаны на рис. 2. На основании предложения 6 алгоритм делает вывод о
том, что A и B не конгруэнтны, и прекращает работу.

Рис. 2

Пример 2. Пусть v — строчный вектор:

v =
[

3/5 0 4/5 1/2 1/10
]
,

а A1 — циркулянт, для которого v является первой строкой. Положим A = (1− 4i)A1:
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A =



3/5− 12/5 i 0 4/5− 16/5 i 1/2− 2 i 1/10− 2/5 i

1/10− 2/5 i 3/5− 12/5 i 0 4/5− 16/5 i 1/2− 2 i

1/2− 2 i 1/10− 2/5 i 3/5− 12/5 i 0 4/5− 16/5 i

4/5− 16/5 i 1/2− 2 i 1/10− 2/5 i 3/5− 12/5 i 0

0 4/5− 16/5 i 1/2− 2 i 1/10− 2/5 i 3/5− 12/5 i

 .

Пусть B — косой циркулянт, полученный из A изменением знаков у элементов aij с
нечетной суммой индексов i + j. Матрицы A и B диагонально конгруэнтны. Для пре-
образования их в юнитоидные матрицы Â и B̂ мы использовали те же диагональные
матрицы D и E, что и в примере 1.

Для данного примера мы использовали оба семейства (4) и (5), а также два симмет-
ричных семейства прямых. ЗначениеM по-прежнему равно 43, тогда как для N (см. (5))
взято значение 20. Ни одной пары симметричных секторов с различным расположением
канонических углов матриц A и B не было обнаружено. Поэтому алгоритм прекращает
работу с диагностикой “A и B конгруэнтны”.
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