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Проведено исследование погрешности, вызванной неточностью решения систем уравнений итераци-
онными методами. Для осесимметричного уравнения теплопроводности найдена верхняя оценка погреш-
ности, которая накапливается за несколько шагов по времени. Оценка показывает линейную зависимость
погрешности от порогового значения критерия ограничения числа итераций, квадратичный рост от чис-
ла разбиений по пространству и ее независимость от числа разбиений по времени. Вычислительный
эксперимент показал хорошее соответствие полученной оценки реальным погрешностям при краевых и
начальных условиях различного вида. Для уравнения Лапласа эмпирически обнаружен линейный рост
погрешности, вызванной ограничением точности при применении итерационного метода, и квадратич-
ный рост от числа разбиений по пространству n. Для бигармонического уравнения обнаружен рост
аналогичной погрешности пропорционально n4.
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The error caused by the inaccuracy of the equation system solution by iterative methods has been investi-
gated. The upper error estimate for the axially symmetric heat equation is found in the accumulation process
in several time steps. The upper estimate shows the linear dependence of the error on the threshold value of
the limiting criterion for the iterations number, the quadratic error growth from the range partitions number,
and its independence of the time partitions number. The computing experiment shows a good correspondence
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is found in proportion to n4.
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Введение

При решении задач конечно-разностными методами обычно рассматривают два ви-
да погрешностей: теоретическую погрешность конечно-разностной аппроксимации и по-
грешность округления. Эти погрешности для одномерного уравнения диффузии подроб-
но исследованы в [1]. Однако для решения различных задач, важных для практики,
применяются итерационные методы решения систем линейных и нелинейных уравне-
ний [2–7]. При этом возникает третий вид погрешности, вызванный неточностью решения
системы уравнений. При решении нестационарных задач эта погрешность накапливает-
ся на каждом временном шаге. При решении краевых задач для уравнения Лапласа и
бигармонического уравнения итерационные методы удобно применять в связи с большой
размерностью матриц и их разреженностью.

В связи с этим данная работа в основном посвящена исследованию этого третьего
вида погрешности для трех уравнений математической физики: осесимметричного урав-
нения теплопроводности, уравнения Лапласа и бигармонического уравнения.

1. Смешанная задача для осесимметричного
уравнения теплопроводности

Рассмотрим бесконечный стержень кольцевого сечения из теплопроводящего мате-
риала. Предположим, что температура на боковых поверхностях стержня задана. Пусть
ось x направлена вдоль оси стержня, а радиус r изменяется от R до R+ 1. Тогда задача
сводится к определению зависимости от времени температуры u в точках стержня, т. е.
функции двух переменных u(r, t), которая должна удовлетворять уравнению теплопро-
водности

∂u

∂t
=
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
, R < r < R+ 1, 0 < t ≤ T, (1)

начальному условию
u (r, 0) = f (r) , R ≤ r ≤ R+ 1, (2)

и краевым условиям:

u (R, t) = ϕ1 (t) , u (R+ 1, t) = ϕ2 (t) , t ≥ 0. (3)

Задача решается методом конечных разностей. На плоскости (r, t) строится сетка с
непостоянным по переменной r шагом (ri = ri−1 + hi, i = 1, . . . , n, r0 = R, rn = R + 1)
и с шагом τ по переменной t (tj = jτ , j = 0, . . . ,m, τ = T/m). Вводятся обозначения:
u (xi, tj) = ui,j , gi =

hi

hi+1
, λi =

2τ

hi (hi + hi+1)
. Тогда разностные уравнения для неявной

схемы запишутся в виде:

λi

[
1− hi

2ri
g−1i

]
ui−1,j −

[
1 + λi (gi + 1)− λi

hi
2ri

(
g−1i − gi

)]
ui,j + λigi

[
1 +

hi
2ri

]
ui+1,j

= −ui,j−1, i = 1, . . . , n− 1, j = 1, . . . ,m. (4)
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В соответствии с (2) и (3), значения

ui,0 = f (ri) , u0,j = ϕ1 (tj) , un,j = ϕ2 (tj) (5)

являются известными. Решается система уравнений относительно ui,j последовательно
для всех j = 1, . . . ,m.

Неявная схема устойчива при любых условиях.
Решение системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) можно проводить ме-

тодом простых итераций. Для этого представим уравнения (4) в виде

ui,j =
λi
µi

(
1− hi

2ri
g−1i

)
ui−1,j +

λi
µi

hi
2ri

(
g−1i − gi

)
ui,j +

λigi
µi

(
1 +

hi
2ri

)
ui+1,j +

ui,j−1
µi

, µi = 1 + λi (gi + 1) , (6)

или x = Bx + b, xi = ui,j . При этом норма получившейся в правой части (6) матрицы
при gi ≤ 1 имеет вид

‖B‖ = max
1≤i≤n−1

(1 + gi)λi
1 + (1 + gi)λi

< 1. (7)

Поэтому итерационный процесс x(k) = Bx(k−1)+b сходится в любом случае со скоростью
геометрической прогрессии:∥∥x(k) − x∥∥ ≤ ‖B‖∥∥x(k−1) − x∥∥, ‖x‖ = max

0≤i≤n
|xi| . (8)

Условием окончания итерационного процесса служит неравенство∥∥x(k) − x(k−1)∥∥ ≤ ε. (9)

Рассматриваются три варианта краевых и начальных условий:

I) f (r) = sin (π (r −R)) , ϕ1 (t) = ϕ2 (t) = 0,

II) f (r) = 0, ϕ1 (t) = 1, ϕ2 (t) = 0, (10)

III) f (r) = ln
r

R+ 1

/
ln

R

R+ 1
,

∂u

∂r
(R, t) =

∂u

∂r
(R+ 1, t) = 0.

При исследовании величина n изменялась от 5 до 2560 последовательным удвоением
текущего значения.

1.1. Оценка погрешности, обусловленной неточностью решения СЛАУ

Сначала рассмотрим задачи с R = 1 и R = 0.1 при постоянном шаге по пространству
hi = h = 1/n.

Используя оценку абсолютной погрешности [8] и условие окончания итерационного
процесса (9), получим на j-м временном шаге

∆j =
∥∥x(k) − x∥∥ ≤ ‖B‖

1− ‖B‖
∥∥x(k) − x(k−1)∥∥ ≤ ‖B‖

1− ‖B‖
ε. (11)
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Поскольку при h = 1/n число Куранта:

λ =
τ

h2
= n2τ, (12)

то, согласно (7), при gi = 1 имеем

‖B‖
1− ‖B‖

= 2λ = 2n2τ.

Учитывая (11), получим неравенство

∆j ≤ 2n2ετ. (13)

С другой стороны, на каждом шаге происходит уменьшение накопленной на преды-
дущих шагах погрешности по экспоненциальному закону:

∆′j = ∆ (t− τ) e−α
2τ −∆ (t− τ) , (14)

где α — наименьшее собственное число задачи (1)–(3). Здесь значения α определялись
численно путем использования равенства типа (14), записанного для искомой функции
u (r, t) = u (r, t− τ) e−α

2τ при больших t. Для одномерной задачи α = π, для осесиммет-
ричной α2 ≈ 9.75 при R = 1, α2 ≈ 8.83 при R = 0.1.

Учитывая (13) и (14), в качестве верхней оценки получим равенство

∆ (t)−∆ (t− τ)

τ
= 2εn2 −∆ (t− τ)

1− e−α2τ

τ
.

Переходя к пределу при τ → 0, получим дифференциальное уравнение

d∆ (t)

dt
+ α2∆ (t) = 2εn2,

решением которого при начальном условии ∆ (0) = 0 является функция

∆ (t) =
2εn2

α2

(
1− e−α2t

)
. (15)

Вследствие (13), эту зависимость можно считать верхней оценкой погрешности, вы-
званной неточностью решения СЛАУ при hi = h.

1.2. Результаты вычислительного эксперимента

Исследование погрешностей конечно-разностной аппроксимации и округления пока-
зало их качественное совпадение с погрешностями при решении одномерной задачи [1].
Поэтому далее приводятся результаты численного исследования реального значения ко-
эффициента перед εn2 в (15) C (t) = ∆ (t)

/(
εn2
)
. При этом для анализа погрешности,

вызванной неточностью решения СЛАУ, из численных значений, полученных итераци-
онным методом, вычитаются результаты решения методом прогонки. В этом случае
составляющие погрешности разностной аппроксимации частных производных взаимно
уничтожаются, а погрешность округления имеет меньшую на несколько порядков вели-
чину и не влияет на общую картину. Для анализа выбираются значения погрешностей,
соответствующие определенному значению r, для которого при больших t погрешность
максимальна по модулю.
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На рисунке 1 а приведены зависимости коэффициента C (t) для m = 2n (на рис. 1
кривые 1 соответствуют R = 1, кривые 2 — R = 0.1). Видно, что погрешности практи-
чески совпадают с оценками. Для других значений ε от 10−8 до 10−12 и n от 40 до 1280
зависимости выглядят также.

Следует отметить, что относительная погрешность при условиях типа I (10) растет
экспоненциально и может быть очень большой, в отличие от погрешности округления,
которая растет линейно аналогично одномерной задаче [1].

а) б)
Рис. 1. Зависимости коэффициента абсолютной погрешности от t для n = 640 : m = 2n (а);
λ = 1 (б)

На рис. 1 б приведены аналогичные зависимости погрешностей для λ = 1, ε = 10−10.
В этом случае реальные погрешности меньше оценок примерно на 20%. Это объясняется
тем, что при λ = 1 число итераций существенно меньше, поскольку норма ‖B‖ меньше,
чем при m = 2n, а скорость убывания погрешности от итерации к итерации выше. При
этом реальная величина σk =

∥∥x(k) − x(k−1)∥∥ может оказаться существенно меньше ε.
Поэтому в целом накопление погрешности происходит медленнее, чем предполагалось
при выводе оценки.

При достаточно больших n и ε значение накопленной погрешности ∆ (t) может начать
уменьшаться, поскольку величина σk становится очень малой и происходит уменьшение
погрешности в силу (14). На рис. 2 а приведены зависимости погрешности от t для R = 1
при трех значениях ε: кривая 1 соответствует ε = 10−6, кривая 2 — ε = 10−8, кривая 3 —
ε = 10−10, кривые O — функции (15). Видно появление спада погрешности, причем при
уменьшении ε точка начала спада отодвигается в сторону больших t (при увеличении n
происходит сдвиг в сторону меньших t). Для объяснения этого на рис. 2 б показаны за-
висимости сумм Sk =

∑k
j=1 σj в отношении к m = n2 (кривые 1–3 соответствуют тем

же ε, что и на рис. 2 а) и самих σk в отношении к ε (кривые 1′, 3 ′). В качестве σk исполь-
зовалась максимальная по модулю разность компонент вектора при решении СЛАУ (9).

Отметим, что кривая 3 ′ имеет характерную пилообразную форму. Это объясняется
следующим образом. На определенном отрезке времени на каждом временном шаге со-
вершается определенное число итераций L. При этом σj от шага к шагу уменьшается,
вследствие уменьшения u (r, t), по экспоненциальному закону. В определенный момент
времени условие |σj | ≤ ε начинает выполняться на L− 1-й итерации, и |σj | скачком уве-
личивается до значения, почти равного ε, а затем снова начинает уменьшаться. Поэтому
среднее значение |σj | оказывается меньше ε, и зависимость накопленной суммы Sk близ-
ка к функции y = 0.82 t (кривая 3). На определенном временном шаге величина L может
стать равной 1, и далее начинается процесс монотонного убывания |σj | (кривая 1′). При
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этом скорость роста Sk замедляется (кривая 1 на рис. 2 б), а погрешность уменьшается
(кривая 1 на рис. 2 а).

а) б)
Рис. 2. Зависимости элементов погрешностей от t для λ=1, n=1280 : коэффициента C(t) (а);
сумм σk и самих σk (б). Пунктирные прямые y = t и y = 0.82t

Рассмотрим условия типа II (10). Главное отличие от первого типа заключается в
скачке левого граничного значения, что приводит к смещению наибольшей погрешности
влево на начальном этапе. На рис. 3 а показано распределение погрешности по радиусу
при R = 0.1 (кривые 1, 2, . . . , 20 соответствуют t = 0.05, 0.1, . . . , 1), а на рис. 3 б приведено
его сечение вертикальной прямой r−R = 0.4 (кривые 1 соответствуют R = 1, α2 ≈ 9.75,
кривые 2 соответствуют R = 0.1, α2 ≈ 8.83).

а) б)
Рис. 3. Зависимости погрешностей от t для условий типа II (10) при n = 640, m = 2n: распре-
деления C(r, t) (а); коэффициента C(t) (б)

Отметим, что граничные условия для погрешности при варианте II (10) остаются ну-
левыми. Поэтому реальные погрешности остаются близкими к оценкам (рис. 3 б), только
вначале наблюдается отставание, связанное с тем, что при малых t условие (9) ограни-
чивает разность значений при малых r−R, а при r−R = 0.4 эта разность существенно
меньше. При больших t это отставание сказывается меньше, поскольку происходит экс-
поненциальное уменьшение накопленной погрешности (14).

Рассмотрим задачу с условиями типа III (10). В этом случае в качестве начального
распределения температуры используется распределение, которое устанавливается в ре-
зультате решения задачи с условиями типа II (10). В силу нулевых условий 2-го рода теп-
ловой поток через боковые поверхности отсутствует, и количество энергии в исследуемой
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области сохраняется во времени. Поэтому при увеличении t устанавливается постоянная
по r температура

u =
1

2

(
ln
R+ 1

R

)−1
− R2

2R+ 1
.

Для этой задачи собственное число α2 ≈ 10.22 при R = 1 и α2 ≈ 12.71 при R = 0.1.
Погрешность имеет разные знаки в левой и правой частях (рис. 4 а). Для анализа рас-
сматривались крайние левые точки с наибольшей погрешностью. На рис. 4 б видно, что
при больших t реальная погрешность приближается к оценке (15), но в начале процес-
са значительно от нее отличается. Это можно объяснить разной скоростью убывания
погрешности в начале и конце процесса.

а) б)
Рис. 4. Зависимости погрешностей от t для условия типа III (10) при n = 640, m = 2n :
распределения относительной погрешности δ(r, t) (а); коэффициента C(t) (б)

Теперь рассмотрим задачи с R = 0.01 при hi = (i/n)2, а также с R = 0.001 и
R = 0.0001 при hi = (i/n)4.

На рис. 5 приведены зависимости коэффициента C (t) для m = 2n (кривые 1 соответ-
ствуют R = 0.01; линии О — оценка). Видно, что погрешности на 20% и более меньше
оценок. Для λ = 1/4 падение погрешности, как и на рис. 2 а, вызвано установлением
решения за одну итерацию.

а) б)
Рис. 5. Зависимости коэффициента абсолютной погрешности от t для R = 0.01: m = 2n,
n = 1280 (а); λ = 1/4, n = 640 (б)

Зависимости для R = 0.001, R = 0.0001, hi = (i/n)4, n = 1280 приведены на рис. 6.
Кривые 1–4 соответствуют ε=10−6, 10−8, 10−10, 10−12 соответственно. В этом случае
реальные погрешности могут быть в 2 и более раз меньше оценки (14).
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а) б)
Рис. 6. Зависимости коэффициента абсолютной погрешности от t для m = 2n, n = 1280:
R = 0.001 (а); R = 0.0001 (б)

На рис. 7 а представлены результаты оценки погрешности, полученные с помощью
фильтрации [9–11] численных данных, вычисленных для разных n, при численном ре-
шении задачи для R = 0.001, T = 0.1 для варианта условий I (10). Обнаруживаются
компоненты 1-го, 2-го, 3-го и т. д. порядков. Кривая 4 показывает наличие регулярной
компоненты погрешности 2-го порядка.

На рис. 7 б приведены результаты исследования распределения относительной по-
грешности δ, отнесенной к n2, по пространственной переменной r для ε = 10−10, m = 2n,
T = 1 (кривые 1–7 соответствуют n = 40, 80, 160, 320, 640, 1280, 2560). Видно, что эта
величина существенно изменяется при изменении r (в отличие от случая постоянного
шага по r).

а) б)
Рис. 7. Оценки относительных погрешностей при R = 0.001, m = 2n, ε = 10−10: по n для
r = R+ 0.00015 (а); по r (б). Пунктирная прямая: у = 7.75− 2 lg n

Следует заметить, что оценка (15) получена из (12) для постоянного шага h. Если же
вместо (12) использовать

max
i
λi = max

i

τ

h2i
= n8τ,

то получится завышенная оценка, которая не подтверждается экспериментом. Тем са-
мым, возможность использования оценки (15) при переменном шаге по пространству
является экспериментальным фактом.
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Таким образом, найденная оценка погрешности итерационного метода при решении
смешанной задачи для осесимметричного уравнения теплопроводности находится в хо-
рошем соответствии с реальными погрешностями, соответствующими краевым и началь-
ным условиям различного вида.

2. Задача Дирихле для уравнения Лапласа

Задача формулируется следующим образом. Найти непрерывную функцию u(x, y),
удовлетворяющую внутри прямоугольной области Ω =

{
(x, y) | 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b

}
уравнению Лапласа:

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 (16)

и принимающую на границе области Ω заданные значения:

u(0, y) = f1(y), y ∈ [0, b], u(a, y) = f2(y), y ∈ [0, b],

u(x, 0) = f3(x), x ∈ [0, a], u(x, b) = f4(x), x ∈ [0, a],
(17)

где f1, f2, f3, f4 — заданные функции.
Будем считать, что u(x, y) непрерывна на границе области Ω, т. е. f1(0) = f3(0),

f1(b) = f4(0), f2(0) = f3(a), f2(b) = f4(a). Выбрав шаги h, l по x и y соответственно,
строим сетку xi = ih, i = 0, 1, . . . , n, yj = jl, j = 0, 1, . . . ,m, где xn = nh = a, ym = ml = b.

Вводя обозначения ui,j = u(xi, yj), аппроксимируем частные производные ∂2u

∂x2
и ∂2u

∂y2
в каждом внутреннем узле сетки центральными разностными производными второго
порядка и заменим уравнение Лапласа конечно-разностными уравнениями

ui+1,j − 2uij + ui−1,j
h2

+
ui,j+1 − 2uij + ui,j−1

l2
= 0, (18)

i = 1, . . . , n− 1, j = 1, . . . ,m− 1.

При этом центральные симметричные разностные производные имеют второй порядок
точности относительно шагов сетки по координатам.

Уравнения (18) вместе со значениями ui,j в граничных узлах образуют систему линей-
ных алгебраических уравнений относительно приближенных значений функции u(x, y)
в узлах сетки (xi, yj):

ui,j =
1

2 (1 + λ)
(ui−1,j + ui+1,j + λ (ui,j+1 + ui,j−1)) , λ =

h2

l2
, (19)

ui,0 = f3(xi), ui,m = f4(xi), u0,j = f1(yj), un,j = f2(yj),

i = 1, . . . , n− 1, j = 1, . . . ,m− 1.

Численное решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа в прямоугольнике со-
стоит в нахождении приближенных значений ui,j искомой функции u(x, y) во внутрен-
них узлах сетки. Для определения величин ui,j требуется решить СЛАУ (19). В данном
случае она решается методом Гаусса–Зейделя, который состоит в построении последова-
тельности итераций вида

u
(k+1)
i,j =

1

2 (1 + λ)

(
u
(k+1)
i−1,j + u

(k)
i+1,j + λ

(
u
(k)
i,j+1 + u

(k+1)
i,j−1

))
(20)
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(верхним индексом k обозначен номер итерации). При k → ∞ последовательность u(k)i,j
теоретически сходится к точному решению системы (19). В качестве практического усло-
вия окончания итерационного процесса примем

∆ = max
∣∣∣u(k)i,j − u(k+1)

i,j

∣∣∣ < ε, 1 ≤ i ≤ n− 1, 1 ≤ j ≤ m− 1. (21)

Таким образом, погрешность приближенного решения, полученного методом конеч-
ных разностей, складывается из трех погрешностей: погрешности аппроксимации част-
ных производных разностными; погрешности, возникающей в результате приближенного
решения системы разностных уравнений (19) и погрешности округления.

Рассмотрим в качестве примера точное решение u = chx · sin y задачи (16), (17) при
a = b = 1. В этом случае

u(0, y) = f1(y) = sin y, u(1, y) = f2(y) = ch 1 sin y,

u(x, 0) = f3(x) = 0, u(x, 1) = f4(x) = chx sin 1.

Рассматривается задача при m = n, λ=1. В качестве характерного параметра для
исследования выбрано значение искомой величины в центральной точке u

(
xn/2, ym/2

)
.

Представляет интерес исследование влияния ограничения ε в (21) на погрешность ре-
шения системы уравнений. Для этого варьировалась величина порогового значения ε =
10−6, 10−8, . . . , 10−16. Численная фильтрация [9–11] позволяет подавить степенные со-
ставляющие погрешности метода аппроксимации частных производных (n−2, n−4, . . .)
и обнаружить погрешность, связанную с ограничением по ε, если она не могла быть
обнаружена до этого. Эксперимент (рис. 8) позволяет построить эмпирическую модель
относительной погрешности: − lg δ = ε+1−2 lg n. Уменьшение ε ниже значения 10−16 не
приводит к увеличению точности в связи с ограниченностью длины мантиссы. Следует
отметить, что погрешность, связанная с ограничением по ε, является закономерной, как
и в случае применения метода итераций при решении смешанной задачи для уравнения
теплопроводности (рис. 7 а). Этот факт подтверждается результатом последней филь-
трации, настроенной на компоненту n2 (на рис. 8 а и 8 б кривые 5 и 3 соответственно).

а) б)
Рис. 8. Фильтрация результатов численного решения задачи (12), (13) при различных огра-
ничениях на погрешность решения системы уравнений: ε = 10−16 (а); ε = 10−6 (б). Прямые
y = 17− 2 lg n и y = 7− 2 lg n
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3. Краевая задача для бигармонического уравнения

Задача формулируется следующим образом. Найти гладкую функцию u(x, y), удо-
влетворяющую внутри прямоугольной области Ω =

{
(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1

}
бигармоническому уравнению

∂4u

∂x4
+ 2

∂4u

∂x2∂y2
+
∂4u

∂y4
= 0 (22)

и принимающую на границе области Ω заданные значения:

u(0, y) = f1(y), u(1, y) = f2(y), y ∈ [0, 1],

u(x, 0) = f3(x), u(x, 1) = f4(x), x ∈ [0, 1],
(23)

где f1, f2, f3, f4 — заданные функции. Кроме того, заданы значения нормальных произ-
водных:

∂u

∂x
(0, y) = ϕ1(y),

∂u

∂x
(1, y) = ϕ2(y), y ∈ [0, 1],

∂u

∂y
(x, 0) = ϕ3(x),

∂u

∂y
(x, 1) = ϕ4(x), x ∈ [0, 1].

(24)

Задача решается на сетке, аналогичной предыдущей. Известными из (23) являются
граничные значения ui,j . По (24) через разностные производные первого порядка вы-
числяются значения ui,j на предграничных слоях. Искомыми являются значения ui,j
для 2 ≤ i ≤ n − 2, 2 ≤ j ≤ n − 2. Для их определения частные производные в (22)
заменяются разностными. Это приводит к СЛАУ

ui,j = − 1

20

(
ui−2,j + ui+2,j + ui,j−2 + ui,j+2

)
+

2

5

(
ui−1,j + ui+1,j + ui,j−1 + ui,j+1

)
−

1

10

(
ui+1,j−1 + ui−1,j−1 + ui+1,j+1 + ui−1,j+1

)
, (25)

которая решается методом Гаусса–Зейделя, аналогичным (20).
Относительно сходимости итерационных методов для бигармонического уравнения

следует отметить следующее. В [12] было показано, что спектральный радиус матри-
цы (25) для метода простых итераций равен двум, вследствие чего итерационный процесс
расходится. Это показал и вычислительный эксперимент. Однако для метода Гаусса–
Зейделя это число меньше единицы и сходимость имеет место.

Рассмотрим в качестве примера точное решение u = x chx sin y уравнения (22). Со-
гласно этому, задаются условия (23), (24).

В качестве характерного параметра для исследования выбрано значение искомой ве-
личины ui,j , наиболее отличающееся от точного. Варьировалась величина порогового
значения ε = 10−6, 10−8, . . . , 10−12. Фильтрация [9–11] позволила обнаружить степенные
составляющие погрешности метода аппроксимации, начиная с n−1. Эксперимент (рис. 9)
позволяет построить эмпирическую модель погрешности, связанной с ограничением по ε:
− lg ∆ = ε + 2− 4 lg n. Эта погрешность является закономерной, как и в случае уравне-
ния Лапласа (рис. 8). Этот факт подтверждается результатом последней фильтрации,
настроенной на компоненту n4 (на рис. 9 а и 9 б кривые 3).

Таким образом, величина погрешности, связанной с ограничением по ε, оценивается
формулой ∆ ≈ 0.01 εn4. Было выяснено, что при применении метода релаксаций вели-
чина коэффициента в этой формуле может быть уменьшена на порядок.
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а) б)

Рис. 9. Фильтрация результатов численного решения задачи (22)–(24) при различных огра-
ничениях на погрешность решения системы уравнений: ε = 10−6 (а); ε = 10−10 (б). Прямые
y = 8− 4 lg n и y = 12− 4 lg n

Выводы

Были рассмотрены задачи для трех уравнений математической физики, требующие
решения систем уравнений итерационными методами. Целью было исследовать, как свя-
зана погрешность искомых параметров с погрешностью решения системы уравнений и
других параметров. Исследования показали, что, несмотря на различие задач, вид зави-
симости погрешности искомых параметров от размерности задачи качественно не меня-
ется. Модель погрешности можно представить в виде суммы нескольких компонент.

Первое семейство компонент, обусловленное погрешностью конечно-разностной ап-
проксимации производных, убывает при возрастании числа разбиений по пространству n
как n−k, k = 1, 2, . . . .

Компонента, обусловленная неточностью решения СЛАУ итерационным методом,
имеет главную возрастающую составляющую вида ∆ ≈ cεnp, где показатель p, как по-
казали эксперименты, равен наивысшему порядку производных, входящих в уравнение.
Коэффициент c зависит от задачи и метода ее решения. Для уравнения теплопровод-
ности получена верхняя оценка этого коэффициента и ее зависимость от времени. Для
уравнения Лапласа и бигармонического уравнения значения этого коэффициента найде-
ны эмпирически.
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