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Исследуется ползучесть вращающегося диска из функционально-градиентного матери-
ала (смеси частиц алюминия и карбида кремния) на неустановившейся (первой) и уста-
новившейся (второй) стадиях. Задача решается с использованием обобщенного метода
дифференциальных квадратур. Ползучесть диска исследуется при трех законах распре-
деления температуры по радиусу диска и с учетом зависимости характеристик материа-
ла от температуры. Используются соотношения закона ползучести Нортона, параметры
которых зависят от температуры, распределения объемной доли частиц и их размера.
Показано, что скорость ползучести существенно зависит от градиента температуры,
температуры и объемной доли армирующих частиц в каждой точке диска.
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Введение. В машинах различного типа, таких как турбины, насосы, компрессоры, ре-
активные двигатели, вращающиеся диски являются основной частью и, как правило, нахо-
дятся под действием температурных и силовых нагрузок. Поэтому необходимо исследовать
ползучесть этих дисков, а также влияние неоднородности материала на ползучесть вра-
щающихся дисков. В настоящее время наряду с улучшением эксплуатационных характе-
ристик машин требуется обеспечить наименьшую стоимость их производства, что в свою
очередь обусловливает необходимость оптимизации механических характеристик матери-
ала, таких как удельный вес, сопротивляемость температурным и силовым нагрузкам. Од-
ним из способов решения этих задач является использование функционально-градиентных
материалов (ФГМ) — неоднородных материалов, представляющих собой смесь квазиод-
нородных компонентов. Такие композиты имеют различные физические характеристики
и функциональные свойства (небольшой удельный вес, высокую прочность, большую теп-
лопроводность, термо- и износостойкость) и не подвержены коррозии. Примером данных
материалов является металлокерамика. В таких композитах керамика обладает высокой
термостойкостью и не изнашивается на поверхностях контакта. В то же время металли-
ческая составляющая обеспечивает большую теплопроводность и высокую механическую

прочность. Поэтому такие ФГМ используются в качестве материалов изделий, работаю-
щих в экстремальных термосиловых условиях [1].
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При высоких температурах неизбежно появление деформаций ползучести, следова-
тельно, необходимо провести моделирование процесса ползучести. Исследование явления
ползучести началось в конце XIX в. Появление реактивных двигателей обусловило интен-
сивные исследования процессов ползучести и релаксации материалов [2]. Одной из первых
работ, посвященных исследованию ползучести вращающихся дисков, является работа [3],
в которой ползучесть вращающегося диска изучалась с использованием степенного закона

изменения неоднородности материала и критерия текучести Мизеса — Треска. Данное
исследование было продолжено в работе [4]. В [5] изучалась ползучесть вращающегося
диска из ортотропного материала. Установлено, что тангенциальные напряжения в лю-
бой точке и скорость тангенциальной деформации ползучести на внутренней поверхности

диска уменьшаются с увеличением степени неоднородности материала диска. B работе [6]
задача о ползучести вращающегося диска решалась с использованием закона ползучести

Нортона. В [7] показано, что прочность при ползучести вращающегося диска, толщина и
плотность материала которого уменьшаются в радиальном направлении, больше прочно-
сти диска постоянной толщины, изготовленного из материала с постоянной плотностью.
В работе [8] с использованием закона ползучести Нортона исследовалась установившаяся
ползучесть вращающегося диска из ФГМ — композита, состоящего из смеси частиц алю-
миния и карбида кремния. Закон распределения частиц по радиусу диска выбран на осно-
ве экспериментальных данных, приведенных в [9]. В работе [10] с использованием метода
конечных элементов исследована установившаяся ползучесть вращающегося диска при

различных законах распределения частиц карбида кремния по радиусу диска. В [11, 12]
изучалось влияние распределения частиц по радиусу диска на распределение напряжений,
скоростей деформаций ползучести и деформаций. При этом упругими деформациями пре-
небрегалось и не учитывалось влияние температурного поля на распределение напряжений

и деформаций.
В указанных выше работах исследовалась установившаяся ползучесть и не рассмат-

ривалась первая, неустановившаяся стадия ползучести. Кроме того, в ряде работ не учи-
тывалась зависимость свойств материала от температуры.

Целью данной работы является исследование с использованием обобщенного мето-
да дифференциальных квадратур ползучести вращающегося диска с учетом как первой

(неустановившейся), так и второй (установившейся) стадии ползучести, а также изучение
зависимости характеристик ФГМ от температуры. Полученные результаты сравниваются
с результатами проведенных ранее исследований.

1. Математическая формулировка задачи. На рис. 1 приведена схема элемен-
та вращающегося диска. Предполагается, что материал диска является изотропным, и
принимается критерий текучести Мизеса. Считается, что толщина диска мала, поэто-
му выполняются допущения, принимаемые для случая плоского напряженного состояния.
Полная деформация вращающегося диска из ФГМ представляется в виде суммы упругой,
температурной деформаций и деформации ползучести:

εtot = εel + εth + εc.

Отличные от нуля компоненты тензоров деформаций и напряжений связаны соотношени-
ями

εr =
du

dr
=

1

E
(σr − νσθ) + αT + εr,c, εθ =

u

r
=

1

E
(σθ − νσr) + αT + εθ,c, (1)

где εr, εθ и σr, σθ — радиальная и тангенциальная компоненты тензора деформаций и тен-
зора напряжений соответственно; u — радиальная составляющая вектора перемещения;
E, α, T — модуль упругости, коэффициент температурного расширения и температура
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Рис. 1. Схема элемента вращающегося диска

соответственно; εr,c, εθ,c — радиальная и тангенциальная компоненты тензора деформа-
ций ползучести. Считается, что механические и температурные свойства материала диска
зависят от температуры и объемной доли армирующих частиц карбида кремния SiC.

С использованием соотношений (1) определяются напряжения:

σr =
E

1− ν2

(du

dr
+ ν

u

r
− (1 + ν)αT − (εr,c + νεθ,c)

)
,

σθ =
E

1− ν2

(u

r
+ ν

du

dr
− (1 + ν)αT − (νεr,c + εθ,c)

)
.

(2)

Из уравнения движения элемента диска после разделения пространственных переменных

и времени получаем следующее уравнение:

dσr

dr
+

σr − σθ

r
+ ρrω2 = 0. (3)

Подставляя в уравнение (3) выражения для напряжений (2), имеем дифференциальное
уравнение задачи

A
d2u

dr2
+ B

du

dr
+ Cu + D = 0, (4)

где

A =
E

1− ν2
, B =

E

r(1 + ν)
+

1

1− ν2

dE

dr
+

2νE

(1− ν2)2
dν

dr
+

νE

r(1− ν2)
,

C = − E

r2(1 + ν)
+

ν

r(1− ν2)

dE

dr
+

2Eν2

r(1− ν2)
2

dν

dr
+

E

r(1− ν2)

dν

dr
− νE

r2(1− ν2)
,

D =
E

r(1− ν2)
[(ν − 1)εr,c + (1− ν)εθ,c] +

+
1

(1− ν2)2

(
(1− ν2)

dE

dr
+ 2νE

dν

dr

)
(−(1 + ν)αT − εr,c − νεθ,c) +

+
E

1− ν2

(
− dν

dr
αT − (1 + ν)

dα

dr
T − (1 + ν)α

dT

dr
−

dεr,c

dr
− dν

dr
εθ,c − ν

dεθ,c

dr

)
+ ρrω2.
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Следует отметить, что все параметры диска из ФГМ зависят от двух переменных: радиуса
и температуры.

Продифференцировав уравнение (4) по времени, получаем дифференциальное уравне-
ние ползучести вращающегося диска

A
d2u̇

dr2
+ B

du̇

dr
+ Cu̇ = −Ḋ, (5)

где u̇ — скорость компоненты вектора перемещения в радиальном направлении; Ḋ —
функция скоростей компонент тензора деформаций ползучести:

Ḋ =
E

r(1− ν2)
[(ν−1)ε̇r,c +(1−ν)ε̇θ,c]+

1

(1− ν2)2

(
(1−ν2)

dE

dr
+2νE

dν

dr

)
(−ε̇r,c−νε̇θ,c)+

+
E

1− ν2

(
−

dε̇r,c

dr
− dν

dr
ε̇θ,c − ν

dε̇θ,c

dr

)
.

В соответствии с законом ползучести Нортона выражения для ε̇r,c и ε̇θ,c записываются

в виде

ε̇r,c =
Kσζ−1

e

2q
(2σr − σθ)t

q−1, ε̇θ,c =
Kσζ−1

e

2q
(2σθ − σr)t

q−1, (6)

где ζ, K — показатель в экспоненте и константа в законе ползучести Нортона; σe —
эффективное напряжение:

σe = (σ2
r + σ2

θ − σrσθ)
1/2.

В соответствии с экспериментальными данными [9] и с использованием метода регрес-
сии [13] размер частицы P выбран равным 1,7 мкм. Параметры ζ, K зависят от размера

частиц P , функции распределения частиц V (r) и температуры T :

log K = −29 + 1729,38 log e− 274,71 log T − 1,98 log P − 15,88 log V (r),

log ζ = −21,54 log e + 3,80 log T + 0,07 log P + 0,07 log V (r).

В данной работе рассматриваются три закона распределения температуры по радиусу

диска, параметр q выбран равным 0,5. Поскольку аналитическое решение уравнения (5)
найти невозможно, для получения численного решения этого уравнения используется обоб-
щенный метод дифференциальных квадратур.

2. Алгоритм численного решения. При анализе процесса ползучести вращаю-
щегося диска из ФГМ сначала с использованием обобщенного метода дифференциальных

квадратур решается термоупругая задача (уравнение (4)). Таким образом, деформациями
ползучести сначала пренебрегается. В результате решения упругой задачи определяет-
ся поле перемещений. Затем с использованием соотношений (2) вычисляются радиальная
и тангенциальная составляющие тензора напряжений, после чего с помощью соотноше-
ний (6) определяются радиальная и тангенциальная составляющие тензора скоростей де-
формаций. Далее с использованием обобщенного метода дифференциальных квадратур

из уравнения (5) вычисляется поле скоростей смещений. Тем самым определяются рас-
пределения скоростей радиальных и тангенциальных напряжений. Затем вычисляются

радиальное и тангенциальное напряжения на следующем шаге по времени:

σt+1 = σ̇t ∆t + σt, εt+1 = ε̇t ∆t + εt.

Вычисления продолжаются до тех пор, пока не будет получено распределение напряже-
ний, соответствующее установившейся ползучести. В настоящей работе при исследова-
нии ползучести вращающегося диска используется обобщенный метод дифференциальных
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квадратур, поскольку он обеспечивает высокую точность решения и быструю сходимость
численной процедуры.

Метод дифференциальных квадратур (МДК) предложен в работе [14] и обобщен в [15].
В МДК производные функции аппроксимируются суммой произведений значений функций

в точках сетки с весовыми коэффициентами— полиномами высокого порядка, которые вы-
бираются с учетом условия наилучшей аппроксимации аппроксимируемой функции. Весо-
вые коэффициенты для производных первого порядка вычисляются по простым формулам,
весовые коэффициенты высших порядков — по рекуррентным соотношениям. Основное
преимущество обобщенного МДК заключается в том, что в нем легко вычисляются ве-
совые коэффициенты при любом выборе точек расчетной сетки. Как отмечено выше, в
обобщенном МДК частные производные от функции по пространственной координате ап-
проксимируются суммой по всем точкам сетки взвешенных значений этой функции [16].
В обобщенном МДК производная порядка n гладкой функции f(r) в точке сетки ri ап-
проксимируется по формуле

f
(n)
r (ri) =

N∑
k=1

a
(n)
ik f(rk), n = 1, 2, . . . , N − 1, i = 1, 2, . . . , N, (7)

где N — число точек сетки в направлении r; a
(n)
ik — весовые коэффициенты для второй и

высших производных, которые легко вычисляются по весовым коэффициентам для первой

производной a
(1)
ij по рекуррентным соотношениям:

a
(n)
ij =


n
(
a

(n−1)
ii a

(1)
ij −

a
(n−1)
ij

ri − rj

)
, j 6= i,

N∑
k=1, k 6=i

a
(n)
ik , j = i,

i, j = 1, 2, . . . , N, n = 2, 3, . . . , N − 1,

a
(1)
ij =


A(1)(ri)

(ri − rj)A(1)(rj)
, j 6= i,

N∑
k=1, k 6=i

a
(1)
ik , j = i,

i, j = 1, 2, . . . , N ;

(8)

A(1)(ri) =
N∏

j=1, j 6=i

(ri − rj). (9)

Если координаты точек сетки известны, то весовые коэффициенты вычисляются по фор-
мулам (7)–(9) [17]. В данной работе для генерации точек сетки используются корни поли-
номов Чебышева [18]

ri =
gi − g1

gN − g1
, gi = cos

(2i− 1

2N
π
)
, i = 1, 2, . . . , N,

где N — число точек сетки в радиальном направлении.
3. Результаты численного решения и их обсуждение. Внутренняя и внешняя

поверхности дисков свободны от напряжений. Внутренний радиус диска равен a = 0,05 м,
внешний радиус диска b = 0,2 м (рис. 2). Задача решена для следующих трех законов
распределения температуры по радиусу диска:
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Рис. 2. Схема диска
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Рис. 3. Распределение температуры по радиусу диска:
1 — закон 1, 2 — закон 2, 3 — закон 3

1) температура убывает в радиальном направлении от значения T = 723 K на

внутренней поверхности диска до значения T = 623 K на внешней поверхности диска:
T1 = −α1r + β1;

2) температура постоянна по радиусу и равна T = 673 K: T2 = β2;
3) температура возрастает в радиальном направлении от значения T = 623 K на

внутренней поверхности диска до значения T = 723 K на внешней поверхности диска:
T3 = α3r + β3.

Влияние градиента температуры на ползучесть диска исследовалось на основе ре-
зультатов численного решения. Три закона распределения температуры по радиусу диска
приведены на рис. 3.

Материалом диска является чистый алюминий с распределенными в нем частицами

карбида кремния. Объемная доля частиц изменяется по радиусу в соответствии с законом

V (r) = Vmax − (Vmax − Vmin)
r − a

b− a
,

где Vmax = 0,4 — объемная доля частиц на внутренней поверхности; Vmin = 0,077 —
объемная доля частиц на внешней поверхности. Краевые условия на внутренней и внешней
поверхностях диска имеют вид

σr

∣∣
r=a

= 0, σr

∣∣
r=b

= 0.

Такие параметры материала диска, как плотность, коэффициент Пуассона, коэффициент
температурного расширения и модуль упругости, можно вычислить по правилу смесей

P (r, T ) = PAl(T ) + (PSiC(T )− PAl(T ))V (r).
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Здесь P (r, T ) — значение соответствующего параметра материала диска; PAl(T ),
PSiC(T ) — значения этого параметра для чистого алюминия и карбида кремния.

При проектировании конструкций основной задачей является обеспечение безопасно-
сти их работы при высоких температурах. Эта задача имеет особенную важность при

использовании конструкций из алюминиевых сплавов, поскольку при высоких темпера-
турах их свойства существенно ухудшаются. В частности, при температуре T ≈ 548 К
предел прочности уменьшается на 50 %. Поэтому для обеспечения безопасности конструк-
ций необходимо принять особые меры. Основным материалом, используемым при созда-
нии теплообменников, работающих при высоких температурах и в агрессивных средах,
является карбид кремния SiC. Проведено большое количество исследований механических
свойств различных алюминиевых сплавов и карбида кремния при высоких температурах.
В работах [19, 20] приведены результаты экспериментальных исследований зависимости
механических свойств карбида кремния и алюминиевых сплавов от температуры. В ра-
боте [19] на основе экспериментальных данных получена линейная зависимость модуля
упругости от температуры

E = 415− 0,023T. (10)

Погрешность аппроксимации (10) составляет ±3 %.
С использованием указанных выше экспериментальных данных разработана програм-

ма для определения поведения вращающегося диска из ФГМ в условиях ползучести.
Рассматривается задача о диске с внутренним радиусом rin = 31 мм, внешним ра-

диусом rout = 152,4 мм, вращающемся со скоростью ω = 15 000 об/мин при температуре
T = 561 K. Диск изготовлен из композита, в матрицу которого, изготовленную из чистого
алюминия, добавлены частицы карбида кремния. Объемная доля частиц карбида кремния
изменяется по радиусу диска по закону

V (r) = Vmax −
r − rin

rout − rin
(Vmax − Vmin),

где Vmin = 0,35, Vmax = 0,104 — объемные доли карбида кремния на внутренней (r = rin)
и внешней (r = rout) поверхностях диска.

Для проверки эффективности и точности разработанной программы приведем резуль-
таты сравнения решений задачи о распределении тангенциальных деформаций в диске при

установившейся ползучести, полученных в работах [21, 22], и результатов, полученных
с использованием разработанной программы (рис. 4). На рис. 4 видно, что результаты,
полученные с использованием разработанной программы, и результаты, полученные в ра-
ботах [21, 22], хорошо согласуются. В большинстве ранее выполненных исследований не
учитывается зависимость механических характеристик материала от температуры. При
использовании метода, предложенного в данной работе, для решения задачи требуются
меньшие временные и вычислительные затраты, чем при использовании других методов.

На рис. 5 представлены результаты решения задачи как с учетом зависимости свойств
материала от температуры, так и без учета этой зависимости при температуре T2 = 673 K.

На рис. 6 показаны распределения радиального, тангенциального и эквивалентного
напряжений по радиусу диска через 600 ч после начала процесса ползучести при посто-
янной температуре T2 = 673 K. Из приведенных зависимостей следует, что температура
не оказывает существенного влияния на распределение напряжений. Радиальное напря-
жение обращается в нуль на внутренней и внешней поверхностях диска и достигает мак-
симального значения приблизительно в середине диска. Тангенциальное и эквивалентное
напряжения достигают максимальных значений на внутренней поверхности и минималь-
ных — на внешней поверхности (см. рис. 6). По-видимому, это обусловлено тем, что на
внутренней поверхности концентрация частиц больше, чем на внешней поверхности.
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Рис. 4. Распределение тангенциальной скорости деформации по радиусу диска:
1 — результаты расчета [21], 2 — результаты расчета [22], 3 — результаты расчета

в данной работе
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Рис. 5. Распределения радиальной (а) и тангенциальной (б) скоростей ползуче-
сти по радиусу диска без учета (1) и с учетом (2) зависимости характеристик
материала от температуры
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Рис. 6. Распределения радиального (1), тангенциального (2) и эквивалентно-
го (3) напряжений по радиусу диска
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Рис. 7. Распределение скорости радиальной деформации ползучести по радиусу
диска при различных законах распределения температуры:
1 — закон 1, 2 — закон 2, 3 — закон 3

Распределение скорости радиальной деформации по радиусу диска при установив-
шейся ползучести приведено на рис. 7. Видно, что скорость радиальной деформации мак-
симальна на внутренней поверхности и минимальна на внешней (при сжатии значения
деформации отрицательные). Температура оказывает существенное влияние на скорость
радиальной деформации, которая увеличивается с увеличением температуры. Скорость
радиальной деформации сжатия максимальна в случае первого закона распределения тем-
пературы по радиусу диска и минимальна в случае третьего закона.

На рис. 8 представлено распределение скорости тангенциальной деформации по ра-
диусу диска на установившейся стадии ползучести. Поскольку максимальное значение
скорости тангенциальной деформации достигается на внутренней поверхности диска, при
изготовлении диска необходимо использовать ФГМ, в которых концентрация частиц боль-
ше на внутренней поверхности. Внутреннюю поверхность диска нужно также усиливать
термостойкими материалами.

На рис. 9 приведено распределение скорости радиальной компоненты смещения по

радиусу диска. Видно, что скорость радиальной компоненты убывает в радиальном на-
правлении. Из приведенных зависимостей следует, что температура существенно влияет
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Рис. 8. Распределение по радиусу диска скорости тангенциальной деформации
на установившейся стадии ползучести при различных законах распределения

температуры:
1 — закон 1, 2 — закон 2, 3 — закон 3
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Рис. 9. Распределение скорости радиальной компоненты смещения по радиусу
диска при различных законах распределения температуры:
1 — закон 1, 2 — закон 2, 3 — закон 3

на скорость радиальной компоненты смещения. Поскольку объемная доля частиц умень-
шается в радиальном направлении, на внутренней поверхности диска она существенно
больше, чем на внешней. В противном случае различие скоростей смещений на внутрен-
ней поверхности при различных значениях температуры было бы более значительным.
В результате скорость ползучести на внутренней поверхности при законе 1 изменения
температуры по радиусу диска могла бы оказаться критической.

Зависимость эквивалентной деформации при r = R/2 от времени представлена на
рис. 10. По истечении некоторого времени скорость ползучести становится постоянной
(рис. 11). На второй стадии ползучести (стадии установившейся ползучести) скорость
ползучести постоянна. Такой характер изменения во времени скорости деформации со-
ответствует поведению материалов при ползучести. На первой стадии ползучести ско-
рость деформации ползучести достаточно большая. Однако наличие большого количества
дислокаций и большая вероятность их взаимодействия препятствуют пластической де-
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Рис. 10. Зависимость эквивалентной деформации от времени при различных

законах распределения температуры:
1 — закон 1, 2 — закон 2, 3 — закон 3
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Рис. 11. Зависимость скорости радиальной деформации от времени при раз-
личных законах распределения температуры:
1 — закон 1, 2 — закон 2, 3 — закон 3

формации, поэтому скорость деформации постепенно уменьшается и достигает постоян-
ного минимального значения. Вследствие баланса между деформационным упрочнением
и упругим восстановлением на второй стадии ползучести минимальное значение скоро-
сти деформации сохраняется. Вторая стадия ползучести составляет бо́льшую часть всего
процесса ползучести. Зависимость скорости деформаций ползучести от температуры ста-
новится более существенной при высокой температуре. Если не учитывать зависимость
механических характеристик материала от температуры, то, как следует из результатов
данной работы, это может привести к неверным результатам численного моделирования.
Длительность первой, неустановившейся стадии ползучести увеличивается с увеличением
температуры.

Заключение. В работе с использованием обобщенного метода дифференциальных

квадратур исследована ползучесть вращающегося диска, изготовленного из ФГМ. Для
случая линейного распределения объемной доли частиц по радиусу диска получены урав-
нения ползучести. Исследована ползучесть диска для трех законов распределения темпера-
туры по его радиусу. Установлено, что обобщенный метод дифференциальных квадратур
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является эффективным методом численного моделирования процесса ползучести враща-
ющегося диска. Проведено сравнение полученных решений с известными решениями и
установлено, что они удовлетворительно согласуются. Скорость деформаций ползучести
и напряжения на внутренней поверхности диска больше, чем в других точках. Следова-
тельно, внутренняя поверхность диска должна быть армирована. Увеличение объемной
доли частиц на внутренней поверхности позволяет увеличить долговечность диска. Из
полученных в работе результатов следует, что при моделировании процесса ползучести
диска необходимо учитывать зависимость характеристик материала от температуры.
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