
СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2021. Т. 24, N◦-- 3

УДК 519.7, 519.621

Управление воздействиями в правых частях
большой системы ОДУ блочной структуры и

оптимизация источников
в неразделенных краевых условиях

К.Р. Айда-заде1,2, Е.Р. Ашрафова1,3

1Институт систем управления Национальной академии наук Азербайджана, ул. Б. Вахабзаде, 68, Баку, Азербайджан,
AZ1141

2Институт математики и механики Национальной академии наук Азербайджана, ул. Б. Вахабзаде, 68, Баку, Азербай-
джан, AZ1141

3Бакинский государственный университет, ул. З. Халилова, 23, Баку, Азербайджан, AZ1148

E-mails: kamil_aydazade@rambler.ru (Айда-заде К.Р.), ashrafova.yegana@gmail.com (Ашрафова Е.Р.)

Английская версия этой статьи печатается в журнале “Numerical Analysis and
Applications” N◦-- 3, Vol. 14, 2021.

Айда-заде К.Р., Ашрафова Е.Р. Управление воздействиями в правых частях
большой системы ОДУ блочной структуры и оптимизация источников в неразделенных
краевых условиях // Сиб. журн. вычисл. математики / РАН. Сиб. отд-ние. –– Новоси-
бирск, 2021. –– Т. 24, N◦-- 3. –– С. 229–251.

В работе исследуется задача управления сложным объектом, описываемым большой системой ОДУ
блочной структуры с неразделенными между блоками краевыми условиями. Оптимизируемыми явля-
ются управления в правых частях уравнений и значения параметров источников в краевых условиях.
Для решения задачи оптимального управления предлагается применить численные методы оптими-
зации первого порядка, использующие формулы градиента функционала, участвующие в полученных
необходимых условиях оптимальности. Для решения прямой и сопряженной краевых задач, имеющих
блочную структуру и неразделенные нелокальные краевые условия, предложены специальные схемы
метода прогонки, учитывающие специфику систем ОДУ и краевых условий, позволяющие производить
перенос краевых условий для каждого блока и каждого краевого условия в блоке независимо друг от
друга. Приводятся результаты численных экспериментов, полученные при решении тестовой задачи, и
их анализ.
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In this paper, we investigate the problem of control of a complex object, described by a large ODE system
of a block structure with unseparated boundary conditions between blocks. The controls in the right-hand
sides of the equations and the values of the source parameters in the boundary conditions are to be optimized.
We propose to apply the first order optimization methods for the numerical solution to the optimal control
problem, using functional gradient formulas participating in the obtained necessary optimality conditions.
Special schemes of the sweep method for the solution to the direct and conjugate boundary value problems,
having a block structure, and unseparated non-local boundary conditions are offered. This method takes into
account special features of ODE systems and boundary conditions, allows the transfer of boundary conditions
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for each block and each boundary condition in the block independent of each other. The obtained results of
numerical experiments in solving the test problem and their analysis are given.

Keywords: block structure, large system of ODE, unseparated conditions, functional gradient, optimality
conditions, sweep method.

Введение

В статье исследуется задача оптимального управления, описываемая системой диф-
ференциальных уравнений и нелокальными (неразделенными) краевыми условиями,
правые части которых требуется оптимизировать. В целом для многих классов задач
оптимального управления были получены необходимые условия оптимальности в раз-
личных формах [1–3], которые позже переносились на нелокальные краевые условия
более общего вида [4, 5] и различные виды дифференциальных уравнений [6–9], в том
числе дифференциальные уравнения с частными производными [10].

Специфической особенностью исследований данной статьи является то, что рассмат-
риваемая задача управления описывается системой большого числа независимых подси-
стем линейных неавтономных дифференциальных уравнений. Блоки (подсистемы) об-
щей системы связаны между собой нелокальными неразделенными краевыми условиями.
При этом предполагается, что бо́льшая часть элементов матрицы связей равны нулю,
ненулевые элементы соответствуют наличию связи между начальными или конечны-
ми состояниями отдельных блоков сложного объекта. Подобные математические модели
возникают, как правило, при использовании декомпозиционных методов моделирования
сложных объектов, причем декомпозиция может проводиться как по пространственной,
так и временной переменным или одновременно по пространственной и временной пе-
ременным [11, 12]. Примером такого подхода являются методы сеток, прямых и конеч-
ных элементов [13]. Различные аспекты методов решения соответствующих расчетных
задач и алгоритмов распараллеливания исследовались во многих работах, в частности
в [14–17].

В рассматриваемой в статье задаче оптимизируемыми являются управления в пра-
вых частях уравнений и значения параметров источников в краевых условиях. Полу-
чены необходимые условия оптимальности для рассматриваемой задачи, которые ис-
пользуются для построения численного метода ее решения. Для решения задачи опти-
мального управления предлагается применить численные методы оптимизации первого
порядка, использующие формулы градиента функционала, участвующие в полученных
необходимых условиях оптимальности. Предложена численная схема решения прямой и
сопряженной начально-краевых задач большой размерности и блочной структуры. Ме-
тод основан на предложенной специальной схеме метода прогонки [18–20], позволяющей
проводить прогонку поблочно и по каждому условию отдельно. Таким образом, решения
прямой и сопряженной задач приводятся к решению алгебраической системы уравнений,
а далее к решению задач Коши для каждой подсистемы в отдельности. Преимущество
предложенного подхода в сравнении с непосредственным использованием методов пе-
реноса сразу для всей системы в целом [7–9, 13–16, 21] заключается в том, что здесь
перенос осуществляется только относительно тех переменных, коэффициенты которых
в краевых условиях отличны от нуля. При этом перенос осуществляется с применением
только той подсистемы дифференциальных уравнений, в которой участвует переносимая
переменная. Подход позволяет естественным образом распараллеливать процесс реше-
ния прямой и сопряженной краевых задач с неразделенными краевыми условиями. Это
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существенно повышает эффективность решения всей задачи оптимизации, т. к. большая
часть процессорного времени в численных методах решения этих задач расходуется на
многократное вычисление значений целевого функционала, каждый раз требующих ре-
шения прямой краевой задачи.

К задаче, рассматриваемой в статье, приводят задачи моделирования, параметриче-
ской идентификации и оптимального управления [22–28] сложными техническими объ-
ектами и технологическими процессами с распределенными параметрами, описываемые
начально-краевыми задачами относительно дифференциальных уравнений с частными
производными, к которым применены методы аппроксимации. Важным классом про-
блем, приводящим к изучаемой в данной статье задаче, являются также обратные задачи
и задачи параметрической идентификации математических моделей сложных объектов
(процессов), о которых речь шла выше. В частности, к рассматриваемой задаче приво-
дится задача оптимального управления процессом неустановившегося движения жидко-
сти (газа) в трубопроводных сетях сложной структуры [22, 23]. Математические модели
таких процессов описываются системами уравнений с частными производными, состоя-
щими из подсистем уравнений гиперболического типа, описывающих процесс движения
на каждом отдельном участке. В местах соединения участков, в которых могут находится
внешние источники с оптимизируемыми параметрами (например давление или объемы
закачиваемой или откачиваемой жидкости), выполняются условия непрерывности пото-
ка и материального баланса, которые определяются неразделенными краевыми услови-
ями. Применение метода прямых [29] по временной или пространственной переменных
(аналог применения метода декомпозиции) приводит задачу управления режимами дви-
жения сырья транспортной сети [22, 23] к задаче, исследуемой в данной статье.

1. Постановка задачи

Рассматривается сложный объект, состоящий из m звеньев (блоков), в произволь-
ном порядке соединенных своими концами, структуру которого удобно представить в
виде ориентированного графа. Каждой дуге графа сопоставляется независимый подобъ-
ект (блок), состояние которого описывается системой обыкновенных дифференциальных
уравнений.

Множество всех вершин графа обозначим через I, а множество дуг (звеньев) (k, s)
длиной lks с началом в вершине k ∈ I и концом в вершине s ∈ I обозначим через
J = {(k, s) : k, s ∈ I} , |I| = N, |J | = m, |I| указывает на число элементов множества I.

Пусть J+
i =

{
(j, i) : j ∈ I+

i

}
, J−i =

{
(i, j) : j ∈ I−i

}
— множества ребер, входящих и

выходящих из i-й вершины соответственно, I+
i и I−i — множества вершин, смежных с

i-й вершиной, являющихся, соответственно, концами и началами дуг из множества Ji,
Ji = J+

i

⋃
J−i , Ii = I+

i

⋃
I−i (рисунок 1).

Рис. 1. Множества вершин, смежных с i-й вершиной
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Обозначим:∣∣J+
i

∣∣ =
∣∣I+
i

∣∣ = n̄i,
∣∣J−i ∣∣ =

∣∣I−i ∣∣ = n i, n̄i + n i = ni, i ∈ I.

Ясно, что ∑
i∈I

n̄ i =
∑
i∈I

n i = m,
∑
i∈I

ni = 2m.

В практических приложениях, как правило, имеет место соотношение ni � N, i ∈ I,
т. е. число вершин, смежных с какой-либо вершиной, много меньше общего числа вершин.

Пусть состояние каждого из звеньев (k, i) ∈ J , k ∈ I+
i , i ∈ I, описывается системой

ℵ-мерных линейных неавтономных обыкновенных дифференциальных уравнений:

u̇ki(x) = Aki(x)uki(x) +Bki(x)wki(x) + fki(x), x ∈ [0, lki], k ∈ I+
i , i ∈ I, (1.1)

с Mi, Mi ≤ ni · ℵ, линейно независимыми краевыми условиями, заданными в неразделен-
ном виде:

n i∑
s=1, ks∈I−i

giksj uiks(0) +

n̄i∑
s=1, ks∈I+

i

qksij uksi(lksi) = vij , j = 1,Mi, i ∈ I. (1.2)

Функция uki(x) = uki(x; υ) ∈ Rℵ характеризует состояние (k, i)-го звена длиной lki

в точке x ∈
[
0, lki

]
, соответствующее оптимизируемой паре параметров υ = (w, v).

Здесь управление w =
(
wki(·) ∈ W ki ⊂ Rµki : k ∈ I+

i , i ∈ I
)
состоит из wki(x) =

(wki1 (x), . . . , wkiµki(x)), x ∈ [0, lki], управляющих вектор-функций (k, i)-й подсистемой; па-
раметры v =

(
vi ∈ V i ⊂ RMi , i ∈ I

)
, состоящие из векторов vi =

(
vi1, . . . , v

i
Mi

)>, j-
я компонента которых — vij , определяемая воздействиями внешнего источника на i-ю
вершину. В задаче заданными являются Aki(x) 6= const, Bki(x), fki(x), соответственно,
ℵ-мерные квадратные, ℵ × µki-мерные матричные и ℵ-мерные векторные непрерывные
при x ∈ [0, lki] функции; lki > 0; строчные векторы giksj =

(
giksj,1 , . . . , g

iks
j,ℵ

)
, ks ∈ I−i ,

s = 1, n i, qksij =
(
qksij1 , . . . , q

ksi
jℵ

)
, ks ∈ I+

i , s = 1, n̄i, j = 1,Mi, i ∈ I.
Будем предполагать, что множества допустимых значений W ki, V i, k ∈ I+

i , i ∈ I,
выпуклы.

Требуется минимизировать функционал

=(w, v) =
∑
i∈I

∑
k∈I+

i

∫ lki

0
fki0 (u,w, v, x) dx+ Φi

(
ui, ūi, vi

), (1.3)

где заданные функции fki0 (u,w, v, x), Φi(ui, ūi, vi) непрерывны по своим аргументам вме-
сте с частными производными. Использованы следующие обозначения: u = u(x) =(
uki(x) : k ∈ I+

i , i ∈ I
)
,

ui =
(
uik1(0), . . . , uikn i (0)

)>
∈ Rn i·ℵ, ūi =

(
uk1i

(
lk1i
)
, . . . , ukn̄i i

(
lkn̄i i

))>
∈ Rn̄i·ℵ.

Отметим, что общее число дифференциальных уравнений в системе (1.1) и число
краевых условий должны удовлетворять равенству
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M =

N∑
i=1

Mi = mℵ . (1.4)

Общее число блоков, подсистем (1.1) равно числу звеньев m, текущие состояния ко-
торых связаны со смежными звеньями (блоками) в произвольном порядке лишь посред-
ством неразделенных (нелокальных) краевых условий.

2. Необходимые условия оптимальности в задаче (1.1)–(1.4)

В данном пункте исследуем выпуклость и дифференцируемость функционала (1.3),
получим формулы для градиента функционала и сформулируем необходимые условия
оптимальности относительно управляющих параметров.

Теорема 2.1. Пусть выполнены все условия, наложенные на функции и параметры,
участвующие в задаче (1.1)–(1.4). Если функции fki0 (u,w, v, x), Φi(ui, ūi, vi) выпуклы по
u, w, v, то функционал =(w, v) является выпуклым, а если хотя бы одна из этих функ-
ций сильно выпукла, то функционал является сильно выпуклым.

Доказательство. Пусть wki1 , v
i
1 и wki2 , v

i
2 — произвольные допустимые управления и

параметры из W ki × V i, а uki1 (x) и uki2 (x) — соответствующие решения краевых задач
(1.1), (1.2), т. е.

u̇ki1 (x) = Aki(x)uki1 (x) + fki(x) +Bki(x)wki1 (x), x ∈
[
0, lki

]
, k ∈ I+

i , i ∈ I, (2.1)

n i∑
s=1, ks∈I−i

giksj uiks1 (0) +

n̄i∑
s=1, ks∈I+

i

qksij uksi1

(
lksi
)

= vi1j , j = 1,Mi, i ∈ I, (2.2)

u̇ki2 (x) = Aki(x)uki2 (x) + fki(x) +Bki(x)wki2 (x), x ∈
[
0, lki

]
, k ∈ I+

i , i ∈ I, (2.3)

n i∑
s=1, ks∈I−i

giksj uiks2 (0) +

n̄i∑
s=1, ks∈I+

i

qksij uksi2

(
lksi
)

= vi2j , j = 1,Mi, i ∈ I. (2.4)

В силу выпуклости допустимых множеств W ki, V i для произвольного λ ∈ [0; 1] имеет
место wki = λwki1 + (1 − λ)wki2 ∈ W ki, vi = λvi1 + (1 − λ)vi2 ∈ V i. Обозначим uki(t) =
λuki1 (x) + (1− λ)uki2 (x).

Умножим обе части (2.1) на λ, а (2.3) –– на (1 − λ), почленно сложим полученные
равенства и сгруппируем:

λu̇ki1 (x) + (1− λ)u̇ki2 (x) = Aki(x)
[
λuki1 (x) + (1− λ)uki2 (x)

]
+
[
λfki(x) + (1− λ)fki(x)

]
+

Bki(x)
[
λwki1 (x) + (1− λ)wki2 (x)

]
, x ∈

[
0, lki

]
.

Отсюда следует, что пара
(
uki(x), wki

)
удовлетворяет системе дифференциальных урав-

нений:

u̇ki(x) = Aki(x)uki(x) +Bki(x)wki(x) + fki(x), x ∈ [0, lki], k ∈ I+
i , i ∈ I.

Умножая обе части (2.2) на λ, а (2.4) –– на (1− λ), складывая и группируя, получим
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n i∑
s=1, ks∈I−i

giksj

[
λuiks1 (0) + (1− λ)uiks2 (0)

]
+

n̄i∑
s=1, ks∈I+

i

qksij

[
λuksi1

(
lksi
)

+ (1− λ)uksi2

(
lksi
)]

= λvi1j + (1− λ)vi2j , j = 1,Mi, i ∈ I.

Отсюда следует, что пара
(
uki(x), vi

)
удовлетворяет условиям:

n i∑
s=1, ks∈I−i

giksj uiks(0) +

n̄i∑
s=1, ks∈I+

i

qksij uksi
(
lksi
)

= vij , j = 1,Mi, i ∈ I.

В силу выпуклости функций fki0 (u,w, v, x) и Φi(ui, ūi, vi) по аргументам u, w, vi имеем

=(w, v) = =
(
λw1 + (1− λ)w2, λv1 + (1− λ)v2

)
=
∑
i∈I

( ∑
k∈I+

i

∫ lki

0
fki0

(
λu+ (1− λ)u, λw + (1− λ)w, λv + (1− λ

)
v, x) dx+

Φi
(
λui + (1− λ)ui, λūi + (1− λ)ūi, λvi + (1− λ)vi

))

≤
∑
i∈I

( ∑
k∈I+

i

(
λ

∫ lki

0
fki0 (u,w, v, x)dx+ (1− λ)

∫ lki

0
fki0 (u,w, v, x) dx

)
+

λΦi(ui, ūi, vi) + (1− λ)Φi(ui, ūi, vi)

)
≤ λ=(w, v) + (1− λ)=(w, v). (2.5)

Отсюда следует выпуклость функционала =(w, v). Ясно, что в случае, если одна из функ-
ций fki0 (u,w, v, x), Φi( ui, ūi, vi) будет строго выпуклой, то знак неравенства в (2.5) будет
строгим. Следовательно, и функционал задачи (1.1)–(1.4) будет строго выпуклым.

Далее исследуем дифференцируемость функционала (1.3) и получим формулы для
компонентов его градиента по оптимизируемой паре υ = (w, v). Для этого используем
метод приращения оптимизируемого вектора и определим линейные части приращения
функционала [30, 31].

Пусть υ̂ = (ŵ, v̂) и υ = (w, v) — две допустимые пары параметров, функции û =
u(x; υ̂) =

(
uki(x; υ̂) : k ∈ I+

i , i ∈ I
)
и u = u(x; υ) =

(
uki(x; υ) : k ∈ I+

i , i ∈ I
)
— соответ-

ствующие этим парам решения краевой задачи (1.1), (1.2). Обозначим

∆uki(x; υ) = ∆uki(x) = uki(x; υ̂)− uki(x; υ), k ∈ I+
i , i ∈ I,

∆υ = (∆w,∆v), ∆w = ŵ − w, ∆v = v̂ − v.

Ясно, что из (1.1), (1.2) следует, что функция ∆uki(x) является решением следующей
краевой задачи с нелокальными краевыми условиями:

∆u̇ki(x) = Aki(x)∆uki(x) +Bki(x)∆wki(x), x ∈
[
0, lki

]
, (2.6)

n i∑
s=1, ks∈I−i

giksj ∆uiks(0) +

n̄i∑
s=1, ks∈I+

i

qksij ∆uksi
(
lksi
)

= ∆vij , j = 1,Mi, i ∈ I. (2.7)

Тогда приращение функционала (1.3), соответствующее приращению ∆υ, несложно при-
вести к виду
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∆=(w, v) = =(ŵ, v̂)−=(w, v)

=
∑
i∈I

∑
k∈I+

i

∫ lki

0

(
∂fki0

∂uki
∆uki(x) +

(
∂fki0

∂wki

)>
∆wki(x) +

(
∂fki0

∂vi

)>
∆vi

)
dx+

∑
i∈I

(
∂Φi

∂ui
∆ui +

∂Φi

∂ūi
∆ūi +

∂Φi

∂vi
∆vi

)
+ η,

η = o
(
‖∆u(x)‖LM

2 [0,l] , ‖∆w(x)‖LM
2 [0,l] , ‖∆v‖RM

)
. (2.8)

Здесь fki0 = fki0 (u,w, v, x), Φi = Φi(ui, ūi, vi), η — остаточный член в соответствующих
пространствах функций и конечномерных векторов.

Как известно из теории дифференциальных уравнений [32, 33], при сделанных пред-
положениях на данные, участвующие в задаче, имеет место оценка

‖∆u(x)‖LM
2 [0,l] ≤ O

(
‖∆w(x)‖LM

2 [0,l] , ‖∆v‖RM

)
.

Перенесем правые части уравнений (2.6) влево и умножим равенства на пока произволь-
ные непрерывно дифференцируемые по своим аргументам ℵ-мерные вектор-функции
ψki(x) ∈ Rℵ, x ∈ (0, lki), k ∈ I+

i , i ∈ I. Просуммируем полученные выражения, равные
нулю, и проинтегрируем эту сумму по частям:

0 =
∑
i∈I

∑
k∈I+

i

∫ lki

0

[(
ψki(x)

)>
∆u̇ki(x)−Aki(x)∆uki(x)− Bki(x)∆wki(x)

]
dx

=
∑
i∈I

{[ ∑
k∈I+

i

(
ψki(lki)

)>
∆uki(lki)−

∑
k∈I−i

(
ψik(0)

)>
∆uik(0)

]
−

∑
k∈I+

i

∫ lki

0

[(
(ψ̇ki(x))> +

(
ψki(x)

)>
Aki(x)

)
∆uki(x)−

(
ψki(x)

)>
Bki(x)∆wki(x)

]
dx

}
.

(2.9)

Прибавив правую часть (2.9) к (2.8) и группируя, получим

∆=(w, v) =
∑
i∈I

∑
k∈I+

i

∫ lki

0

[(
∂fki0

∂uki
− (ψ̇ki(x))> −

(
ψki(x)

)>
Aki(x)

)
∆uki(x)−

((
ψki(x)

)>
Bki(x)−

(
∂fki0

∂wki

)>)
∆wki(x)

]
dx+

∑
i∈I

∑
k∈I+

i

∫ lki

0

[(
∂fki0

∂vi

)>
dx+

∂Φi

∂vi

]
∆vi +

∑
i∈I

((
∂Φi

∂ui
− (ψi)>

)
∆ui +

(
∂Φi

∂ūi
+ (ψ̄i)>

)
∆ūi

)
+ η, (2.10)

где ψi =
(
ψik1(0), . . . , ψikn i (0)

)>, ψ̄i =
(
ψk1i(lk1i), . . . , ψkn̄i i(lkn̄i i)

)>. Пользуясь произволь-
ностью вектор-функций ψki(x) ∈ Rℵ, k ∈ Iki , i ∈ I, потребуем от них равенства нулю
выражений в квадратных скобках (множителей ∆uki). Получим систему дифференци-
альных уравнений:
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ψ̇ki(x)=

(
∂fki0 (uki(x), wki(x), vi)

∂uki

)>
−
(
Aki(x)

)>
ψki(x), x ∈

[
0, lki

]
, k ∈ I+

i , i ∈ I, (2.11)

которую назовем сопряженной к (1.1).
Линейная часть приращения функционала, соответствующая приращению оптими-

зируемой вектор-функции w(x), является выражением градиента функционала:

gradwki=(w, v) = −
(
Bki(x)

)>
ψki(x) +

∂fki0

∂wki
. (2.12)

Для получения краевых условий для сопряженной системы (2.11) и градиента функци-
онала по v займемся последними тремя слагаемыми (2.10).

Для простоты изложения приводимых далее выкладок вместо матричных и вектор-
ных операций будем использовать покомпонентную их запись. Условия (2.7) запишем в
следующем виде: gik1

11 · · · gik1
1ℵ · · · g

ikn i
1n i

· · · g
ikn i
1n i·ℵ

· · · · · · · · ·
gik1
Mi,1

· · · gik1
Mi,ℵ · · · g

ikn i
Mi,n i

· · · gikn i
Mi,n i·ℵ


 ∆ui1

· · ·
∆uin i·ℵ

+

 qik1
11 · · · q

ik1
1ℵ · · · q

ikn̄i
1n̄i

· · · q
ikn̄i
1n̄i·ℵ

· · · · · · · · ·
qik1
Mi,1

· · · qik1
Mi,ℵ · · · q

ikn̄i
Mi,n̄i

· · · qikn̄i
Mi,n̄i·ℵ


 ∆ūi1

· · ·
∆ūin̄i·ℵ

 =

 ∆vi1
· · ·

∆viMi

 .

Обозначим через cij =
(
gik1
j , . . . , g

ikn i
j

)
, c̄ij =

(
qk1i
j , . . . , q

kn̄i i
j

)
строчные векторы раз-

мерности n i · ℵ и n̄i · ℵ соответственно, через ∆ui =
((

∆ui
)>
,
(
∆ūi

)>)> — расширенный

вектор размерности ni · ℵ. Введем расширенную матрицу Ci =
(
cijs
)Mi, ni·ℵ
j=1, s=1

, i ∈ I, каж-
дая строка которой является расширенным строчным вектором cij =

(
cij , c̄

i
j

)
размерности

ni · ℵ. Тогда соотношения (2.7) примут вид ci1,1 · · · ci1,(ni·ℵ)

· · · · · · · · ·
ciMi,1

· · · ciMi,(ni·ℵ)

 ∆ui1
· · ·

∆uini·ℵ

 =

 ∆vi1
· · ·

∆viMi

 , i ∈ I, (2.13)

или в матричной форме:
Ci∆u

i = ∆vi, i ∈ I.

Согласно предположения о линейной независимости условий (1.2), имеет место

rangCi = Mi. (2.14)

Так как матрица Ci имеет размерность Mi × (ni · ℵ), Mi ≤ ni · ℵ, i ∈ I, то из мат-
рицы Ci можно извлечь обратимую подматрицу (минор)

_
Ci с рангом, равным Mi. Из-

менив порядок столбцов, расширенную матрицу вновь обозначим через Ci = [
_
Ci,

^
Ci].

Здесь
^
Ci — матрица, составленная из столбцов расширенной матрицы Ci, не включен-

ных в матрицу
_
Ci. Аналогично этому вектор ∆ui разбивается на Mi-мерный вектор

∆
_
u
i
=
(
∆

_
u
i

1, . . . ,∆
_
u
i

Mi

)>, соответствующий матрице
_
Ci, и (ni ·ℵ−Mi)-мерный вектор

∆
^
u
i
=
(
∆

^
u
i

1, . . . ,∆
^
u
i

(ni·ℵ)−Mi

)>. Тогда (2.13) можно записать так
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
_
c
i

1,1 · · ·
_
c
i

1,Mi

· · ·
_
c
i

Mi,1 · · ·
_
c
i

Mi,Mi


 ∆

_
u
i

1

· · ·
∆

_
u
i

Mi

+


^
c
i

1,1 · · ·
^
c
i

1,(ni·ℵ−Mi)

· · ·
^
c
i

Mi,1 · · ·
^
c
i

Mi,(ni·ℵ−Mi)


 ∆

^
u
i

1

· · ·
∆

^
u
i

(ni·ℵ)−Mi

 =

 ∆vi1
· · ·

∆viMi


или в виде

_
Ci ∆

_
u
i

+
^
Ci ∆

^
u
i
= ∆vi, i ∈ I. (2.15)

Учитывая (2.14),
_
Ci имеет обратную матрицу. Умножая обе части (2.15) слева на( _

Ci
)−1 , получим

∆
_
u
i
= −

( _
Ci
)−1 ^

Ci ∆
^
u
i

+
( _
Ci
)−1

∆vi, i ∈ I. (2.16)

Аналогично из расширенных векторов ∂Φi

∂ui =

[
∂Φi

∂ui ,
∂Φi

∂ūi

]
, ψi =

((
−ψi

)>
,
(
ψ̄i
)>)> раз-

мерности ni · ℵ выделяем векторы ∂
_

Φ
i

∂ui =

(
∂

_

Φ
i

∂ui
1

, . . . ,
∂

_

Φ
i

∂ui
Mi

)
,
_
ψ
i

=

(
_
ψ
i

1, . . . ,
_
ψ
i

Mi

)>
.

Из (2.16) следует, что приращения ∆
^
u
i
∈ R(ni·ℵ)−Mi являются независимыми и про-

извольными, а следовательно, можно их принять равными нулю. Тогда для последних
двух слагаемых из (2.10) можно получить

∑
i∈I

((
∂Φi

∂ui
− (ψi)>

)
∆ui +

(
∂Φi

∂ūi
+ (ψ̄i)>

)
∆ūi

)
=
∑
i∈I

(
∂Φi

∂ui
+ (ψi)>

)
∆ui

=
∑
i∈I

(
∂
_
Φ
i

∂ui
+ (

_
ψ
i

)>

)
∆

_
u
i

+
∑
i∈I

(
∂
^
Φ
i

∂ui
+ (

^
ψ
i

)>

)
∆

^
u
i

=
∑
i∈I

(
∂
^
Φ
i

∂ui
+ (

^
ψ
i

)>

)
∆

^
u
i
−
∑
i∈I

(
∂
_
Φ
i

∂ui
+ (

_
ψ
i

)>

)( _
Ci
)−1 ^

Ci ∆
^
u
i

+

∑
i∈I

(
∂
_
Φ
i

∂ui
+ (

_
ψ
i

)>

)( _
Ci
)−1

∆vi.

Учитывая это в (2.10) и приравнивая к нулю коэффициенты при ∆
^
u
i
, получим для

каждого i-го узла следующие Mi краевых условий:

(^
Ci

)>(_
C
−1

i

)>(∂ _
Φ
i

∂ui

)>
+

_
ψ
i

−
∂ ^

Φ
i

∂ui

>− ^
ψ
i

= 0, i ∈ I, (2.17)

которым должны удовлетворять значения сопряженных функций ψki(0) и ψki(lki),
k ∈ I+

i , i ∈ I. Тогда компоненты градиента функционала (1.3) по vi определяются сле-
дующей формулой:
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gradvi=(w, v) =
∂fki0

∂vi
+

(
_
C
−1

i

)>(∂ _
Φ
i

∂ui

)>
+

_
ψ
i

+
∂Φi

∂vi
. (2.18)

Таким образом, можно считать доказанной следующую теорему.

Теорема 2.2. Пусть выполнены условия, наложенные на функции и параметры,
участвующие в задаче (1.1)–(1.4). Тогда функционал (1.3) дифференцируем и компонен-
ты градиента функционала (1.3) по управляющим функциям и параметрам для всех
k ∈ I+

i , i ∈ I, определяются формулами (2.12), (2.18), а непрерывно-дифференцируемая
вектор-функция ψki(x) ∈ Rℵ, x ∈ [0, lki], k ∈ I+

i , i ∈ I, является решением сопряженной
системы (2.11) с неразделенными краевыми условиями (2.17).

Интересно отметить следующее. Во-первых, сопряженная задача (2.11), (2.17) имеет
ту же специфику, что и прямая задача. А именно, система (2.11) имеет блочную струк-
туру, а краевые условия (2.17) по всех узлах являются неразделенными. Во-вторых,
в выражениях компонент градиента функционала по управляющим воздействиям на
(k, i)-е звено, как видно из (2.12), участвует сопряженная функция только этого звена.
А в формулах для компонент градиента функционала по источникам, воздействующих
на i-ю вершину, как видно из (2.18), участвуют краевые значения прямой и сопряженной
переменных, определенных именно только в этой вершине.

Сформулируем необходимые условия оптимальности в вариационной форме (см. [30])
для задачи (1.1)–(1.3) в виде следующей теоремы.

Теорема 2.3. Пусть выполнены условия, наложенные на функции и параметры,
участвующие в задаче (1.1)–(1.4). Для оптимальности управления ŵki(x) ∈ W ki и па-
раметров v̂i ∈ V i необходимо и достаточно, чтобы неравенства(

gradwki=(ŵ, v̂), wki(x)− ŵki(x)
)
≥ 0 (2.19)

и (
gradvi=(ŵ, v̂), vi−v̂i

)
≥ 0 (2.20)

выполнялись для всех допустимых управлений wki(x) ∈ W ki и значений параметров
vi ∈ V i, k ∈ I+

i , i ∈ I.

Отметим следующее. Рассматриваемые в статье многосвязные объекты произвольной
структуры можно за счет изменения направления ребер, а в случае необходимости вве-
дением дополнительных узлов, привести к виду, когда все узлы из I разбиваются на два
непересекающихся подмножества: узлы, у которых все ребра являются входящими (I in),
и узлы, у которых все ребра — исходящие (Iout), т. е. I = I in

⋃
Iout. Например, на рис. 2 а

ребро (5, 6) введением нового узла (8) разбито на два ребра (8, 5) и (8, 6) (рис. 2 б), и
тогда I in = {1, 3, 5, 6}, Iout = {2, 4, 7}. В этом случае условия (1.2) разбиваются на две
группы условий:

Ci u
i = vi, i ∈ I in, ui = {uki : k ∈ I+

i , i ∈ I
in},

C̄iū
i = v̄i, i ∈ Iout, ūi = {uki : k ∈ I−i , i ∈ I

out}.
(2.21)

Однако замена условий (1.2) условиями (2.21) в исследовании задачи (1.1)–(1.4) никаких
преимуществ с теоретической точки зрения не дает.
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а) б)

Рис. 2. а) исходный граф, б) преобразованный граф

Во многих практических приложениях управляющие воздействия и внешние источни-
ки участвуют не на всех участках и в вершинах объекта или же их значения могут быть
заданы и не оптимизироваться. В этих случаях соответствующие компоненты градиен-
тов функционала gradw=(w, v) и gradv=(w, v) не вычисляются и принимаются равными
нулю.

3. Схема численного решения задачи

В этом пункте предлагается численная схема решения задачи (1.1)–(1.4). Отметим,
что решение задачи (1.1)–(1.4) требует рассмотрения задач двух уровней: задачи опти-
мизации и оптимального управления (верхний уровень) [26–28, 30, 31] и краевой задачи
(прямой и сопряженной) относительно систем ОДУ блочной структуры с неразделенны-
ми краевыми условиями (нижний уровень).

Верхний уровень. Для определения оптимальных значений υ = (w, v), применяя фор-
мулы (2.12)–(2.18) для вычисления компонентов градиента функционала задачи (1.1)–
(1.4), можно использовать эффективные методы оптимизации первого порядка, напри-
мер, метод проекции градиента [30]:

(
wki

vi

)t+1

= PWki×V i

[(
wki

vi

)t
− αt

(
gradwki=(wt, vt)
gradvi=(wt, vt)

)]
, k ∈ I+

i , i ∈ I, t = 1, 2, . . . . (3.1)

Здесь PWki×V i [•] — оператор проектирования точки на допустимые множестваW ki×V i,
имеющие простую структуру, например являющиеся параллелепипедами, шарами и т. п.,
αt ≥ 0 — шаг одномерной минимизации.

На каждой итерации процедуры (3.1) требуется вычисление компонент градиента
функционала =(w, v) при текущих значениях управления w(x) и параметра v. Для это-
го сначала решается прямая краевая задача (1.1), (1.2), далее — сопряженная краевая
задача (2.11), (2.17). Результаты решения подставляются в формулы (2.12), (2.18) для
вычисления компонентов градиента функционала.

Нижний уровень. Прямая (1.1), (1.2) и сопряженная (2.11), (2.17) краевые задачи
являются двухточечными задачами специфической (блочной) структуры большой раз-
мерности. Для их решения ниже предлагается подход, основанный на использовании
предложенной в [17, 19] операции переноса неразделенных краевых условий, учитыва-
ющий специфику (большую размерность и блочную структуру) прямой и сопряженной
начально-краевых задач. Приведем соответствующие формулы и схемы, не требующие
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одновременного решения всех подсистем систем (1.1) или (2.11). Подход позволяет прово-
дить прогонку каждого условия отдельно и поблочно. В конце требуется решение алгеб-
раической системы уравнений со слабо и произвольно заполненной матрицей, а далее —
решение задач Коши в отдельности для каждой подсистемы.

Сначала рассмотрим прямую задачу. Предлагаемый подход, как и все подобные ме-
тоды переноса условий, заключается в замене условий (1.2) относительно вершины i ∈ I,
содержащих значение uik(0), на эквивалентные условия со значением uki(lki) при пере-
носе вправо, при переносе влево –– в замене условий, содержащих uki(lki), на условия
со значением uik(0). В результате вместо условий вида (1.2) будут получены M условий
вида

ni∑
s=1, ks∈I+

i

q̃ksij uksi(lksi) = rij , j = 1,Mi, i ∈ I, (3.2)

при переносе условий (1.2) вправо или вида

ni∑
s=1, ks∈I−i

g̃iksj uiks(0) = rij , j = 1,Mi, i ∈ I, (3.3)

при переносе условий (1.2) влево. Получение условий вида (3.2) или (3.3) будем осу-
ществлять поэтапно. Чтобы не иметь дело с матричными операциями, каждое условие
из (1.2) будем переносить отдельно.

Условия (3.2) и (3.3) представляют собой систему M алгебраических уравнений с M
неизвестными относительно u(l) ∈ RM и u(0) ∈ RM соответственно. После решения од-
ной из этих систем относительно подсистем системы дифференциальных уравнений (1.1)
получаем m задач Коши, которые решаются независимо друг от друга.

Замечание. Во многих конкретных практических задачах бóльшая часть условий из
(1.2) вместо общего вида (1.2), как указывалось, в целом, может быть задана в виде (2.21)
или, более того, может совпасть с условиями Коши на левом или правом концах. Поэто-
му выбор направления переноса условий влево или вправо следует осуществлять исходя
из того, в каком из концов локальных условий больше — в тот конец и переносить остав-
шиеся условия.

Итак, рассмотрим из (1.2) какое-либо j-е условие, заданное в i-й вершине, j = 1, . . . ,
Mi, i ∈ I. Результатом переноса этого условия в правый конец является эквивалентное
ему условие в виде

n i∑
s=1, ks∈I−i

αiksj (liks)uiks(liks) +

n̄i∑
s=1, ks∈I+

i

qksij uksi(lksi) = γij(l
ki), (3.4)

где αiksj (x) и γij(x) — некоторые, пока неизвестные, строчная ℵ-мерная вектор-функция
и скалярная функция соответственно; ℵ-мерный вектор uki(lki) — значение неизвестного
решения (k, i)-ой подсистемы системы (1.1) в правом конце. Группируя слагаемые (3.4)
и переобозначая коэффициенты, получим j-е условие вида (3.2). Аналогично, перенося
j-е условие влево, будет получено условие вида (3.3).

Получение условия вида (3.4) будем осуществлять поэтапно для каждого граничного
значения функции uik(x), k ∈ I−i , в j-м условии для i-го узла из (1.2).
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Изложим процесс переноса условий вправо более подробно. Пусть среди компонент
вектора giksj =

(
giksj,1 , . . . , g

iks
j,ℵ

)
, ks ∈ I−i , s = 1, n i, имеются ненулевые. В противном

случае j-е условие прогонять вправо не надо, т. к. в этом условии участвуют только
значения uki(lki). Пусть отличный от нуля коэффициент есть gidj 6= 0ℵ, d ∈ I−i (0ℵ —
ℵ-мерный вектор, все компоненты которого равны 0).

Отметим, что порядок выбора отличных от нуля коэффициентов непринципиален.
Перенос значений решений подсистем из левого конца в правый можно осуществлять в
произвольной последовательности выбора как подсистем, так и самих ограничений.

Определение. Будем говорить, что ℵ-мерная строчная вектор-функция αidj (x) =(
αidj,1(x), . . . , αidj,ℵ(x)

)
и скалярная функция γij(x) такие, что

αidj (0) = gidj (0), γij(0) = vij , d ∈ I−i , i ∈ I, (3.5)

осуществляют перенос слева направо граничного значения решения (i, d)-й подсисте-
мы (1.1) в j-м условии для i-го узла из (1.2) вправо, если для произвольного реше-
ния uid(x) этой подсистемы выполняется равенство

αidj (x)uid(x) +

n i∑
s=1, ks∈I−i \{d}

giksj uiks(0) +

n̄i∑
s=1, ks∈I+

i

qksij uksi(lksi) = γij(x), x ∈
[
0, lid

]
. (3.6)

Ясно, что условие (3.6), учитывая (3.4), при x = 0 совпадает с j-м условием для i-го
узла из (1.2). Функции αidj (x), γij(x) будем называть прогоночными. Подставляя значения
функций αidj (x), γij(x) при x = lid в (3.4), получим равенство, эквивалентное j-му условию
для i-го узла из (1.2):

n i∑
s=1, ks∈I−i \{d}

giksj uiks(0) +

n̄i∑
s=1, ks∈I+

i

qksij uksi(lksi) + αidj (lid)uid(lid) = γij(l
id). (3.7)

Прогоночные функции αidj (x), γij(x), используемые для переноса с одного конца в дру-
гой граничных значений решений подсистем, участвующих в краевых условиях (1.2),
неединственны. В частности, конструктивное их построение предложено в следующей
теореме.

Теорема 3.1. Пусть gidj 6= 0ℵ для d ∈ I−i и ℵ-мерная вектор-функция αidj (x) и скаляр-
ная функция γij(x) при x ∈ [0, lid] являются решением следующих задач Коши:

α̇idj (x) = −αidj (x)Aid(x), αidj (0) = gidj ,

γ̇idj (x) = αidj (x)
(
Bid(x)wid(x) + f id(x)

)
, γij(0) = vij ,

(3.8)

тогда эти функции являются прогоночными коэффициентами для переноса слева на-
право граничного значения решения (i, d)-й подсистемы (1.1) в j-м условии для i-го узла.

Доказательство. Пусть αidj (x), γij(x) — пока произвольные дифференцируемые функ-
ции, удовлетворяющие (3.5) и условию (3.6). Продифференцируем условие (3.6), учиты-
вая (i, d)-ю подсистему уравнений из (1.1). После группировки соответствующих слага-
емых при d ∈ I−i получим
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[
α̇idj (x) + αidj (x)Aid(x)

]
uid(x) +

[
−γ̇idj (x) + αidj (x)

(
Bid(x)wid(x) + f id(x)

)]
= 0. (3.9)

Учитывая произвольность функций αidj (x), γij(x) и необходимость выполнения равен-
ства для всех решений uid(x) (i, d)-й подсистемы уравнений (1.1), потребуем выполнения
равенства нулю выражений в квадратных скобках. Отсюда следует, что αidj (x), γij(x)
являются решением задач Коши (3.5), (3.6).

Указанная выше процедура переноса повторяется для следующего значения uiks(x),
ks ∈ I−i \{d}, у которого в новом полученном условии вида (3.7) коэффициент gidj 6= 0ℵ.
Это повторяется пока в j-м условии для i-го узла не перестанет участвовать какая-либо
компонента вектора uiks(0), ks ∈ I−i , s = 1, n i, с ненулевым коэффициентом. После
этого необходимо перейти к (j + 1)-му условию для i-го узла из (1.2). Эта процедура
повторяется до тех пор, пока все условия (1.2) не будут приведены к виду (3.2).

Далее, решая систему алгебраических уравнений (3.2) (или (3.3))M -го порядка, опре-
деляются векторы uksi(lksi), ks ∈ I+

i , s = 1, n̄i (или uiks(0), ks ∈ I−i , s = 1, n i).
Для определения искомых вектор-функций uik(x), x ∈ [0, lki], k ∈ I+

i , i ∈ I, ком-
поненты uki(lki), k ∈ I+

i , i ∈ I, найденного вектора используются в качестве начальных
значений для соответствующих задач Коши относительно каждой отдельной подсистемы
системы (1.1), решаемых в обратном порядке от x = lki до x = 0, k ∈ I+

i , i ∈ I.
Перенос условий может осуществляться также справа налево. Получение вспомога-

тельных задач Коши относительно прогоночных коэффициентов в этом случае прово-
дится аналогично.

Численное решение сопряженной начально-краевой задачи (2.11), (2.17) большой раз-
мерности и блочной структуры проводится вполне аналогично изложенному выше ре-
шению прямой задачи (1.1), (1.2).

4. Результаты численных экспериментов

Приведем результаты численных экспериментов, полученных при решении задачи
оптимального управления объектом (рис. 3), в котором

N = 4, m = 3, ℵ = 2, µ1,2 = 1, µ3,2 = 1, M = 6, J = {(1, 2), (3, 2), (2, 4)} ,
I = {1, 2, 3, 4} , I+

1 = ∅, I+
2 = {1, 3}, I+

3 = ∅, I+
4 = {2}, I−1 = {2},

I−2 = {4}, I−3 = {2}, I−4 = ∅, lki = 1, k ∈ I+
i , i ∈ I.

Рис. 3. Граф рассматриваемого объекта

Состояние каждого из трех блоков описывается системой двух обыкновенных диф-
ференциальных уравнений:
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u̇1,2
1 = u1,2

2 − 2x− 2, u̇1,2
2 = xu1,2

1 − 2u1,2
2 + x2 + w1,2(x),

u̇3,2
1 = u3,2

2 + 2− 3x, u̇3,2
2 = u3,2

1 − xu
3,2
2 + 3x2 + w3,2(x),

u̇2,4
1 = u2,4

2 − x− 2, u̇2,4
2 = u2,4

1 − u
2,4
2 + 5,

 (4.1)

или

A1,2(x) =

(
0 1
x −2

)
, A3,2(x) =

(
0 1
1 −x

)
, A2,4(x) =

(
0 1
1 −1

)
,

f1,2(x) =

(
−2x− 2
x2

)
, f3,2(x) =

(
2− 3x

3x2

)
, f2,4(x) =

(
−x− 2

5

)
,

B1,2(x) =

(
0 0
0 1

)
, B3,2(x) =

(
0 0
0 1

)
, B2,4(x) =

(
0 0
0 0

)
.

Ребра (блоки) (1, 2), (3, 2), (2, 4) на рис. 3 связаны между собой начальными и/или
конечными (краевыми) значениями состояний в виде (1.2). В вершинах 1, 3, 4 задано по
одному условию, а в вершине 2 заданы условия: M1 = M3 = M4 = 1, M2 = 3. В целом
заданы 6 условий, из них 3 являются неразделенными:

u1,2
1 (0) = v1, u3,2

2 (1)− u2,4
2 (0) = v2

1,

u1,2
2 (1)− u3,2

2 (1) = v2
2, u1,2

1 (1) + u3,2
1 (1) + u2,4

1 (0) = v2
3,

u2,3
1 (0) = v3, u4,2

2 (1) = 0.

(4.2)

Как видно, имеются по одному управляющему воздействию на звенья (1, 2), (3, 2) и
внешние источники v1 ∈ R1, v2 ∈ R3, v3 ∈ R1 в вершинах 1, 2, 3 соответственно.

Таким образом, матрицы Ci, i = 1, 3, 4, имеют размерность M1 ×ℵ = 1× 2, а размер-
ность C2 равна M2 × n2 · ℵ = 3× 6:

C1 =
(
g1,2

1,1 g1,2
1,2

)
=
(

1 0
)
,

C2 =


g2,4

1,1 g2,4
1,2 q1,2

1,1

g2,4
2,1 g2,4

2,2 q1,2
2,1

g2,4
3,1 g2,4

3,2 q1,2
3,1

q1,2
1,2 q3,2

1,1 q3,2
1,2

q1,2
2,2 q3,2

2,1 q3,2
2,2

q1,2
3,2 q3,2

3,1 q3,2
3,2

 =

 0 −1 0
0 0 0
1 0 1

0 0 1
1 0 −1
0 1 0

 , (4.3)

C3 =
(
g2,3

1,1 g2,3
1,2

)
=
(

1 0
)
, C4 =

(
q4,2

1,1 q4,2
1,2

)
=
(

1 0
)
.

Минимизируемый функционал имеет следующий вид:

=(w, v) =

∫ 1

0

[(
u1,2

2 (x)− 2x− 1
)2

+
(
u3,2

2 (x)− 3x
)2 (

u2,4
2 (x)− x− 3

)2
]
dx. (4.4)

Точным решением задач (4.1)–(4.4) являются

w1,2∗(x) = 3x+ 4, w3,2∗(x) = 5− 2x,

v1∗ = (1), v2∗ = (0, 0, −1), v3∗ = (−2),

u1,2∗

1 (x) = −x+ 1, u1,2∗

2 (x) = 2x+ 1, u3,2∗

1 (x) = 2x− 2,

u3,2∗

2 (x) = 3x, u4,2∗

1 (x) = x− 1, u4,2∗

2 (x) = x+ 3,

=(υ∗) = 0.
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В рассматриваемой задаче ограничений на управления и параметры источников нет.
Поэтому на верхнем уровне для решения задачи оптимизации можно использовать ме-
тоды безусловной оптимизации, в частности метод сопряженных градиентов [30].

Согласно формулам (2.11), сопряженная краевая задача имеет следующий вид:
ψ̇1,2

1 = −xψ1,2
2 , ψ̇1,2

2 = 2[u1,2
2 (x)− 2x− 1]− ψ1,2

1 + 2ψ1,2
2 ,

ψ̇3,2
1 = −ψ3,2

2 , ψ̇3,2
2 = 2[u3,2

2 (x)− 3x]− ψ3,2
1 + xψ3,2

2 ,

ψ̇2,4
1 = −ψ2,4

2 , ψ̇2,4
2 = 2[u2,4

2 (x)− x− 3]− ψ2,4
1 + ψ2,4

2 .

(4.5)

Учитывая (4.3), подматрицы матрицы Ci, i = 1, 3, 4, состоят из одного элемента. То-
гда, согласно (2.15), обратные к одноэлементным матрицам

_
C1= (1),

_
C3= (1),

_
C4= (1)

совпадают с самими матрицами
_
Ci, i = 1, 3, 4, и

^
C1= (0),

^
C3= (0),

^
C4= (0).

Из матрицы C2 можно выделить подматрицы ранга M2:

_
C2=


g2,4

1,1 q1,2
1,2 q3,2

1,2

g2,4
2,1 q1,2

2,2 q3,2
2,2

g2,4
3,1 q1,2

3,2 q3,2
3,2

 =

 0 0 1
0 1 −1
1 0 0

 ,

^
C2=


g2,4

1,2 q1,2
1,1 q3,2

1,1

g2,4
2,2 q1,2

2,1 q3,2
2,1

g2,4
3,2 q1,2

3,1 q3,2
3,1

 =

 −1 0 0
0 0 0
0 1 1

 .

Тогда компонентами векторов ui, i = 1, 3, 4, соответствующие столбцам подматриц
_
Ci,

i = 1, 3, 4, являются
_
u

1
=
(
u1,2

1 (0)
)
,
_
u

3
=
(
u2,3

1 (0)
)
,
_
u

4
=
(
u4,2

1 (1)
)
, а векторы, соот-

ветствующие столбцам подматриц
^
Ci, i = 1, 3, 4, являются векторы

^
u

1
=
(
u1,2

2 (0)
)
,

^
u

3
=
(
u2,3

2 (0)
)
,
^
u

4
=
(
u4,2

2 (1)
)
. Столбцам подматриц

_
C2 соответствует вектор

_
u

2
=
(
u2,4

1 (0), u1,2
2 (1), u3,2

2 (1)
)>
,

а вектор, соответствующий столбцам подматрицы
^
C2:

^
u

2
=
(
u2,4

2 (0), u1,2
1 (1), u3,2

1 (1)
)>
.

Тогда краевые условия во всех вершинах можно получить из следующих соотношений:

(^
C1

)>(_
C
−1

1

)>
ψ1,2

1 (0) = ψ1,2
2 (0),

(^
C2

)>(_
C
−1

2

)>
−ψ2,4

1 (0)

ψ1,2
2 (1)

ψ3,2
2 (1)

 =


−ψ2,4

2 (0)

ψ1,2
1 (1)

ψ3,2
1 (1).

 ,

(^
C3

)>(_
C
−1

3

)>
ψ2,3

1 (0) = ψ2,3
2 (0),

(^
C4

)>(_
C
−1

4

)>
ψ4,2

1 (1) = ψ4,2
2 (1).

Следовательно, согласно (2.17), для сопряженной системы (4.5) получим следующие кра-
евые условия:



К.Р. Айда-заде, Е.Р. Ашрафова 245

ψ1,2
2 (0) = 0, ψ2,3

2 (0) = 0, ψ4,2
2 (1) = 0,

−ψ1,2
2 (1)− ψ3,2

2 (1) = −ψ2,4
2 (0), −ψ2,4

1 (0) = ψ1,2
1 (1), −ψ2,4

1 (0) = ψ3,2
1 (1).

(4.6)

Градиент функционала определяется формулами:

gradw1,2=(w, v) = −ψ1,2
2 (x), gradw3,2=(w, v) = −ψ3,2

2 (x),

gradv1=(w, v) = −ψ1,2
1 (0),

gradv2=(w, v) =

(
_
C
−1

2

)> −ψ2,4
1 (0)

ψ1,2
2 (1)

ψ3,2
2 (1)

 =

 ψ1,2
2 (1) + ψ3,2

2 (1)

ψ1,2
2 (1)

−ψ2,4
1 (0)

 ,

gradv3=(w, v) = −ψ2,3
1 (0).

(4.7)

Для решения прямой и сопряженной задач использовался метод прогонки, основан-
ный на теореме 3.1. Задачи Коши (4.1), (4.2) и (4.5),(4.6) решались методом Рунге–Кутты
четвертого порядка с шагом h = 0.0025. В результате на последней итерации метода
сопряженных градиентов при решении прямой краевой задачи при переносе условий
вправо была получена следующая система алгебраических уравнений:

u1,2
1 (1) + u3,2

1 (1) + 1.788u4,2
1 (1)− 2.004u4,2

2 (1) = −8.018,

u3,2
2 (1) + 2.004u4,2

1 (1)− 3.783u4,2
2 (1) = −12.130,

1.83u1,2
1 (1)− 3.428u1,2

2 (1) = −10.264,

1.644u3,2
1 (1)− 1.64u3,2

2 (1) = −4.917,

u4,2
1 (1) = 0,

u1,2
2 (1)− u3,2

2 (1) = 0.

(4.8)

Решив систему (4.8) методом Гаусса и добавив к полученному решению последнее из
условий (4.2), будем иметь

u(1) = (−0.001; 2.993; −0.004; 2.993; 0; 3.997)∗. (4.9)

Компоненты полученного вектора u(1) в (4.9) имеют максимальное отклонение от из-
вестных точных значений меньше, чем 10−3. Далее, для получения вектор-функции u(x)
были решены задачи Коши с начальными условиями (4.9) на правом конце отдельно для
каждой из подсистем системы (4.1).

В таблице и на рис. 4 приведены соответственно значения и графики для оптималь-
ных точных

(
w1,2(x), w3,2(x)

)∗, (v1, v2, v3
)∗ и полученных методом сопряженных градиен-

тов для четырех различных начальных значений управлений и параметров υ0
i = (w0

i , v
0
i ),

i = 1, . . . , 4:

w0
1 = (4 + 3x; 5− x)0

1, v0
1 = (0; 0; 0; 0; 0)0

1,

w0
2 = (4 + x; 5)0

2, v0
2 = (1; 1; 1; 1; 1)0

2,

w0
3 = (4 + 2x; 5− x)0

3, v0
3 = (2; 2; 2; 2; 2)0

3,

w0
4 = (4; 5− 2x)0

4, v0
4 = (−2;−2;−2;−2;−2)0

4

с применением формул (4.7). При этом значение функционала, например в начальной
точке υ0

1 = (w0
1, v

0
1), было равно =(υ0

1) = 12.92, а полученные минимальные значения
функционала были меньше, чем 0.003.
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Таблица. Полученные и точные значения параметра v

Полученные из начальных точек υ0 Точное
v∗

1 v∗
2 v∗

3 v∗
4 v∗

( 0.986; ( 0.980; ( 0.981; ( 0.980; ( 1;
−0.002; −0.001; −0.001; −0.007; 0;
−0.002; −0.004; −0.002; −0.001; 0;
−1.001; −1.003; −1.002; −1.002; −1;
−2.007 ) −2.001 ) −2.006 ) −2.001 ) −2 )

а) б)

Рис. 4. Графики оптимальных и полученных управлений: а) w1,2(x), б) w3,2(x) — для четырех
начальных υ0

5. Заключение

В работе получены необходимые условия оптимальности в задаче оптимального
управления сложным объектом, описываемого системой дифференциальных уравнений
блочной структуры, блоки которой связаны произвольно лишь краевыми значениями.
Сами краевые условия, заданные в неразделенном виде, содержат оптимизируемые па-
раметры, определяемые внешними воздействиями. Исследованы выпуклость функцио-
нала, условия оптимальности для оптимизируемых функций и параметров, получены
формулы градиента функционала по ним, использованные для численного решения рас-
сматриваемой задачи с применением численных методов оптимизации первого порядка.

Предложен подход к численному решению прямой и сопряженной краевых задач
большой размерности и блочной структуры с неразделенными краевыми условиями.
Подход основан на предложенной схеме метода прогонки, позволяющей проводить про-
гонку отдельно поблочно с приведением решения задачи к алгебраической системе урав-
нений со слабо и произвольно заполненной матрицей, а далее к решению задач Коши
отдельно для каждой подсистемы. Подход позволяет строить эффективные алгоритмы
решения задач оптимального управления, основанные на естественном распараллелива-
нии процессов решения прямой и сопряженных краевых задач по блокам (подсистемам),
а далее по каждому краевому условию каждого блока.
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