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Проведен подробный математический анализ нестационарного течения в пограничном
слое вязкой жидкости, протекающей через пористые среды, при наличии тепломассо-
переноса. Предполагается, что на поверхности имеет место отсос или вдув жидкости.
C использованием преобразования подобия система управляющих нелинейных диффе-
ренциальных уравнений в частных производных преобразована в систему нелинейных
обыкновенных дифференциальных уравнений и решена аналитически и численно с по-
мощью метода гомотопического анализа и метода Рунге — Кутты совместно с методом
стрельбы соответственно. Сравнение аналитического и численного решений показало,
что они хорошо согласуются.

Ключевые слова: нестационарные пограничные слои, тепломассоперенос, вязкость,
зависящая от температуры.

Введение. Интерес к изучению тепломассопереноса в пограничном слое обусловлен
его применением в промышленности (горячая прокатка, производство бумаги, наклеива-
ние пленок на горячие тела, вытягивание пластмассовых пленок, волочение проволоки,
производство стекловолокна и т. д.). В ходе исследований замечено, что физические свой-
ства окружающей жидкости изменяются вследствие высокой температуры помещенного

в жидкость твердого тела. В работе [1] исследовано изменение динамической вязкости во-
ды в зависимости от температуры. В [2] изучено течение пленки жидкости по наклонной
горячей пластине с постоянной вязкостью. В [3–10] и других работах рассмотрены течения
жидкостей, вязкость которых зависит от температуры. Во всех указанных выше работах
число Прандтля полагалось постоянным. В [11] показано, что вследствие температурной
зависимости вязкости жидкости число Прандтля также зависит от температуры и, следо-
вательно, не является постоянным. В настоящей работе также предполагается, что число
Прандтля зависит от температуры.

Исследование тепломассопереноса в пористых средах с различной геометрией областей

течения имеет большое значение, что обусловлено его широким применением (геотерми-
ческие резервуары, теплоизоляция, насадочные колонны каталитических реакторов, под-
земный перенос энергии, охлаждение ядерных реакторов, добыча нефти при искусственно

c© Хуснэйн С., Мехмуд А., Али А., 2012



С. Хуснэйн, А. Мехмуд, А. Али 105

поддерживаемой энергии пласта, сушка пористых твердых тел и т. д.). В работе [12]
изучалось влияние химической реакции и переменной вязкости на смешанный гидромаг-
нитный конвективный тепломассоперенос в случае течения Хименца в пористых средах

при наличии излучения. В [13] с использованием конечно-разностного метода Чебышева
изучено влияние химической реакции и тепломассопереноса на ламинарное течение с пе-
ременной вязкостью вдоль полубесконечной горизонтальной пластины. Гидромагнитный
тепломассоперенос с учетом электропроводности и переменной вязкости на наклонной го-
рячей поверхности исследован в [11]. В [14] изучен тепломассоперенос на растягивающейся
пластине при наличии отсоса или вдува. Существует большое количество работ, посвя-
щенных исследованию тепломассопереноса в случае течения в пограничном слое при раз-
личных допущениях (см., например, [15–22]).

В указанных выше работах рассматривались только установившиеся течения. Однако
во многих практических задачах течение является нестационарным вследствие изменения

скорости тела. Известно небольшое количество работ, в которых анализируются нестаци-
онарные течения жидкости с переменной вязкостью в пограничном слое в пористых сре-
дах при наличии тепломассопереноса. Нестационарное вязкое магнитогидродинамическое
течение на вращающемся конусе рассматривалось в работе [23]. В [24] изучено нестацио-
нарное течение при наличии тепломассопереноса и источника (стока) тепла. В [25] иссле-
довано явление теплообмена на нестационарно растягивающейся пластине. В [26] изучены
нестационарные двумерные задачи тепломассопереноса при наличии химического тепло-
выделения.

Целью данной работы является исследование явления тепломассопереноса в нестаци-
онарном потоке жидкости в пористой среде на растягивающейся пластине при наличии

отсоса на стенке.
1. Формулировка задачи. Рассмотрим нестационарное двумерное вынужденное

конвективное течение несжимаемой вязкой жидкости в пограничном слое на горячей рас-
тягивающейся пластине, расположенной в пористой среде и движущейся с переменной
скоростью u(x, t) = cx/(1 − αt), где c — начальная скорость растяжения; c/(1 − αt) —
эффективная скорость растяжения; c, α — постоянные, имеющие размерность t−1. Счи-
тается, что температура поверхности Tw является однородной и превышает температуру

окружающей среды T∞. Предполагается, что вязкость жидкости и температуропровод-
ность являются линейными функциями температуры. В приближении пограничного слоя
определяющие уравнения движения и тепломассопереноса имеют вид
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где u, v — составляющие скорости вдоль координат x, y соответственно; µ — вязкость;
ρ — массовая плотность жидкости; cp — удельная теплоемкость при постоянном давлении;
ϕ — пористость; k — проницаемость; κ — теплопроводность; Dm — коэффициент моле-
кулярной диффузии; T , C — температура и концентрация компонентов соответственно.

Граничные условия для уравнений (1), (2) имеют вид

u = u(x, t), v = vw(t), T = Tw(x, t), C = Cw(x, t) при y = 0,

u = 0, T = T∞, C = C∞ при y →∞,
(3)
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где vw = −v0
√
ν∗c/(1− αt) — скорость отсоса жидкости; ν∗ — кинематическая вязкость

окружающей жидкости; нижние индексы w,∞ соответствуют параметрам на поверхности

пластины и границе пограничного слоя соответственно.
Введем следующие соотношения и безразмерные переменные:
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. (5)

Зависимость вязкости от температуры задается в виде [27, 28]

µ = µ∞/[1 + b(T − T∞)], (6)

где µ∞ — постоянное значение вязкости вдали от пластины; b > 0 — константа.
Зависимость температуропроводности от безразмерной температуры имеет вид κ =

κ0(1+βθ), где κ0 — значение температуропроводности при температуре поверхности Tw;
β — параметр, зависящий от типа жидкости. Заметим, что выражение для безразмерной
температуры θ может быть также записано в виде
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где
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b
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Подставляя соотношения (7) в уравнение (6), имеем
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. (8)

За счет введения функции тока в уравнение (4) уравнение неразрывности удовлетворяется
тождественно. Подставляя уравнения (4), (5) в уравнения (2), получаем обыкновенные
дифференциальные уравнения
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)
с граничными условиями (3) в безразмерной форме

f ′ = 1, f = S, θ = 1, ϕ = 1 при η = 0,

f ′ = 0, θ = 0, ϕ = 0 при η →∞,
(10)

где M = α/c — параметр нестационарности; K = (ϕ/k)(ν∗/c)(1 − αt) — параметр пори-
стости среды; Pr = (µ/k)cp = [Θ/(Θ − θ)] Pr∞ — число Прандтля; Sc = ν∞/Dm — число

Шмидта.
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2. Решение задачи. Ниже приведены решения рассматриваемой задачи, полученные
аналитическим и численным методами.

2.1. Решение методом гомотопического анализа. Для получения аналитического ре-
шения задачи использовался метод гомотопического анализа [29]. Этот метод уже исполь-
зовался в ряде работ (см. [30–45]) для получения аналитических решений сильнонелиней-
ных краевых задач. Выберем начальные приближения в виде

f0(η) = 1− S − e−η, θ0(η) = e−η, ϕ0(η) = e−η

и введем вспомогательные линейные операторы

L1(f) =
d3f

dη3
− df

dη
, L2(θ) =

d2θ

dη2
− θ, L2(ϕ) =

d2ϕ

dη2
− ϕ,

удовлетворяющие соотношениям

L1(D1 +D2 eη +D3 e−η) = 0, L2(D4 eη +D5 e−η) = 0, L3(D6 eη +D7 e−η) = 0,

где Djs (j = 1, 7) — произвольные постоянные.
Пусть p ∈ [0, 1] — параметр вложения, h — ненулевой вспомогательный параметр,

N1[f̂(η; p), θ̂(n; p)], N2[θ̂(η; p), f̂(n; p)], N3[ϕ̂(η; p), f̂(n; p)] — нелинейные операторы. Запи-
шем уравнения деформации нулевого порядка

(1− p)L1[f̂(η; p)− f0(η)] = ph1N1[f̂(η; p), θ̂(n; p)],

(1− p)L2[θ̂(η; p)− θ0(η)] = ph2N2[θ̂(η; p), f̂(n; p)], (11)

(1− p)L3[ϕ̂(η; p)− ϕ(η)] = ph3N3[ϕ̂(η; p), f̂(n; p)],

удовлетворяющие граничным условиям

f̂(0; p) = S, f̂ ′(0; p) = 1, f̂(∞; p) = 0,

θ̂(0; p) = 0, θ̂(∞; p) = 0, ϕ̂(0; p) = 0, ϕ̂(∞; p) = 0,

где
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При p = 0 и p = 1 из (11) следует

f̂(η; 0) = f0(η), f̂(η; 1) = f(η),

θ̂(η; 0) = θ0(η), θ̂(η; 1) = θ(η), ϕ̂(η; 0) = ϕ0(η), ϕ̂(η; 1) = ϕ(η).
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Таким образом, при p → 1 получаем решение рассматриваемой краевой задачи. Сле-
дуя [29], запишем уравнения деформации m-го порядка

L1[fm(η)− χmfm−1(η)] = h1R1m(η),

L2[θm(η)− χmθm−1(η)] = h2R2m(η), (12)

L3[ϕm(η)− χmϕm−1(η)] = h3R3m(η)

с граничными условиями

fm(0) = f ′m(0) = f ′m(∞) = 0,

θm(0) = θm(∞) = 0, ϕm(0) = ϕm(∞) = 0,
(13)

где
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1, m > 1.

Система (12), (13) представляет собой линейную систему обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, которая решается с помощью пакета программ MATHEMATICA. Окон-
чательное решение можно записать в форме бесконечного ряда

f(η) =
∞∑

m=0

fm(η), θ(η) =
∞∑

m=0

θm(η), ϕ(η) =
∞∑

m=0

ϕm(η). (14)

В [29] доказано, что, в случае если бесконечные ряды (14) являются сходящимися, они
представляют собой решение рассматриваемой задачи. Сходимость рядов решения (14)
доказана в подп. 2.3.
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2.2. Численное решение. Система обыкновенных дифференциальных уравнений (9)
с граничными условиями (10) решается с помощью схемы Рунге — Кутты четвертого

порядка. Для этого необходимо преобразовать краевые задачи в задачи вида

f ′ = w1, w′1 = w2, θ′ = w3, ϕ′ = w4,

w′2 =
(
1− θ

Θ

)[
M

(η
2
w2 + w1

)
+ w2

1 − fw2

]
− w3

Θ− θ
w2 +Kw1,

w′3 =
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)(M
2
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3

2
Mθ + 2w1θ − fw3

)
− βw2

3

1 + βθ
, (15)

w′4 = Sc(Mη/2− f)w4 + 2 Scw1ϕ

с начальными условиями

f(0) = S, f ′(0) = 1, θ(0) = 1, ϕ(0) = 1. (16)

Для того чтобы решить задачу (15), (16), используем метод Рунге — Кутты четвертого

порядка совместно с методом стрельбы, выбирая значения f ′′(0), θ′(0), ϕ′(0) при заданных
параметрах M , Θ, β, K, S, Pr, Sc. Численное решение получено с использованием про-
граммного обеспечения Matlab, расчет выполнялся с точностью до 10−7 при различных

величинах шагов.

2.3. Сходимость и точность решения, полученного методом гомотопического ана-
лиза. Согласно [29] скорость сходимости рядов решения, получаемого методом гомотопиче-
ского анализа, существенно зависит от параметра h. На рис. 1–3 представлены диапазоны
значений h1, h2, h3 для приближения 16-го порядка. Видно, что допустимые значения h1,
h2, h3 находятся в интервалах 0,2 < h1 < 0,6, −1,1 < h2 < −0,5 и −1,5 < h3 < −0,3. Однако
значения этих параметров могут быть найдены при вычислении остаточных погрешно-
стей. Результаты проведенного анализа показывают, что при h1 = 0,34, h2 = −0,882,
h3 = −0,9165 остаточные погрешности δf , δθ, δϕ быстро уменьшаются, при этом порядок
аппроксимации увеличивается (табл. 1). Это доказывает сходимость решения, получен-
ного методом гомотопического анализа. Чтобы доказать справедливость этого решения,
нужно провести его сравнение с численным решением (табл. 2). Из табл. 2 следует, что
данные решения хорошо согласуются.
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f (0)00

Рис. 1. Зависимость скорости f ′′(0) от параметра h1 при M = 0,5, S = 0,
β = 0,5, Pr = 0,5, K = 0,5
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Рис. 2 Рис. 3

Рис. 2. Зависимость температуры θ′(0) от параметра h2 при M = 0,5, S = 0,
β = 0,5, Pr = 0,5, K = 0,5

Рис. 3. Зависимость массовой концентрации ϕ′(0) от параметра h3 приM = 0,5,
S = 0, Sc = 1,5, K = 0,5

Таб ли ц а 1

Сходимость решения, полученного методом гомотопического анализа,
для приближений различного порядка m при β = 0,5, M = 0,5, S = 0, Pr = 0,5,

K = 0,5, Sc = 2,0, h1 = 0,34, h2 = −0,882, h3 = −0,9165

m f ′′(0) θ′(0) ϕ′(0) δf δθ δϕ

1 −0,9808 −0,5926 −1,9546 1,2219 · 10−2 5,8717 · 10−2 3,5035 · 10−2

5 −0,9622 −0,6196 −1,8952 9,6390 · 10−4 1,8064 · 10−3 1,0436 · 10−4

10 −0,9623 −0,6164 −1,8927 9,8154 · 10−5 5,2720 · 10−5 2,2247 · 10−5

15 −0,9625 −0,6159 −1,8915 1,9933 · 10−5 7,8270 · 10−6 1,1746 · 10−5

17 −0,9626 −0,6159 −1,8912 1,0695 · 10−5 3,8784 · 10−6 9,6991 · 10−6

18 −0,9626 −0,6159 −1,8910 7,8148 · 10−6 2,7443 · 10−6 6,1770 · 10−6

19 −0,9626 −0,6159 −1,8910 5,7005 · 10−6 1,9465 · 10−6 3,3184 · 10−6

20 −0,9626 −0,6159 −1,8910 4,1523 · 10−6 1,3848 · 10−6 2,0067 · 10−6

Таб ли ц а 2

Решения, полученные методом гомотопического анализа и численно,
при M = 0,5, K = 0,5, S = 0, Sc = 2,0

β Pr
Решение методом гомотопического анализа Численное решение

f ′′(0) θ′(0) ϕ′(0) f ′′(0) θ′(0) ϕ′(0)

0,5 0,5 −0,9626 −0,6159 −1,8910 −0,9624 −0,6169 −1,8948
0,7 0,5 −0,9692 −0,5633 −1,8914 −0,9690 −0,5644 −1,8950
1,0 0,5 −0,9774 −0,5026 −1,8911 −0,9774 −0,5035 −1,8947
1,5 0,5 −0,9885 −0,4302 −1,8907 −0,9885 −0,4314 −1,8943
0,5 0,7 −0,9447 −0,7558 −1,8922 −0,9447 −0,7560 −1,8925
0,5 1,0 −0,9250 −0,9352 −1,8907 −0,9249 −0,9352 −1,8925
0,5 1,5 −0,9017 −1,1852 −1,8878 −0,9017 −1,1852 −1,8912
0,5 2,0 −0,8853 −1,3974 −1,8873 −0,8852 −1,3973 −1,8887
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3. Результаты исследования и их обсуждение. На рис. 4–12 показано влияние
различных параметров на скорость, температуру и массоперенос. На рис. 4 видно, что
с увеличением температуропроводности толщина тепловых пограничных слоев увеличи-
вается, вследствие чего в пограничном слое возрастает температура. На рис. 5 показано
влияние числа Шмидта на профиль концентрации. Заметим, что с увеличением Sc значе-
ние концентрации уменьшается. Следовательно, при больших значениях Sc массоперенос
является достаточно большим вблизи пластины. На рис. 6, 7 представлены зависимости
касательного напряжения от параметровM и S соответственно при различных значениях
параметра пористости K. Видно, что с увеличением параметра пористости касательное
напряжение на растягивающейся пластине увеличивается. Это происходит вследствие то-
го, что большие значения K соответствуют малой проницаемости, т. е. отверстиям пор
небольшого диаметра, на стенках которых возникают большие касательные напряжения,
увеличивающиеся при наличии отсоса на стенке. На рис. 6 также видно, что касатель-
ное напряжение на пластине увеличивается с увеличением значения M . Этот факт можно
объяснить следующим образом: при фиксированном значении α увеличение значения M
соответствует уменьшению скорости растяжения, что указывает на наличие большого ка-
сательного напряжения (см. также рис. 7). На рис. 8–10 представлены зависимости локаль-
ного числа Нуссельта от M , S, Pr соответственно при различных значениях параметра
пористости K. Видно, что увеличение пористости среды приводит к уменьшению скоро-
сти теплообмена. Из рис. 8–10 следует, что с увеличением значений M , S, Pr скорость
теплообмена на пластине увеличивается. Таким образом, наличие сильного отсоса и боль-
шие значения числа Прандтля жидкости способствуют ускорению процесса охлаждения.
На рис. 11, 12 видно, что с увеличением параметра пористости среды K локальное число

Шервуда ϕ′(0) уменьшается. Из рис. 11 следует, что с увеличением параметра нестаци-
онарности M число Шервуда увеличивается. Это обусловлено тем, что вблизи пластины
пористость среды с течением времени увеличивается и как следствие скорость массо-
переноса уменьшается. Однако при наличии отсоса на пластине скорость массопереноса
значительно увеличивается (см. рис. 12).
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Рис. 4 Рис. 5

Рис. 4. Влияние параметра температуропроводности β на профиль температу-
ры θ(η) (S = 0, Θ = 2, M = 0,5, K = 0,5, Pr = 0,5):
1 — β = 0,5; 2 — β = 1,0; 3 — β = 1,5

Рис. 5. Влияние числа Шмидта Sc на функцию концентрации ϕ(η) (S = 0,
Θ = 2, M = 0,5, K = 0,5):
1 — Sc = 1,5; 2 — Sc = 1,7; 3 — Sc = 2,0
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Рис. 6. Зависимость f ′′(0) от M при S = 0, Θ = 2, β = 0,5 и различных
значениях K:
1 — K = 0,5; 2 — K = 1,0; 3 — K = 1,5

Рис. 7. Зависимость f ′′(0) от S при M = 0,5, Θ = 2, β = 0,5 и различных
значениях K:
1 — K = 0,5; 2 — K = 1,0; 3 — K = 1,5
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Рис. 8 Рис. 9

Рис. 8. Зависимость θ′(0) от M при S = 0, Θ = 2, β = 0,5, Pr = 0,5 и различных
значениях K:
1 — K = 0,5; 2 — K = 1,0; 3 — K = 1,5

Рис. 9. Зависимость θ′(0) от S при M = 0,5, Θ = 2, β = 0,5, Pr = 0,5 и
различных значениях K:
1 — K = 0,5; 2 — K = 1,0; 3 — K = 1,5
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Рис. 10. Зависимость θ′(0) от Pr при S = 0, Θ = 2, M = 0,5 и различных
значениях K:
1 — K = 0,5; 2 — K = 1,0; 3 — K = 1,5

Рис. 11. Зависимость ϕ′(0) отM при S = 0, β = 0,5, Θ = 2, Sc = 1,5 и различных
значениях K:
1 — K = 0,5; 2 — K = 1,0; 3 — K = 1,5
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Рис. 12. Зависимость ϕ′(0) от S при M = 0,5, Θ = 2, β = 0,5, Sc = 1,5 и
различных значениях K:
1 — K = 0,5; 2 — K = 1,0; 3 — K = 1,5
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Заключение. В работе изучены процессы тепломассопереноса течения несжимаемой
вязкой жидкости в пограничном слое. С использованием метода гомотопического анали-
за [29] и метода Рунге— Кутты совместно с методом стрельбы получены аналитические и

численные решения соответственно. Сравнение этих решений показывает, что они хорошо
согласуются. Исследовано влияние различных параметров, таких как параметр нестаци-
онарности, параметр, характеризующий зависимость вязкости жидкости от температу-
ры, температуропроводность, параметр отсоса, параметр пористости, числа Прандтля и
Шмидта, на характеристики переноса импульса, тепла и массы в пограничном слое. Ана-
лиз результатов решения задачи показывает, что наличие теплопроводности приводит к
уменьшению скорости охлаждения пластины. Отмечено, что с увеличением параметровM
и S касательное напряжение на пластине увеличивается. Увеличение значений парамет-
ров M , S, Pr приводит также к ускорению процесса охлаждения растягивающейся пла-
стины. В пористой среде скорость массопереноса уменьшается, однако при наличии отсоса
на пластине она увеличивается.
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