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0 − P1 mixed finite element

methods for elliptic boundary control problems. The state variables and co-state variables are approximated
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1. Введение

Метод конечных элементов успешно используется для решения задач оптимального
управления. Об исследованиях сходимости и сверхсходимости для различных задач оп-
тимального управления см. [1, 4, 9, 13, 14, 19–23, 25] для стандартного метода конечных
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элементов и [2, 3, 5, 11] для смешанного метода конечных элементов. Систематическое
описание задач оптимального управления можно найти, например, [15].

В последние годы многие исследователи начали уделять внимание численному моде-
лированию задач граничного управления. В [16, 17] Ян и Лиу обсудили апостериорные
оценки ошибки методов конечных элементов для некоторых эллиптических задач гра-
ничного управления. В [18] Лиу и Ян рассмотрели конечно-элементные аппроксимации
класса задач граничного управления для уравнений Стокса. Они получили не только
некоторые результаты по сверхсходимости для аппроксимации управления и состояния,
но и асимптотически точные апостериорные оценки ошибки на основе результатов по
сверхсходимости. В [12] Гонг и Ян обсудили смешанный метод конечных элементов для
задачи граничного управления Дирихле для эллиптических уравнений в частных произ-
водных (УЧП). Они рассмотрели задачи оптимального управления как для многоуголь-
ных, так и для общих гладких областей, и получили априорные оценки ошибок для
оптимального управления, состояния и сопряженного состояния. В [26] Ян с соавторами
проанализировали априорные оценки ошибки стандартных методов конечных элемен-
тов и смешанных методов конечных элементов для эллиптических задач оптимального
управления с граничными наблюдениями. Основная особенность такого рода задач оп-
тимального управления состоит в том, что наблюдения или измерения представляют
собой внешние нормальные производные переменной состояния на границе, что снижает
регулярность решений этих задач оптимального управления. В [8] Декелник с соавтора-
ми рассмотрели конечно-элементную аппроксимацию граничного управления Дирихле
для эллиптических УЧП в двумерных и трехмерных искривленных областях. Они рас-
смотрели вариационную дискретизацию эллиптических задач оптимального управления
Дирихле с ограничениями на управление. В [10] Ганзбюргер с соавторами обсуждали
априорные оценки ошибки конечно-элементных аппроксимаций для стохастических за-
дач оптимального граничного управления Неймана.

В этой статье мы рассмотрим P 2
0 − P1 смешанные конечно-элементные аппроксима-

ции [6] для некоторого класса эллиптических задач граничного управления. Сначала мы
обсудим априорные оценки ошибок для всех переменных. Затем мы получим результат
по сверхсходимости для переменной управления, используя оператор проектирования
для постобработки. Насколько нам известно, эти результаты являются новыми в лите-
ратуре по априорным оценкам ошибок и сверхсходимости P 2

0 − P1 смешанных методов
конечных элементов для эллиптических задач граничного управления.

Нас интересуют следующие задачи граничного управления для переменных состоя-
ния ppp, y и управления u с интегральным ограничением управления:

min
u∈Uad

{
1

2
‖ppp− pppd‖2 +

1

2
‖y − yd‖2 +

ν

2
‖, u‖20,∂Ω

}
, (1.1)

подчиняющимся уравнению состояния

−div(A(x)∇y) + cy = f, x ∈ Ω, (1.2)

которое можно записать в виде системы первого порядка:

divppp+ cy = f, ppp = −A(x)∇y, x ∈ Ω, (1.3)

с граничым условием

A(x)∇y ·nnn = u+ zb, x ∈ ∂Ω, (1.4)

где Ω — ограниченная область в R2, nnn — внешняя нормаль на ∂Ω. Uad — допустимое
множество переменной управления, определяемое следующим образом:
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Uad =

{
u ∈ L2(∂Ω) :

∫
∂Ω
u dx ≥ 0

}
. (1.5)

Предположим, что c ≥ c1 > 0, c ∈ L∞(Ω), yd ∈ L2(Ω), zb ∈ L2(∂Ω), pppd ∈ (L2(Ω))2 и ν —
фиксированное положительное число. Коэффициент A(x) = (aij(x)) является симмет-
ричной матричной функцией с aij(x) ∈ W 1,∞(Ω), удовлетворяющей условию эллиптич-
ности

a∗|ξ|2 ≤
2∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ a∗|ξ|2 ∀ (ξ, x) ∈ R2 × Ω, 0 < a∗ < a∗.

Статья построена следующим образом. В пункте 2 мы строим P 2
0 − P1 смешанную

конечно-элементную схему аппроксимации для задачи граничного управления (1.1)–(1.4)
и даем эквивалентные условия оптимальности. В п. 3 мы получаем не только априор-
ные оценки ошибки для всех переменных, но также результат по сверхсходимости для
переменной управления с помощью оператора проектирования для постобработки.

В последнем пункте мы кратко суммируем результаты, полученные в предыдущих
пунктах, и обсуждаем будущую работу.

В этой статье приняты стандартные обозначения:Wm,p(Ω) для пространств Соболева
на Ω с нормой ‖ · ‖m,p, задаваемой ‖v‖pm,p =

∑
|α|≤m ‖Dαv‖pLp(Ω), и полунормой | · |m,p,

задаваемой |v|pm,p =
∑
|α|=m ‖Dαv‖pLp(Ω). Аналогичным образом мы можем определить

пространствоWm,p(∂Ω). Для p = 2 обозначим Hm(Ω) = Wm,2(Ω) и ‖·‖m = ‖·‖m,2, ‖·‖ =
‖·‖0,2. Кроме того, C обозначает общую положительную постоянную, не зависящую от h,
где h — пространственный шаг сетки для дискретизации управления и состояния.

2. Смешанные методы для задач оптимального управления

В этом пункте мы построим P 2
0 −P1 смешанную схему конечно-элементной аппрокси-

мации задачи (1.1)–(1.4). Для простоты предположим, что область Ω представляет собой
выпуклый многоугольник.

Пусть

VVV = (L2(Ω))2 и W = H1(Ω). (2.1)

Как в [6], для (1.3) мы получим следующую смешанную вариационную форму:

− (ppp,∇w) + (cy, w) = (f, w) + (u+ zb, w)∂Ω ∀ w ∈W, (2.2)

(A−1ppp,vvv) + (∇y,vvv) = 0 ∀ vvv ∈ VVV , (2.3)

где (·, ·) — скалярное произведение в L2(Ω), а (·, ·)∂Ω — скалярное произведение в L2(∂Ω).
Теперь преобразуем (1.1)–(1.4) в следующую слабую форму: найти (ppp, y, u) ∈ VVV ×W ×

Uad так, что

min
u∈Uad

{
1

2
‖ppp− pppd‖2 +

1

2
‖y − yd‖2 +

ν

2
‖u‖20,∂Ω

}
, (2.4)

− (ppp,∇w) + (cy, w) = (f, w) + (u+ zb, w)∂Ω ∀ w ∈W, (2.5)

(A−1ppp,vvv) + (∇y,vvv) = 0 ∀ vvv ∈ VVV . (2.6)

Поскольку целевой функционал является выпуклым, то из [15] следует, что задача
оптимального управления (2.4)–(2.6) имеет единственное решение (ppp, y, u) и что триплет
(ppp, y, u) является решением (2.4)–(2.6), если и только если имеется сопряженное состояние
(qqq, z) ∈ VVV ×W такое, что (ppp, y, qqq, z, u) удовлетворяет следующим условиям оптимальности:
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− (ppp,∇w) + (cy, w) = (f, w) + (u+ zb, w)∂Ω ∀ w ∈W, (2.7)

(A−1ppp,vvv) + (∇y,vvv) = 0 ∀ vvv ∈ VVV , (2.8)

(qqq,∇w) + (cz, w) = (y − yd, w) ∀ w ∈W, (2.9)

(A−1qqq,vvv)− (∇z,vvv) = (ppp− pppd, vvv) ∀ vvv ∈ VVV , (2.10)

(νu+ z, ũ− u)∂Ω ≥ 0 ∀ ũ ∈ Uad. (2.11)

Как в [19], неравенство (2.11) можно представить следующим образом:

u =
(

max
{

0, z|∂Ω

}
− z |∂Ω

)/
ν, (2.12)

где z|∂Ω =

∫
∂Ω

z dx∫
∂Ω

1 dx
.

Пусть Th — регулярная триангуляция многоугольной области Ω, hT — диаметр эле-
мента T и h =max hT . Пусть ∂Th обозначает множество ребер всех элементов. Определим
VVV h ×Wh ⊂ VVV ×W следующей парой конечных элементов P 2

0 − P1 [6, 24]:

VVV h = {vvvh = (vvv1h, vvv2h) ∈ VVV |vvv1h, vvv2h ∈ P0(T ) ∀ T ∈ Th},
Wh = {wh ∈ C0(Ω) ∩W |wh ∈ P1(T ) ∀ T ∈ Th}.

Приближенное пространство управления задается следующим образом:

Uh := {ũh ∈ Uad : ∀ l ∈ ∂Th ∩ ∂Ω, ũh |l = const}.

Прежде чем представить смешанную схему конечных элементов, введем три проек-
ционных оператора. Сначала определим лагранжеву интерполяцию [7] Ih : W → Wh,
удовлетворяющую

‖φ− Ihφ‖s ≤ Ch2−s‖φ‖2, s = 0, 1, ∀ φ ∈ H2(Ω). (2.13)

Затем определим стандартную L2-проекцию [7] Πh : VVV → VVV h таким образом: для
любого qqq ∈ VVV

(qqq −Πhqqq,vvvh) = 0 ∀ vvvh ∈ VVV h, (2.14)

‖Πhqqq‖ ≤ C‖qqq‖, (2.15)

‖qqq −Πhqqq‖ ≤ Ch‖qqq‖1 ∀ qqq ∈ (H1(Ω))2. (2.16)

Наконец, пусть Qhu ∈ Uh — L2-проекция u, такая, что

Qhu |l=
∫
l u dx∫
l 1 dx

∀ l ∈ ∂Th ∩ ∂Ω. (2.17)

Мы имеем следующее свойство аппроксимации:

‖u−Qhu‖−s,∂Ω ≤ Ch1+s‖u‖1,∂Ω, s = 0, 1, ∀ u ∈W 1,2(∂Ω). (2.18)

Тогда P 2
0 − P1 смешанная конечно-элементная дискретизация (2.4)–(2.6) состоит в

следующем: найти (ppph, yh, uh) ∈ VVV h ×Wh × Uh такое, что
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min
uh∈Uh

{
1

2
‖ppph − pppd‖2 +

1

2
‖yh − yd‖2 +

ν

2
‖uh‖20,∂Ω

}
(2.19)

− (ppph,∇wh) + (cyh, wh) = (f, wh) + (uh + zb, wh)∂Ω ∀ wh ∈Wh, (2.20)

(A−1ppph, vvvh) + (∇yh, vvvh) = 0 ∀ vvvh ∈ VVV h. (2.21)

Как и в непрерывном случае, задача оптимального управления (2.19)–(2.21) имеет
единственное решение (ppph, yh, uh), и триплет (ppph, yh, uh) является решением
(2.19)–(2.21), если и только если имеется сопряженное состояние (qqqh, zh) ∈ VVV h × Wh

такое, что (ppph, yh, qqqh, zh, uh) удовлетворяет следующим условиям оптимальности:

− (ppph,∇wh) + (cyh, wh) = (f, wh) + (uh + zb, wh)∂Ω ∀ wh ∈Wh, (2.22)

(A−1ppph, vvvh) + (∇yh, vvvh) = 0 ∀ vvvh ∈ VVV h, (2.23)

(qqqh,∇wh) + (czh, wh) = (yh − yd, wh) ∀ wh ∈Wh, (2.24)

(A−1qqqh, vvvh)− (∇zh, vvvh) = (ppph − pppd, vvvh) ∀ vvvh ∈ VVV h, (2.25)

(νuh + zh, ũh − uh)∂Ω ≥ 0 ∀ ũh ∈ Uh. (2.26)

В остальной части статьи мы будем использовать некоторые промежуточные пере-
менные. Для любого ũ ∈ Uad определим решение с дискретным состоянием (ppph(ũ), yh(ũ),
qqqh(ũ), zh(ũ))∈ (VVV h ×Wh)2, связанное с ũ, которое удовлетворяет

− (ppph(ũ),∇wh) + (cyh(ũ), wh) = (f, wh) + (ũ+ zb, wh)∂Ω ∀ wh ∈Wh, (2.27)

(A−1ppph(ũ), vvvh) + (∇yh(ũ), vvvh) = 0 ∀ vvvh ∈ VVV h, (2.28)

(qqqh(ũ),∇wh) + (czh(ũ), wh) = (yh(ũ)− yd, wh) ∀ wh ∈Wh, (2.29)

(A−1qqqh(ũ), vvvh)− (∇zh(ũ), vvvh) = (ppph(ũ)− pppd, vvvh) ∀ vvvh ∈ VVV h. (2.30)

Таким образом, как было определено ранее, точное и численное решения можно за-
писать следующим образом:

(ppp, y, qqq, z) = (ppp(u), y(u), qqq(u), z(u)),

(ppph, yh, qqqh, zh) = (ppph(uh), yh(uh), qqqh(uh), zh(uh)).

3. Априорные оценки ошибки и сверхсходимость

В данном пункте сначала обсудим априорные оценки ошибок для всех переменных,
а затем получим результат по сверхсходимости для переменной управления.

Напомним следующий результат по регулярности.

Лемма 3.1 [7]. Для каждой функции F ∈ L2(Ω) решение φ

−div(A∇φ) + cφ = F в Ω, A∇φ ·nnn|∂Ω = 0, (3.1)

принадлежит H2(Ω). Кроме того, существует положительная постоянная C такая,
что

‖φ‖2 ≤ C‖F‖. (3.2)

Для получения основных результатов нам необходимы следующие леммы.
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Лемма 3.2. Пусть (ppph(u), yh(u), qqqh(u), zh(u)) и (ppph(Qhu), yh(Qhu), qqqh(Qhu), zh(Qhu)) —
решения (2.27)−(2.30) при ũ = u и ũ = Qhu соответственно. Тогда мы имеем:

‖∇(yh(u)− yh(Qhu))‖+ ‖ppph(u)− ppph(Qhu)‖ ≤ Ch, (3.3)

‖∇(zh(u)− zh(Qhu))‖+ ‖qqqh(u)− qqqh(Qhu)‖ ≤ Ch, (3.4)

‖yh(u)− yh(Qhu)‖+ h
1
2 ‖zh(u)− zh(Qhu)‖ ≤ Ch2, (3.5)

‖yh(u)− yh(Qhu)‖0,∂Ω + h
1
4 ‖zh(u)− zh(Qhu)‖0,∂Ω ≤ Ch

3
2 . (3.6)

Доказательство. Из уравнений (2.27)–(2.30) легко получить следующие уравнения для
ошибок:

− (ppph(u)− ppph(Qhu),∇wh) + (c(yh(u)− yh(Qhu)), wh) = (u−Qhu,wh)∂Ω, (3.7)

(A−1(ppph(u)− ppph(Qhu)), vvvh) + (∇(yh(u)− yh(Qhu)), vvvh) = 0, (3.8)

(qqqh(u)− qqqh(Qhu),∇wh) + (c(zh(u)− zh(Qhu)), wh) = (yh(u)− yh(Qhu), wh), (3.9)

(A−1(qqqh(u)− qqqh(Qhu)), vvvh)− (∇(zh(u)− zh(Qhu)), vvvh) = (ppph(u)− ppph(Qhu), vvvh) (3.10)

∀ vvvh ∈ VVV h и wh ∈Wh.
Пусть wh = yh(u) − yh(Qhu) в (3.7) и vvvh = ppph(u) − ppph(Qhu) в (3.8). Сложив два

уравнения, получим∥∥A− 1
2 (ppph(u)−ppph(Qhu))

∥∥2
+
∥∥c 1

2 (yh(u)− yh(Qhu))
∥∥2

=(u−Qhu, yh(u)− yh(Qhu))∂Ω. (3.11)

Используя неравенство Коши (2.18) и неравенство

‖yh(u)− yh(Qhu)‖0,∂Ω ≤ C‖yh(u)− yh(Qhu)‖1,

заключаем, что

(u−Qhu, yh(u)− yh(Qhu))∂Ω

≤C‖u−Qhu‖20,∂Ω + ε‖yh(u)− yh(Qhu)‖20,∂Ω

≤Ch‖u‖21,∂Ω + Cε‖yh(u)− yh(Qhu)‖21
≤Ch‖u‖21,∂Ω + Cε(‖yh(u)− yh(Qhu)‖2 + ‖∇(yh(u)− yh(Qhu))‖2), (3.12)

где ε — произвольная малая положительная постоянная.
При выборе vvvh = ∇(yh(u) − yh(Qhu)) в (3.8) из неравенства Коши и предположения

по A следует, что

‖∇(yh(u)− yh(Qhu))‖ ≤ C‖ppph(u)− ppph(Qhu)‖. (3.13)

Для достаточно малого ε, объединив предположения для A и c, и (3.11)–(3.13), мы
видим, что

‖ppph(u)− ppph(Qhu)‖+ ‖yh(u)− yh(Qhu)‖1 ≤ Ch‖u‖1,∂Ω. (3.14)

Пусть φ ∈ H2(Ω) — решение (3.1) при F = yh(u)−yh(Qhu). Мы видим из (3.7) и (3.8),
что
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‖yh(u)− yh(Qhu)‖2 =(yh(u)− yh(Qhu),−div(A∇φ)) + (c(yh(u)− yh(Qhu)), φ)

=(A∇φ,∇(yh(u)− yh(Qhu))) + (c(yh(u)− yh(Qhu)), φ)

=(A∇φ−Πh(A∇φ),∇(yh(u)− yh(Qhu)))−
(A−1(ppph(u)− ppph(Qhu)),Πh(A∇φ)) + (c(yh(u)− yh(Qhu)), φ)

=(A∇φ−Πh(A∇φ),∇(yh(u)− yh(Qhu)))+

(A−1(ppph(u)− ppph(Qhu)), A∇φ−Πh(A∇φ))−
(ppph(u)− ppph(Qhu),∇(φ− Ihφ)) + (c(yh(u)− yh(Qhu)), φ− Ihφ)+

(u−Qhu, Ihφ− φ)∂Ω + (u−Qhu, φ)∂Ω

≤Ch‖A‖1,∞‖φ‖2‖∇(yh(u)− yh(Qhu))‖+
Ch‖A−1‖0,∞‖A‖1,∞‖φ‖2‖ppph(u)− ppph(Qhu)‖+
Ch‖φ‖2‖ppph(u)− ppph(Qhu)‖+ Ch‖c‖0,∞‖yh(u)− yh(Qhu)‖ · ‖φ‖2+

C‖u−Qhu‖0,∂Ω‖Ihφ− φ‖0,∂Ω + C‖u−Qhu‖−1,∂Ω‖φ‖1,∂Ω

≤Ch‖φ‖2(‖ppph(u)− ppph(Qhu)‖+ ‖yh(u)− yh(Qhu)‖1)+

Ch‖u‖1,∂Ω‖Ihφ− φ‖1 + Ch2‖u‖1,∂Ω‖φ‖2
≤Ch2‖u‖1,∂Ω‖φ‖2, (3.15)

где мы использовали неравенство Коши, (2.13), (2.16), (2.18), (3.14), оценки ‖φ‖1,∂Ω ≤
C‖φ‖2 и

‖Ihφ− φ‖0,∂Ω ≤ C‖Ihφ− φ‖1 ≤ Ch‖φ‖2.

Тогда из (3.2) и (3.15) легко получить

‖yh(u)− yh(Qhu)‖ ≤ Ch2‖u‖1,∂Ω. (3.16)

Пусть wh = zh(u)− zh(Qhu) в (3.9) и vvvh = qqqh(u)−qqqh(Qhu) в (3.10). Тогда мы получим

‖A−
1
2 (qqqh(u)− qqqh(Qhu))‖2 + ‖c

1
2 (zh(u)− zh(Qhu))‖2

=(yh(u)− yh(Qhu), zh(u)− zh(Qhu)) + (ppph(u)− ppph(Qhu), qqqh(u)− qqqh(Qhu)). (3.17)

Используя неравенство Коши и предположения для A и c, видно, что

‖qqqh(u)− qqqh(Qhu)‖+ ‖zh(u)− zh(Qhu)‖
≤C(‖yh(u)− yh(Qhu)‖+ ‖ppph(u)− ppph(Qhu)‖). (3.18)

Пусть vvvh = ∇(zh(u)− zh(Qhu)) в (3.10), подобно (3.13) мы легко получим

‖∇(zh(u)− zh(Qhu))‖ ≤ C(‖qqqh(u)− qqqh(Qhu))‖+ ‖ppph(u)− ppph(Qhu)‖). (3.19)

Пусть φ ∈ H2(Ω) — решение (3.1) при F = zh(u)− zh(Qhu). Из (3.8)–(3.10) мы имеем

‖zh(u)−zh(Qhu)‖2 = (zh(u)− zh(Qhu),−div(A∇φ)) + (c(zh(u)− zh(Qhu)), φ)

=(A∇φ,∇(zh(u)− zh(Qhu))) + (c(zh(u)− zh(Qhu)), φ)

=(A∇φ−Πh(A∇φ),∇(zh(u)− zh(Qhu))) + (c(zh(u)− zh(Qhu)), φ)+

(A−1(qqqh(u)− qqqh(Qhu)),Πh(A∇φ))− (ppph(u)− ppph(Qhu),Πh(A∇φ))

=(A∇φ−Πh(A∇φ),∇(zh(u)− zh(Qhu))) + (c(zh(u)− zh(Qhu)), φ)+

(A−1(qqqh(u)− qqqh(Qhu)),Πh(A∇φ)−A∇φ)+
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(qqqh(u)− qqqh(Qhu),∇φ) + (ppph(u)− ppph(Qhu), A∇φ−Πh(A∇φ))−
(ppph(u)− ppph(Qhu), A∇φ)

=(A∇φ−Πh(A∇φ),∇(zh(u)− zh(Qhu))) + (c(zh(u)− zh(Qhu)), φ− Ihφ)+

(A−1(qqqh(u)− qqqh(Qhu)),Πh(A∇φ)−A∇φ)+

(qqqh(u)− qqqh(Qhu),∇(φ− Ihφ)) + (yh(u)− yh(Qhu), Ihφ− φ)+

(yh(u)− yh(Qhu), φ) + (A−1(ppph(u)− ppph(Qhu)),Πh(A2∇φ)−A2∇φ)+

(∇(yh(u)− yh(Qhu)),Πh(A2∇φ)−A2∇φ)− (yh(u)− yh(Qhu), div(A2∇φ))+

(yh(u)− yh(Qhu), A2∇φ ·nnn)∂Ω + (ppph(u)− ppph(Qhu)), A∇φ−Πh(A∇φ))

≤Ch‖A−1‖0,∞‖A‖1,∞‖φ‖2‖qqqh(u)− qqqh(Qhu)‖+ Ch‖c‖0,∞‖zh(u)− zh(Qhu)‖ · ‖φ‖2+

Ch‖A‖1,∞‖φ‖2‖∇(zh(u)− zh(Qhu))‖+ Ch‖φ‖2‖qqqh(u)− qqqh(Qhu)‖+
Ch‖φ‖2‖yh(u)− yh(Qhu)‖+ C‖φ‖ · ‖yh(u)− yh(Qhu)‖+
C‖φ‖2‖A‖21,∞‖yh(u)− yh(Qhu)‖+ Ch‖A‖21,∞‖φ‖2‖∇(yh(u)− yh(Qhu))‖+
Ch‖A−1‖0,∞‖A‖21,∞‖φ‖2‖ppph(u)− ppph(Qhu)‖+
C‖A‖20,∞,∂Ω‖yh(u)− yh(Qhu)‖0,∂Ω‖∇φ ·nnn‖0,∂Ω+

Ch‖A‖1,∞‖φ‖2‖ppph(u)− ppph(Qhu)‖
≤Ch‖φ‖2(‖qqqh(u)− qqqh(Qhu)‖+ ‖zh(u)− zh(Qhu)‖1)+

Ch‖φ‖2(‖ppph(u)− ppph(Qhu)‖+ ‖yh(u)− yh(Qhu)‖1)+

C(‖yh(u)− yh(Qhu)‖0,∂Ω + ‖yh(u)− yh(Qhu)‖)‖φ‖2, (3.20)

где мы также использовали неравенство Коши, (2.13), (2.16) и оценку

‖∇φ ·nnn‖0,∂Ω ≤ ‖∇φ‖0,∂Ω ≤ C‖∇φ‖1 ≤ C‖φ‖2.

Используя неравенство ‖ν‖0,∂Ω ≤ C‖ν‖ 1
2
,Ω ≤ C‖ν‖

1
2 ‖ν‖

1
2
1 , (3.14) и (3.16), получим

‖yh(u)− yh(Qhu)‖0,∂Ω ≤ C‖yh(u)− yh(Qhu)‖
1
2 ‖yh(u)− yh(Qhu)‖

1
2
1 ≤ Ch

3
2 ‖u‖1,∂Ω. (3.21)

Используя (3.2), (3.14), (3.16), (3.18)–(3.21), мы получим

h
1
2 ‖∇(zh(u)− zh(Qhu))‖+ h

1
2 ‖qqqh(u)− qqqh(Qhu)‖+ ‖zh(u)− zh(Qhu)‖ ≤ Ch

3
2 ‖u‖1,∂Ω. (3.22)

Аналогично (3.21), используя (3.22), имеем

‖zh(u)− zh(Qhu)‖0,∂Ω ≤ Ch
5
4 ‖u‖1,∂Ω. (3.23)

Таким образом, доказательство леммы завершено.

Лемма 3.3. Пусть (ppp, y, qqq, z) — решение (2.7)– (2.11) и (ppph(u), yh(u), qqqh(u), zh(u)) — ре-
шение (2.27)– (2.30) при ũ = u. Если решение удовлетворяет

ppp,qqq ∈ (H1(Ω))2 и y, z ∈ H2(Ω),

мы имеем



Ч. Ксу 71

‖∇(y − yh(u))‖+ ‖ppp− ppph(u)‖ ≤ Ch, (3.24)

‖∇(z − zh(u))‖+ ‖qqq − qqqh(u)‖ ≤ Ch, (3.25)

‖y − yh(u)‖+ h
1
2 ‖z − zh(u)‖ ≤ Ch2, (3.26)

‖y − yh(u)‖0,∂Ω + h
1
4 ‖z − zh(u)‖0,∂Ω ≤ Ch

3
2 . (3.27)

Доказательство. Из уравнений (2.7)–(2.10) и (2.27)–(2.30), поскольку ∇Wh ⊂ VVV h, ис-
пользуя (2.14), легко получить следующие уравнения для ошибок:

−(Πhppp− ppph(u),∇wh) + (c(Ihy − yh(u)), wh) = −(c(y − Ihy), wh), (3.28)

(A−1(Πhppp− ppph(u)), vvvh) + (∇(Ihy − yh(u)), vvvh) = (A−1(Πhppp− ppp)−∇(y − Ihy), vvvh), (3.29)

(Πhqqq−qqqh(u),∇wh)+(c(Ihz−zh(u)), wh) = −(c(z − Ihz), wh)+(y − yh(u), wh), (3.30)

(A−1(Πhqqq − qqqh(u)), vvvh)− (∇(Ihz − zh(u)), vvvh) = (A−1(Πhqqq − qqq) +∇(z − Ihz), vvvh) +

(ppp− ppph(u)), vvvh) (3.31)

∀ vvvh ∈ VVV h и wh ∈Wh.
Пусть wh = Ihy − yh(u) в (3.28) и vvvh = Πhppp− ppph(u) в (3.29). Тогда имеем

‖A−
1
2 (Πhppp− ppph(u))‖2 + ‖c

1
2 (Ihy − yh(u))‖2

=− (c(y − Ihy), Ihy − yh(u)) + (A−1(Πhppp− ppp)−∇(y − Ihy),Πhppp− ppph(u)). (3.32)

Используя неравенство Коши, предположения по A и c, (2.13) и (2.16), имеем

‖Πhppp− ppph(u)‖+ ‖Ihy − yh(u)‖ ≤ Ch(‖y‖2 + ‖ppp‖1). (3.33)

Пусть vvvh = ∇(Ihy − yh(u)) в (3.29). Тогда из предположения по A, неравенства
Коши, (2.13) и (2.16) следует, что

‖∇(Ihy − yh(u))‖ ≤ C‖Πhppp− ppph(u)‖+ Ch(‖y‖2 + ‖ppp‖1). (3.34)

Пусть φ ∈ H2(Ω) является решением (3.1) при F = y − yh(u). Аналогично (3.15)
находим, что

‖y − yh(u)‖2 =(A∇φ−Πh(A∇φ),∇(y − yh(u)))+

(A−1(ppp− ppph(u)), A∇φ−Πh(A∇φ))−
(ppp− ppph(u),∇(φ− Ihφ)) + (c(y(uh)− yh), φ− Ihφ)

≤Ch‖A‖1,∞‖φ‖2‖∇(y − yh(u))‖+
Ch‖A−1‖0,∞‖A‖1,∞‖φ‖2‖ppp− ppph(u)‖+
Ch‖φ‖2‖ppp− ppph(u)‖+ Ch‖c‖0,∞‖y − yh(u)‖ · ‖φ‖2
≤Ch‖φ‖2(‖ppp− ppph(u)‖+ ‖∇(y − yh(u))‖+ ‖y − yh(u)‖). (3.35)

Используя (3.33)–(3.35), (3.2), (2.13), (2.16) и неравенство треугольника, получим

h‖∇(y − yh(u))‖+ h‖ppp− ppph(u)‖+ ‖y − yh(u)‖ ≤ Ch2(‖y‖2 + ‖ppp‖1). (3.36)

Аналогичным образом, взяв wh = Ihz − zh(u) в (3.30) и vvvh = Πhqqq − qqqh(u) в (3.31),
легко получим
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‖Πhqqq − qqqh(u)‖+ ‖Ihz − zh(u)‖ ≤ C(‖y − yh(u)‖+ ‖ppp− ppph(u)‖) + Ch(‖z‖2 + ‖qqq‖1). (3.37)

Выбрав vvvh = ∇(Ihz − zh(u)) в (3.31), аналогично (3.34) мы получим

‖∇(Ihz − zh(u))‖ ≤ C(‖ppp− ppph(u)‖+ ‖Πhqqq − qqqh(u)‖) + Ch(‖z‖2 + ‖qqq‖1). (3.38)

Пусть φ ∈ H2(Ω) является решением (3.1) при F = z−zh(u). Аналогично (3.20) имеем

‖z − zh(u)‖2 =(A∇φ−Πh(A∇φ),∇(z − zh(u))) + (c(z − zh(u)), φ− Ihφ)+

(A−1(qqq − qqqh(u)),Πh(A∇φ)−A∇φ)+

(qqq − qqqh(u),∇(φ− Ihφ)) + (y − yh(u), Ihφ− φ)+

(y − yh(u), φ) + (A−1(ppp− ppph(u)),Πh(A2∇φ)−A2∇φ)+

(∇(y − yh(u)),Πh(A2∇φ)−A2∇φ)− (y − yh(u), div(A2∇φ))+

(y − yh(u), A2∇φ ·nnn)∂Ω + (ppp− ppph(u)), A∇φ−Πh(A∇φ))

≤Ch‖A−1‖0,∞‖A‖1,∞‖φ‖2‖qqq − qqqh(u)‖+ Ch‖c‖0,∞‖z − zh(u)‖ · ‖φ‖2+

Ch‖A‖1,∞‖φ‖2‖∇(z − zh(u))‖+ Ch‖φ‖2‖qqq − qqqh(u)‖+
Ch‖φ‖2‖y − yh(u)‖+ C‖φ‖ · ‖y − yh(u)‖+
C‖φ‖2‖A‖21,∞‖y − yh(u)‖+ Ch‖A‖21,∞‖φ‖2‖∇(y − yh(u))‖+
Ch‖A−1‖0,∞‖A‖21,∞‖φ‖2‖ppp− ppph(u)‖+
C‖A‖20,∞,∂Ω‖y − yh(u)‖0,∂Ω‖∇φ‖0,∂Ω+

Ch‖A‖1,∞‖φ‖2‖ppp− ppph(u)‖. (3.39)

Заметим, что

‖y − yh(u)‖0,∂Ω ≤ C‖y − yh(u)‖
1
2 ‖y − yh(u)‖

1
2
1 ≤ Ch

3
2 (‖y‖2 + ‖ppp‖1). (3.40)

Объединив (3.36)–(3.40), (3.12), (3.13), (3.16) и неравенство треугольника, получим

‖z−zh(u)‖+h
1
2 (‖qqq−qqqh(u)‖+‖∇(z−zh(u))‖)≤Ch

3
2 (‖y‖2+‖ppp‖1+‖z‖2+‖qqq‖1). (3.41)

Тогда имеем

‖z − zh(u)‖0,∂Ω ≤ C‖z − zh(u)‖
1
2 ‖z − zh(u)‖

1
2
1 ≤ Ch

5
4 (‖y‖2 + ‖ppp‖1 + ‖z‖2 + ‖qqq‖1). (3.42)

Это завершает доказательство.

Лемма 3.4. Пусть (ppph, yh, qqqh, zh) и (ppph(Qhu), yh(Qhu), qqqh(Qhu), zh(Qhu)) — решения
(2.27)−(2.30) при ũ = uh и ũ = Qhu соответственно. Тогда мы имеем

(uh −Qhu, zh − zh(Qhu))∂Ω ≥ 0. (3.43)

Доказательство. Из уравнений (2.27)– (2.30) легко получить следующие уравнения
для ошибок:
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−(ppph − ppph(Qhu),∇wh) + (c(yh − yh(Qhu)), wh) = (uh −Qhu,wh)∂Ω, (3.44)

(A−1(ppph − ppph(Qhu)), vvvh) + (∇(yh − yh(Qhu)), vvvh) = 0, (3.45)

(qqqh − qqqh(Qhu),∇wh) + (c(zh − zh(Qhu)), wh) = (yh − yh(Qhu), wh), (3.46)

(A−1(qqqh − qqqh(Qhu)), vvvh)− (∇(zh − zh(Qhu)), vvvh) = (ppph − ppph(Qhu), vvvh), (3.47)

∀ vvvh ∈ VVV h и wh ∈Wh.
Пусть wh = zh−zh(Qhu) в (3.44), vvvh = qqqh−qqqh(Qhu) в (3.45), wh = yh−yh(Qhu) в (3.46)

и vvvh = ppph − ppph(Qhu) в (3.47) соответственно. Легко заметить, что

(uh −Qhu, zh − zh(Qhu))∂Ω = ‖yh(Qhu)− yh‖2 + ‖ppph(Qhu)− ppph‖2, (3.48)

что дает (3.43).
Используя такой же анализ устойчивости, что и в лемме 3.2, получим

Лемма 3.5. Пусть (ppph, yh, qqqh, zh) и (ppph(Qhu), yh(Qhu), qqqh(Qhu), zh(Qhu)) — решения
(2.27)−(2.30) при ũ = uh и ũ = Qhu соответственно. Тогда мы имеем

‖∇(yh(Qhu)− yh)‖+ ‖ppph(Qhu)− ppph‖ ≤C‖Qhu− uh‖0,∂Ω, (3.49)

‖∇(zh(Qhu)− zh)‖+ ‖qqqh(Qhu)− qqqh‖ ≤C‖Qhu− uh‖0,∂Ω, (3.50)

‖yh(Qhu)− yh‖+ ‖zh(Qhu)− zh‖ ≤C‖Qhu− uh‖0,∂Ω, (3.51)

‖yh(Qhu)− yh‖0,∂Ω + ‖zh(Qhu)− zh‖0,∂Ω ≤C‖Qhu− uh‖0,∂Ω. (3.52)

Теперь обсудим свойство сверхсходимости для переменной управления.

Лемма 3.6. Пусть u, uh — решения (2.7)– (2.11), (2.22)– (2.26) соответственно. Пред-
положим, что все условия лемм 3.2–3.3 выполняются. Тогда мы имеем

‖Qhu− uh‖0,∂Ω ≤ Ch
5
4 . (3.53)

Доказательство. Возьмем ũ = uh в (2.11) и ũh = Qhu в (2.26) для получения следую-
щих двух неравенств:

(νu+ z, uh − u)∂Ω ≥ 0

и
(νuh + zh, Qhu− uh)∂Ω ≥ 0.

Заметим, что uh − u = uh −Qhu+Qhu− u. Сложив эти два неравенства, получим

(νuh − νu+ zh − z,Qhu− uh)∂Ω + (νu+ z,Qhu− u)∂Ω ≥ 0. (3.54)

Таким образом, используя (3.54) и определение Qh, мы находим

ν‖Qhu− uh‖20,∂Ω =ν(Qhu− u,Qhu− uh)∂Ω + ν(u− uh, Qhu− uh)∂Ω

≤(zh − z,Qhu− uh)∂Ω + (νu+ z,Qhu− u)∂Ω

=(zh − zh(Qhu), Qhu− uh)∂Ω + (zh(Qhu)− zh(u), Qhu− uh)∂Ω+

(zh(u)− z,Qhu− uh)∂Ω + (νu+ z,Qhu− u)∂Ω

=:

4∑
i=1

Ji. (3.55)

Сначала из леммы 3.4 следует, что

J1 = −(uh −Qhu, zh − zh(Qhu))∂Ω ≤ 0. (3.56)
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Используя неравенство Коши и лемму 3.2, получим

J2 ≤ Ch
5
2 ‖u‖21,∂Ω +

ν

4
‖Qhu− uh‖20,∂Ω. (3.57)

Аналогичным образом, используя неравенство Коши и лемму 3.3, имеем

J3 ≤ Ch
5
2 (‖y‖22 + ‖z‖22 + ‖ppp‖21 + ‖qqq‖21) +

ν

4
‖Qhu− uh‖20,∂Ω. (3.58)

Для J4 из (2.12) и определения Qh нам известно,что

J4 = max
{

0, z|∂Ω

}∫
∂Ω

(Qhu− u) dx = 0. (3.59)

Теперь мы можем получить (3.53) с использованием (3.55)–(3.59).
Используя леммы 3.2, 3.3, леммы 3.5, 3.6 и неравенство треугольника, получаем

Теорема 3.1. Пусть (y,ppp, z, qqq) и (yh, ppph, zh, qqqh) — решения (2.7)– (2.11) и (2.22)– (2.26)
соответственно. Предположим, что все условия лемм 3.2, 3.3 выполняются. Тогда
имеем

‖y − yh‖0,∂Ω + ‖z − zh‖0,∂Ω ≤Ch
5
4 , (3.60)

‖∇(y − yh)‖+ ‖∇(z − zh)‖+ ‖ppp− ppph‖+ ‖qqq − qqqh‖ ≤Ch, (3.61)

‖y − yh‖+ ‖z − zh‖ ≤Ch
5
4 . (3.62)

Используя лемму 3.6, (2.18) и неравенство треугольника, получим

Теорема 3.2. Пусть u, uh — решения (2.7)– (2.11), (2.22)– (2.26) соответственно.
Предположим, что все условия лемм 3.2, 3.3 выполняются.

Тогда мы имеем

‖u− uh‖0,∂Ω ≤ Ch. (3.63)

Для увеличения точности аппроксимации в глобальном масштабе, аналогично слу-
чаю, рассмотренному в [19], построим следующий проекционный оператор постобработки
дискретного сопряженного состояния на допустимое множество:

û =
(

max
{

0, zh|∂Ω

}
− zh|∂Ω

)/
ν, (3.64)

где zh|∂Ω =

∫
∂Ω

zh dx∫
∂Ω

1 dx
.

Теперь мы можем получить следующий результат по сверхсходимости для перемен-
ной управления.

Теорема 3.3. Пусть u — решение (2.7)– (2.11) и û — функция, построенная в (3.64).
Предположим, что все условия теоремы 3.1 выполняются. Тогда мы имеем

‖u− û‖0,∂Ω ≤ Ch
5
4 . (3.65)

Доказательство. Из (2.12) и (3.64) получим

‖u− û‖0,∂Ω ≤ C‖z − zh‖0,∂Ω. (3.66)
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С использованием (3.60) и (3.66) мы завершаем доказательство теоремы.

Замечание 3.1. Заметим, что граничные интегралы в (3.20) и (3.39) равны нулю, ко-
гда A является диагональной матрицей. Таким образом, мы можем улучшить оценки
(3.60), (3.62) и (3.65) следующим образом:

‖u− û‖0,∂Ω + ‖y − yh‖0,∂Ω + ‖z − zh‖0,∂Ω ≤Ch
3
2 , (3.67)

‖y − yh‖+ ‖z − zh‖ ≤Ch
3
2 . (3.68)

4. Выводы

В данной статье мы обсуждали P 2
0 − P1 смешанный метод конечных элементов для

линейной эллиптической задачи граничного управления (1.1)–(1.4). Отметим, что гради-
ент основной переменной для этого метода принадлежит квадратично интегрируемому
пространству, а не классическому H(div; Ω) пространству. С использованием этого мето-
да мы можем получить две аппроксимации для градиента основной переменной y: одна
из них — численная аппроксимация решения ppph, а другая является производной прибли-
женного решения yh. Представляется, что наши априорные оценки ошибки и сверхсхо-
димость для эллиптических задач граничного управления с использованием таких сме-
шанных методов конечных элементов являются новыми. В нашей будущей работе мы
будем изучать апостериорные оценки ошибки и построим адаптивный алгоритм. Кроме
того, мы будем рассматривать параболические задачи граничного управления.
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