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Рассматривается задача о динамической устойчивости вязкоупругих ортотропных и
изотропных пластин по обобщенной теории Тимошенко в геометрически нелинейной
постановке. Задача решена с помощью метода Бубнова — Галеркина в сочетании с чис-
ленным методом, основанным на использовании квадратурных формул. Показано вли-
яние вязкоупругих и неоднородных свойств материала на процесс динамической устой-
чивости пластины.
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Введение. Использование новых композиционных материалов в проектировании и
создании прочных, легких и надежных конструкций требует совершенствования механи-
ческих моделей деформируемых тел и разработки математических моделей их расчета с

учетом реальных свойств конструкционных материалов. Как показывают многочислен-
ные экспериментальные исследования, большинство композиционных материалов облада-
ют ярко выраженными вязкоупругими свойствами [2–6] и являются неоднородными [6, 7].

Использование классической модели Кирхгофа — Лява хотя и позволяет получить

достаточно точные решения ряда прикладных задач, однако в большинстве случаев они
являются недостаточно полными [8]. Это в первую очередь относится к расчетам дина-
мической устойчивости вязкоупругих оболочек из композиционных материалов, имеющих
неоднородную анизотропную структуру [3, 6, 9]. Решению задач в такой постановке в

случае упругого деформирования посвящены работы [7, 8, 10–13], в которых, однако, учи-
тывались лишь отдельные свойства материалов конструкций.

В ряде работ вязкоупругие свойства материала учитывались только по сдвиговым

направлениям (см., например, [3]). При этом в расчетах в качестве ядер релаксации при-
нимались экспоненциальные ядра, которые не могут описать реальные процессы, проис-
ходящие в оболочках и пластинах в начальные моменты времени [14]. Выбор экспонен-
циального ядра в расчетах не случаен. Получаемые системы интегродифференциальных
уравнений путем дифференцирования сводились к решению обыкновенных дифференци-
альных уравнений высокого порядка, которые в большинстве случаев решались известным
численным методом Рунге — Кутты. Ранее существовавшие методы не позволяли решать
такие задачи со слабосингулярными ядрами типа ядер Колтунова, Ржаницына, Абеля,
Работнова.

Благодаря разработанному численному методу [1], основанному на применении квад-
ратурных формул, стало возможным решать системы нелинейных интегродифференци-
альных уравнений с сингулярными ядрами. Данный метод обеспечивает достаточно вы-
сокую точность получаемых результатов, универсален и позволяет решать широкий класс
динамических задач теории вязкоупругости. На основе этого метода были получены чис-
ленные результаты [2, 9], хорошо согласующиеся с экспериментальными данными.
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Рис. 1

Отметим, что если при решении задач динамики вязкоупругих систем в изотропной
постановке в интегродифференциальных уравнениях присутствует только одно ядро ре-
лаксации с тремя различными реологическими параметрами вязкости, то в ортотропной
постановке имеется 7 разных ядер, а количество различных реологических параметров
увеличивается до 21, что приводит к громоздким вычислениям.

Цель данной работы — исследование динамической устойчивости вязкоупругих изо-
тропных и ортотропных пластин на основе различных теорий и определение предела при-
менимости этих гипотез при решении прикладных задач.

Расчет деформирования вязкоупругой изотропной прямоугольной пласти-
ны. Рассмотрим вязкоупругую изотропную прямоугольную пластину со сторонами a и b,
сжатую в одном направлении вдоль стороны a (рис. 1). Примем, что усилия сжатия P
возрастают пропорционально времени по закону P (t) = vt (v — скорость нагружения).

Зависимость между напряжениями σx, σy, τxy и деформациями εx, εy, γxy примем в

виде [8, 9]

σx =
E

1− µ2
(1−R∗)(εx + µεy), x↔ y, τxy =

E

2(1 + µ)
(1−R∗)γxy, (1)

где E — модуль упругости; µ — коэффициент Пуассона; R∗ — интегральный оператор с

ядром релаксации R(t): R∗ϕ =

t∫
0

R(t− τ)ϕ(τ) dτ . Здесь и далее символ x↔ y показывает,

что остальные соотношения получаются круговой перестановкой индексов.
Геометрические соотношения между деформациями εzx, εzy, γ

z
xy и угловыми перемеще-

ниями ψx, ψy принимаем в виде [7, 8]

εzx = εx + z
∂ψx

∂x
, x↔ y, γz

xy = γxy + z
(∂ψx

∂y
+
∂ψy

∂x

)
. (2)

Здесь εx, εy и γxy определяются из соотношений [8]

εx =
∂u

∂x
+

1

2

[(∂w
∂x

)2
−

(∂w0

∂x

)2]
, εy =

∂v

∂y
+

1

2

[(∂w
∂y

)2
−

(∂w0

∂y

)2]
,

γxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
+
∂w

∂x

∂w

∂y
− ∂w0

∂x

∂w0

∂y
,

(3)

где w0 = w0(x, y) — начальный прогиб пластины.
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Подставляя (1) и (2) в уравнения движения элемента пластины [7, 8] и вводя функции
усилия Φ = Φ(x, y, t), получим систему интегродифференциальных уравнений относитель-
но прогиба w, функции усилия Φ и угловых перемещений ψx, ψy

K2E

2(1 + µ)
(1−R∗)

(
∇2(w − w0) +

∂ψx

∂x
+
∂ψy

∂y

)
+ L(w,Φ) +

q

h
− P (t)

∂2w

∂x2
− ρ ∂

2w

∂t2
= 0,

D

h
(1−R∗)

(∂2ψx

∂x2
+

1

2
(1 + µ)

∂2ψy

∂x ∂y
+

1

2
(1− µ)

∂2ψy

∂y2

)
−

(4)

− K2E

2(1 + µ)
(1−R∗)

(∂ (w − w0)

∂x
+ ψx

)
− ρ h

2

12

∂2ψx

∂t2
= 0, x↔ y,

1

E
∇4Φ = −1

2
(1−R∗)[L(w,w)− L(w0, w0)],

описывающую процесс динамической устойчивости вязкоупругой изотропной пласти-
ны [15], где h — толщина пластины; ρ — плотность материала пластины; D — цилин-

дрическая жесткость; L(w,w) = 2
[∂2w

∂x2

∂2w

∂y2
−

( ∂2w

∂x ∂y

)2]
, L(w,Φ) =

∂2w

∂x2

∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂x2

∂2w

∂y2
−

2
∂2w

∂x ∂y

∂2Φ

∂x ∂y
; коэффициент K определен в [7, 8].

Считая, что пластина шарнирно закреплена по краям, решение системы уравне-
ний (4), удовлетворяющее граничным условиям задачи, будем искать в виде

w(x, y, t) =
N∑

n=1

M∑
m=1

wnm(t) sin
nπx

a
sin

mπy

b
,

w0(x, y) =
N∑

n=1

M∑
m=1

w0nm sin
nπx

a
sin

mπy

b
,

ψx(x, y, t) =
N∑

n=1

M∑
m=1

ψxnm(t) cos
nπx

a
sin

mπy

b
,

(5)

ψy(x, y, t) =
N∑

n=1

M∑
m=1

ψynm(t) sin
nπx

a
cos

mπy

b
,

где wnm = wnm(t), ψxnm = ψxnm(t), ψynm = ψynm(t) — неизвестные функции времени.
Подставляя выражения для прогибов w и w0 из (5) в последнее уравнение системы (4)

и приравнивая в обеих частях полученного уравнения коэффициенты при одинаковых три-
гонометрических функциях, запишем функцию усилий в виде

Φ(x, y, t) = E

N∑
i,r=1

M∑
j,s=1

(1−R∗)(wijwrs − w0ijw0rs)
[
Cijrs cos

(i+ r)πx

a
cos

(j + s)πy

b
+

+ Aijrs cos
(i+ r)πx

a
cos

(j − s)πy
b

+Dijrs cos
(i− r)πx

a
cos

(j + s)πy

b
+

+Bijrs cos
(i− r)πx

a
cos

(j − s)πy
b

]
− P (t)y2

2
, (6)

где безразмерные коэффициенты Aijrs, Bijrs, Cijrs, Dijrs определяются аналогично рабо-
те [9].
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Подставляя (5) и (6) в первые три уравнения системы (4) и выполняя процедуру Буб-
нова — Галеркина, получим

1

S
ẅkl −

(k
λ

)2
twkl +

5(1− µ)

4π2
δ2

[(k
λ

)2
+ l2

]
(1−R∗)(wkl − wokl) +

+
5(1− µ)

4π3
δ3(1−R∗)

[(k
λ

)
ψxkl + lψykl

]
=

=
16αkl

klπ4

q

P ∗кp
− 1

P ∗кp

N∑
n,i,r=1

M∑
m,j,s=1

aklnmijrswnm(1−R∗)(wijwrs − woijwors),

(7)

1

S
ψ̈xkl +

3

π2
δ2

[(k
λ

)2
+

1

2
(1− µ)l2 +

5(1− µ)

π2
δ2

]
(1−R∗)ψxkl +

+
3

2π2
δ2(1 + µ)

k

λ
l(1−R∗)ψykl +

15(1− µ)k

π3λ
δ3(1−R∗)(wkl − wokl) = 0,

x↔ y, k, l = 1, 2, . . . .

В (7) введены следующие безразмерные величины:

wkl

h
,

w0kl

h
, P ∗ =

P

E

( b
h

)2
, q∗ =

q

E

( b
h

)4
, t∗ =

P

Pкp
=

vt

Pкp
=

ωt√
S

=
P ∗

P ∗кp
,

√
S

ω
R(t), S = P ∗3кp

(πcEh3

vb4

)2
, P ∗кp =

Pкp
E

( b
h

)2
=

π2

3(1− µ2)
,

где Pкр = π2Eh2/(3(1 − µ2)b2) — статическая критическая нагрузка; ω =√
π2Eh2P ∗кр/(ρb

4) — частота основного тона колебаний; c =
√
E/ρ — скорость звука в ма-

териале пластины; S — безразмерный параметр скорости нагружения; λ = a/b; δ = b/h;
коэффициент αkl = 1, если k и l нечетные, если же хотя бы один из этих параметров

четный, то αkl = 0; коэффициент aklnmijrs определяется аналогично работе [9].
Интегрирование системы (7) осуществлялось численным методом, основанным на при-

менении квадратурных формул [1]. При расчетах использовалось простейшее и в то же
время достаточно общее слабосингулярное ядро Колтунова — Ржаницына с тремя реоло-
гическими параметрами вида R(t) = A e−βt tα−1 (0 < α < 1) [14].

Результаты вычислений представлены на рис. 2–4. Здесь, как и в работе [8], в качестве
критерия, определяющего критическое время, а вместе с тем и критическую нагрузку, при-
нято условие, что стрела прогиба не должна превышать толщину пластины. В качестве
параметра, определяющего устойчивость пластины, принят KД — коэффициент динамич-
ности, равный отношению динамической критической нагрузки к эйлеровой статической.

На рис. 2 приведены результаты расчета деформирования квадратной пластины

(λ = 1) с начальной стрелой w0 = 10−4 при отсутствии поперечной нагрузки (q = 0).
Кривая 1 на рисунке соответствует расчету, при котором вязкоупругие свойства матери-
ала пластины не учитываются (упругий случай), кривая 2 — результатам, полученным
при экспоненциальном ядре релаксации, и кривая 3 — при ядре Колтунова— Ржаницына.
Как показывают исследования, в этих случаях больших различий в значениях KД нет.

Изучалось также влияние параметра β на поведение пластины. Полученные резуль-
таты показывают, что изменения параметра β в интервале 0 < β < 1 не оказывают
существенного влияния на изменение критического времени и критической нагрузки. Это
говорит о неприемлемости уравнений с экспоненциальными ядрами релаксации, которые
часто используются при расчетах динамических задач вязкоупругих систем.
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На рис. 3 приведен график функции w вязкоупругой квадратной пластины для раз-
личных значений геометрического параметра δ. При δ = 10, 20 и 30 (кривые 1, 2, 3 со-
ответственно) “критические” значения KД равны 4,1; 4,4; 4,5. Заметим, что увеличение
параметра δ приводит к перемещению всех кривых в сторону больших значений t, сле-
довательно, к увеличению коэффициента динамичности. Здесь и далее в расчетах будут
использованы следующие исходные данные: A = 0,05; β = 0,25; α = 0,25 (если не оговоре-
ны другие).

На рис. 4 представлено сравнение результатов, полученных для квадратной пластины
при δ = 20 по различным теориям: Кирхгофа — Лява (кривая 1), Бергера (кривая 2) и
Тимошенко (кривая 3). Как видно на рисунке, хотя результаты, полученные по гипотезам
Кирхгофа — Лява и Бергера качественно отличаются друг от друга, однако критические
значения KД при этом одинаковы и составляют 4,7. По теории Тимошенко критическое
значение составляет 4,5.

В таблице приведены результаты численного решения задачи о динамической устой-
чивости вязкоупругой изотропной пластины при различных геометрических и физических

параметрах пластины, полученные по различным теориям. Анализ этих результатов по-
казывает, что решения на основе теории Тимошенко дают заниженные или завышенные
значения коэффициента динамичности по сравнению с полученными на основе теорий

Бергера и Кирхгофа — Лява в зависимости от физико-механических и геометрических
параметров пластины.
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A α q λ w0 S δ

Значения KД, полученные
в решениях задачи по теориям

Бергера Кирхгофа — Лява Тимошенко

0,1 0,25 0 1 10−4 1 20 4,87 4,45 4,35
0,03 0,25 0 1 10−4 1 20 4,92 4,82 4,92
0,05 0,25 0 1 10−4 1 20 4,90 4,75 4,77
0,08 0,25 0 1 10−4 1 20 4,70 4,67 4,52
0,1 0,1 0 1 10−4 1 20 3,32 3,05 3,15
0,1 0,5 0 1 10−4 1 20 4,92 4,80 4,75
0,1 0,75 0 1 10−4 1 20 4,92 4,85 4,85
0,1 0,25 1 1 10−4 1 20 3,80 3,57 3,57
0,1 0,25 10 1 10−4 1 20 2,10 1,97 1,97
0,1 0,25 0 2 10−4 1 20 4,25 4,37 4,37
0,1 0,25 0 1 10−2 1 20 3,45 3,17 3,22
0,1 0,25 0 1 10−1 1 20 3,17 2,25 2,40
0,1 0,25 0 1 10−4 0,1 20 8,15 7,47 7,25
0,1 0,25 0 1 10−4 0,5 20 5,85 5,12 5,05
0,1 0,25 0 1 10−4 10 20 3,05 2,67 2,65
0,1 0,25 0 1 10−4 1 200 4,87 4,45 4,45
0,1 0,25 0 1 10−4 1 10 4,87 4,45 4,10

Расчет деформирования вязкоупругих ортотропных прямоугольных пла-
стин. Рассмотрим ту же задачу для вязкоупругой ортотропной пластины. В этом случае
соотношения между напряжениями σx, σy, τxy, τxz, τyz и деформациями εx, εy, γxy, γxz, γyz

запишем в следующем виде [7, 14]:

σx = B11(1−R∗11)εx +B12(1−R∗12)εy, x↔ y, 1↔ 2,

τxy = 2B(1−R∗)γxy, τxz = 2B13(1−R∗13)γxz, x↔ y, 1↔ 2,
(8)

где Bij , B — упругие постоянные; R∗ij , R
∗ — интегральные операторы с ядрами релакса-

ции Rij(t), R(t):

R∗ϕ =

t∫
0

R(t− τ)ϕ(τ) dτ, R∗ijϕ =

t∫
0

Rij(t− τ)ϕ(τ) dτ, i = 1, 2; j = 1, 2, 3.

Связь между деформациями εzx, εzy, γ
z
xy и угловыми перемещениями ψx, ψy примем в

виде (2). Подставляя (2) и (8) в уравнения движения элемента пластины, получим сле-
дующую систему интегродифференциальных уравнений относительно перемещений u, v,
прогиба w и угловых перемещений ψx, ψy:

B11(1−R∗11)
∂εx
∂x

+B12(1−R∗12)
∂εy
∂x

+ 2B(1−R∗)
∂γxy

∂y
− ρ ∂

2u

∂t2
= 0,

B22(1−R∗22)
∂εy
∂y

+B21(1−R∗21)
∂εx
∂y

+ 2B(1−R∗)
∂γxy

∂x
− ρ ∂

2v

∂t2
= 0,

−2K2
[
B13(1−R∗13)

(∂2(w − w0)

∂x2
+
∂ψx

∂x

)
+B23(1−R∗23)

(∂2(w − w0)

∂y2
+
∂ψy

∂y

)]
−

− ∂

∂x

{∂w
∂x

[B11(1−R∗11)εx +B12(1−R∗12)εy] + 2B
∂w

∂y
(1−R∗)γxy

}
− (9)
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− ∂

∂y

{∂w
∂y

[B22(1−R∗22)εy +B21(1−R∗21)εx] + 2B
∂w

∂x
(1−R∗)γxy

}
−

− q

h
+ P (t)

∂2w

∂x2
+ ρ

∂2w

∂t2
= 0,

B11h
2

12
(1−R∗11)

∂2ψx

∂x2
+
B12h

2

12
(1−R∗12)

∂2ψy

∂x ∂y
+
Bh2

6
(1−R∗)

(∂2ψx

∂y2
+
∂2ψy

∂x ∂y

)
−

− 2K2B13(1−R∗13)
(∂ (w − w0)

∂x
+ ψx

)
− ρh2

12

∂2ψx

∂t2
= 0, x↔ y, 1↔ 2,

где εx, εy и γxy определяются из соотношений (3).
Подставляя выражения для прогибов и угловых перемещений (5), а также соотноше-

ния для перемещений u и v

u(x, y, t) =
N∑

n=1

M∑
m=1

unm(t) cos
nπx

a
sin

mπy

b
,

v(x, y, t) =
N∑

n=1

M∑
m=1

vnm(t) sin
nπx

a
cos

mπy

b

в систему (9) и применяя процедуру Бубнова — Галеркина, получим систему обыкновен-
ных нелинейных интегродифференциальных уравнений вида

1

S
ükl +

[6∆δ2k2

π2λ2η
(1−R∗11) +

6gδ2l2(1− µ1µ2)

π2η
(1−R∗)

]
ukl =

= −6δ2kl

π2λη
[∆µ2(1−R∗12) + g(1− µ1µ2)(1−R∗)]vkl +

+
6∆δ

π3λ3η

N∑
n,i=1

M∑
m,j=1

ni2µnikβmjl(1−R∗11)(wnmwij − w0nmw0ij) +

+
6∆δµ2

π3λη

N∑
n,i=1

M∑
m,j=1

mijγnikαmjl(1−R∗12)(wnmwij − w0nmw0ij) +

+
6gδ(1− µ1µ2)

π3λη

N∑
n,i=1

M∑
m,j=1

(mijγnikαmjl + nj2µnikβmjl)(1−R∗)(wnmwij − w0nmw0ij),

1

S
v̈kl +

[ 6δ2l2

π2∆η
(1−R∗22) +

6gδ2k2(1− µ1µ2)

π2λ2η
(1−R∗)

]
vkl =

= − 6δ2kl

π2∆λη
[µ1(1−R∗21) + ∆g(1− µ1µ2)(1−R∗)]ukl +

+
6δ

∆π3η

N∑
n,i=1

M∑
m,j=1

mj2βnikµmjl(1−R∗22)(wnmwij − w0nmw0ij) +

+
6δµ1

∆π3λ2η

N∑
n,i=1

M∑
m,j=1

nijαnikγmjl(1−R∗21)(wnmwij − w0nmw0ij) +
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+
6gδ(1− µ1µ2)

π3λ2η

N∑
n,i=1

M∑
m,j=1

(nijαnikγmjl + n2jβnikγmjl)(1−R∗)(wnmwij − w0nmw0ij),

1

S
ẅkl −

(k
λ

)2
twkl +

3K2δ2(1− µ1µ2)

2π4η
[4g13π

2k2(1−R∗13)wkl + 4g13πδk(1−R∗13)ψxkl +

+ g23λ
2l2(1−R∗23)wkl + 2g23λδl(1−R∗23)ψykl] +

6λ2δ2

∆π4η
(1−R∗22)(wkl − w0kl) =

=
N∑

n,i,k=1

M∑
m,j,l=1

wnm

[6∆δ

π3η
anmijkl(1−R∗11) +

3gλ2δ(1− µ1µ2)

2π5η
cnmijkl(1−R∗) +

+
3µ1λ

2δ

2∆π5η
fnmijkl(1−R∗21)

]
uij +

+
N∑

n,i,k=1

M∑
m,j,l=1

wnm

[3∆µ2λδ

π4η
bnmijkl(1−R∗12) +

3gλδ(1− µ1µ2)

π4η
dnmijkl(1−R∗) +

+
3λ3δ

4∆π6η
enmijkl(1−R∗22)

]
vij −

−
N∑

n,i,k,r=1

M∑
m,j,l,s=1

wnm

[ 3∆

16η
hnmijklrs(1−R∗11)−

3∆µ2λ
2

64π2η
pnmijklrs(1−R∗12) +

+
3gλ2(1− µ1µ2)

32π2η
gnmijklrs(1−R∗) +

3λ4

256∆π4η
qnmijklrs(1−R∗22)−

− 3µ1λ
2

64∆π2η
rnmijklrs(1−R∗21)

]
(wijwrs − w0ijw0rs)− (10)

−
N∑

n,i,k=1

M∑
m,j,l=1

[ 3λ3δ

4∆π6η
mjβnikαmjl(1−R∗22) +

+
3µ1λδ

∆π4η
niαnikβmjl(1−R∗21)

]
(wnmwij − w0nmw0ij) +

+
N∑

n,i,k=1

M∑
m,j,l=1

wnm

[6∆µ2λδ

π4η
snmijkl(1−R∗12) +

3λ3δ

2∆π6η
xnmijkl(1−R∗22)

]
(wij − w0ij)−

− 3λ2δ2l

∆π4η
(1−R∗22)vkl −

6µ1λδ
2k

∆π3η
(1−R∗21)ukl +

96αkl(1− µ1µ2)

π6ηkl
q,

1

S
ψ̈xkl +

6∆δ2k2

π2η
(1−R∗11)ψxkl +

3∆µ2λδ
2kl

π3η
(1−R∗12)ψykl +

+
3gλ2δ2l2(1− µ1µ2)

2π4η
(1−R∗)ψxkl +

3gλδ2kl(1− µ1µ2)

π3η
(1−R∗)ψykl +

+
72K2g13δ

3k(1− µ1µ2)

π3η
(1−R∗13)wkl +

72K2g13δ
4(1− µ1µ2)

π4η
(1−R∗13)ψxkl = 0,
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1

S
ψ̈ykl +

3λ2δ2l2

2∆π4η
(1−R∗22)ψykl +

3µ1λδ
2kl

∆π3η
(1−R∗21)ψxkl +

+
3gλδ2kl(1− µ1µ2)

π3η
(1−R∗)ψxkl +

6gδ2k2(1− µ1µ2)

π2η
(1−R∗)ψykl +

+
36K2g23λδ

3l(1− µ1µ2)

π4η
(1−R∗23)wkl +

72K2g23δ
4(1− µ1µ2)

π4η
(1−R∗23)ψykl = 0,

k, l = 1, 2, . . . .

В (10) введены следующие безразмерные величины:

wkl

h
,

w0kl

h
,

ukl

h
,

vkl

h
, P ∗ =

P√
E1E2

( b
h

)2
, q∗ =

q√
E1E2

( b
h

)4
,

t∗ =
P

Pкp
=

vt

Pкp
=

ωt√
S

=
P ∗

P ∗кp
,

√
S

ω
R(t),

√
S

ω
Rij(t), i = 1, 2, j = 1, 2, 3,

S = P ∗3кp

(πc√E1E2 h
3

vb4

)2
, P ∗кp =

Pкp√
E1E2

( b
h

)2
=

π2

6(1− µ1µ2)
η,

где Pкр = π2
√
E1E2h

2η/(6(1 − µ1µ2)b
2) — статическая критическая нагрузка; c =√√

E1E2/ρ; ω =
√
π2
√
E1E2 h2P ∗кр/(ρb

4); ∆ =
√
E1/E2; g = G/

√
E1E2; η = 1 + ∆µ2 +

2(1 − µ1µ2)g; E1, E2 — модули упругости, µ1, µ2 — коэффициенты Пуассона, удовлетво-
ряющие условию E1µ2 = E2µ1; остальные коэффициенты этой системы приведены в [9].

Интегрирование системы (10) также проводилось численным методом, основанным на
применении квадратурных формул [1].

На рис. 5 и 6 приведены результаты расчетов деформирования вязкоупругой ортотроп-
ной квадратной пластины с учетом деформации сдвига и инерции вращения при ∆ = 1,5
и δ = 20.

На рис. 5 представлены зависимости w(t) для различных вязкоупругих свойств мате-
риала конструкции. Кривая 1 соответствует случаю, когда вязкоупругие свойства матери-
ала не учитываются (A = Aij = 0, i = 1, 2; j = 1, 2, 3 — упругий случай), кривая 2 — слу-
чаю (применяемому в работе [3] при исследовании вязкоупругих ортотропных конструк-
ций A = A13 = A23 = 0), когда вязкоупругие свойства материала учитываются только по
сдвиговым направлениям, и кривая 3 — случаю, когда вязкоупругие свойства материала
учитываются одинаково по всем направлениям (A = Aij = 0,1, i = 1, 2, j = 1, 2, 3). Как
видно на рисунке, результаты, полученные в упругом случае, почти совпадают с резуль-
татами, полученными в случае учета вязкоупругих свойств материала только по сдвиго-
вым направлениям. Кроме того, учет вязкоупругих свойств материала приводит к более
раннему интенсивному возрастанию прогибов соответственно уменьшению критических

значений KД.
На рис. 6 приведены зависимости w(t) для различной степени анизотропии материала

пластины. Как видно на рисунке, увеличение параметра ∆, определяющего степень ани-
зотропии (кривая 1 — ∆ = 1; кривая 2 — ∆ = 2 и кривая 3 — ∆ = 3), приводит к более
позднему интенсивному возрастанию прогибов соответственно увеличению критическо-
го значения KД. Аналогичные результаты наблюдаются в экспериментах, проведенных с
участием конструкций из композитных материалов [8]. Это подтверждает обоснованность
выбранного метода и достоверность полученных результатов.
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Рис. 5 Рис. 6

Выводы. Исследования нелинейных динамических задач об устойчивости изотроп-
ных и ортотропных вязкоупругих пластин показывают, что при расчете вязкоупругих
конструкций вязкоупругие свойства материала необходимо учитывать не только по сдви-
говым, но и по остальным направлениям одновременно;

в качестве ядер релаксации, учитывающих вязкоупругие свойства материала кон-
струкции, следует брать ядра типа Колтунова — Ржаницына, содержащие достаточное
количество реологических параметров;

в зависимости от различных геометрических и физических параметров пластин необ-
ходимо выбрать соответствующие теории, согласующиеся с экспериментальными резуль-
татами: теорию Бергера, классическую теорию Кирхгофа— Лява или уточненную теорию

Тимошенко.
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